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直径７ cm と３ cm の発泡スチロール球を、空気中で床から 230cm の高さから初速０ m/s で落下
させたとき、床に到達するまでの時間の差を評価しよう [1]。
一般に、速度 v で運動する半径 aの球体が、粘性係数 η の流体中において受ける粘性抵抗 fV は、

ストークス (Stokes)の法則 [2]によれば

|fV |= 6πηa|v| (1)

で与えられる。一方、慣性抵抗は、流体の密度を ρ0、抵抗係数を CD として

|fI |=
1
2
CDπρ0a

2|v|2 (2)

である。ここでは CD = 0.44 とする。
運動方程式は、球体の質量をm、体積を V とすると、鉛直上向きを z軸正の向きとして

m
d2z

dt2
=−mg + ρ0V g + fV + fI , (3)

よって

dv

dt
=−αg − κ

m
v +

λ

m
v2 (4)

となる。ただし、

v ≡ dz

dt
,

α≡ 1 − ρ0

ρ
,

κ≡ 6πηa, (5)

λ≡ 1
2
CDπρ0a

2

とおいた。
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1 粘性抵抗のみを考慮した場合

粘性抵抗 fV が速度 v に比例するのに対し、慣性抵抗 fI は速度の２乗 v2 に比例するので、速度 v

が十分小さければ fV の方が支配的となり、fI は無視できる。そのような vは

fI << fV , (6)

すなわち fI = fV となる速度を vc として

v << vc (7)

の領域にある。vc を求めると、fI = fV より

κvc = λv2
c . (8)

ゆえに

vc =
κ

λ

=
6πηa

1
2CDπρ0a2

. (9)

ここで

空気の粘性係数 η = 18.2 × 10−6 Pa s,

空気の密度 ρ0 = 1.2 kg m−3, (10)

CD = 0.44

などを代入すると、

vc =
4.1

a/cm
× 10−2m/s (11)

が得られる。

一方、(4) で最後の慣性項を落とした方程式：

dv

dt
=−αg − κ

m
v (12)

を初期条件 t = 0, v = 0 で解くと、

v = −mαg

κ
(1 − e−

κ
m t)

t→∞−→ −vvis
f . (13)

ここで vvis
f は終端速度 (terminal velocity)で、m = ρV = 4

3πρa3 より今の場合発泡スチロールの密

度 ρを

ρ = 48.3 kgm−3 (14)
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と仮定すると

vvis
f =

mαg

κ

= 5.6(a/cm)2 × 101 m/s (15)

であり、vc (11)をはるかに超えてしまう。したがって、粘性抵抗のみを考えて議論するのは consistent
でない (図 1) 1。
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図 1: 粘性抵抗 fV と慣性抵抗 fI 上図：発泡スチロール球の速度が数ms−1のとき粘性抵抗（破線）は

慣性抵抗（実線）に対してほとんど無視できる。下図：速度が秒速数 cmの低速領域で粘性抵抗は慣
性抵抗と同程度になる。

2 慣性抵抗のみを考慮した場合

したがって、次に (4)において右辺第２項を落とした方程式を考えよう：

dv

dt
=−αg +

λ

m
v2. (16)

両辺に λ
m をかけて

λ

m
v ≡ y,

λαg

m
≡ b2 (17)

1速さが vc を超えない非常に短い時間内の運動を議論する場合には適用できるが、今の場合そうでないことがすぐわかる。
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とおくと、(16)は

dy

dt
= y2 − b2 (18)

と簡単になる。これを初期条件 t = 0, y = 0 のもとで解くと、

y =−b
e2bt − 1
e2bt + 1

=−b tanh bt (19)

となるから、結局

v =−
√

mαg

λ
tanh

√
λαg

m
t, (20)

z =−m

λ
log cosh

√
λαg

m
t (21)

となる。この z が z = −2.3 となる tを数値的に求めると

直径 2a = 7cmのとき t = 0.725s

直径 2a = 3cmのとき t = 0.768s (22)

が得られる。(有効数字２桁で、３桁目は信用できない。）したがって、直径７ cm の球の方が約 0.04
秒早く床に到達するという結果になる。

3 粘性・慣性抵抗両方考慮した場合

(4) は、 λ
m

(
v − κ

2λ

)
≡ y, λ

m

(
αg + κ2

4mλ

)
≡ b2 とおけば再び dy

dt = y2 − b2 の形となる。ただし

b =
√

λ
m

(
αg + κ2

4mλ

)
で、また初期条件は t = 0で v = 0 となるために y = − κ

2m となる必要がある。

これをみたすように任意定数を定めると、結果は

v =
κ

2λ
− mb

λ
tanh

(
bt +

1
2

log
b + κ

2m

b − κ
2m

)
, (23)

z =
κt

2λ
− m

λ

(
log cosh

(
bt +

1
2

log
b + κ

2m

b − κ
2m

)
− log cosh

(
1
2

log
b + κ

2m

b − κ
2m

))
. (24)

この z に対して z = −2.3 となる tを数値的に求めると、結果は (22)と誤差の範囲の違いしかないこ
とがわかる。
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