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Abstract

マルチシフトソルバーは、シフトされた線形方程式 (A+ σi)xi = b を (i = 0, 1, . . . , k) に
対し同時に解くためのアルゴリズムである。格子QCDシミュレーションではRational HMC
やオーバーラップ演算子において用いられ、計算コストを抑制するために重要な役割を果た
す。このノートでは、マルチシフト CG法を実装するにあたって必要となる表式を導出する。
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1 Introduction

マルチシフトソルバーは、シフトされた線形方程式

(A+ σi)xi = b, i = 0, 1, . . . , n (1)

を同時に解くためのアルゴリズムである [1, 2, 3]。格子QCDシミュレーションではRational HMC

やオーバーラップ演算子の rational近似において、計算コストを抑制するために重要な役割を果
たす [4]。Eq. (1) を通常の反復法を用いて解くには各 iについてこれを適用する必要がある。マ
ルチシフトソルバーでは一度の反復法の適用で、すべての iに対する解を同時に求めることがで
きる。このため計算コストの大きい行列ベクトル積を、別々に解いた場合に比べてO(1/n)の回
数に抑えることができる。近似解と修正ベクトルを求めるためのベクトル演算は各 iに対しそれ
ぞれ必要となるため、全体の計算コストは 1/nとはならないが、行列ベクトル積の計算コストが
大きい場合には大きな効果がある。
今行列Aが正定値で、σiは小さいものから並んでいるものとする。このとき、A+ σiで最も

条件数が大きいものは A+ σ0となるため、この行列に対する線形方程式が最も大きい反復回数
を必要とする。i ≥ 1に対しては、i = 0に比べて収束が速いため、適当な収束条件で反復を切り
上げることができる。

Krylov部分空間法では、

Kk = span{r0, Ar0, . . . , Ak−1r0} (2)

という部分空間内で近似解を構成する。シフト行列 A+ σiに対し、同一の初期残差ベクトル r0

からKrylov部分空間K(i)
k を構成したとすると、これらはすべて同一の部分空間を表しているこ

とがわかる。次のステップの残差ベクトルを、それまでのKrylov部分空間に直交するように取れ
ば1、各 σiに対する残差ベクトル r

(i)
k は全て互いに並行となる。従って、σ0に対する r

(0)
k と定数

倍の違いしかない: r
(i)
k = z

(i)
k r

(0)
k . 一般に rk を求めることができれば近似解ベクトル xk も容易

に求まるので、z
(i)
k を求めるための表式が得られれば、シフトソルバーを構成できることになる。

このノートでは、マルチシフトソルバーのアルゴリズムを CG法に対し実際に導出する。得
られた表式は、Bridge++[5]の実装に用いられている。

2 Multishift CG algorithm

CG法のアルゴリズムは、次のように表される2。線形方程式Ax = bに対し、

CG algorithm:

(i) initial step

x0 = 0

1この残差ベクトルの選び方は Ritz-Galerkinアプローチと呼ばれる。
2教科書でよく目にする表式では αと β の表記が逆で β の符号が逆の場合が多い。
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p0 = r0 = b

(ii) repeat until convergence:

for i = 0, 1, 2, . . .

βi = −(ri, ri)/(pi, Api)

xi+1 = xi − βipi

ri+1 = ri + βiApi

αi = (ri+1, ri+1)/(ri, ri)

pi+1 = ri+1 + αipi

ここで x0 = 0としたことにより、初期残差ベクトルは r0 = bとなるため、後で全てのシフト値
σに対して rσ0 = bを共通にでき、同一のKrylov部分空間を取ることができる。

上記のようにシフトソルバーの構成には riの構成が本質的なので、riのみの漸化式の形に表
すことを考える。以下のように、ri+1は 3項漸化式で表すことができる3。

pi = ri + αi−1pi−1

ri+1 = ri + βiApi (3)

から piを消去すると、

ri+1 =

(
1 +

βiαi−1

βi−1

)
ri + βiAri −

βiαi−1

βi−1
ri−1

≡ α̂iri + β̂iAri + γ̂iri−1, (4)

と書ける。ここで

α̂i = 1 +
βiαi−1

βi−1
, β̂i = βi, γ̂i = −βiαi−1

βi−1
= 1− α̂i. (5)

Krylov部分空間 Kk(A, r0) = span{r0, Ar0, . . . , A
k−1r0} を考える時、A → A + σ のシフトで、

Kk は不変: Kk(A, r0) = Kk(A+ σ, r0) 。CG法では、残差ベクトルに対し、

(ri, rj) = 0 for i ̸= j (6)

が成り立つ (Ritz-Galerkin アプローチに対応)。即ち、

rk ⊥ Kk(A, r0) = Kk(A+ σ, r0). (7)

一方、rkはある k-次多項式 Zk(x)によって、rk = Zk(A)r0 と表される。従って、rkはAkr0の
Kk(A, r0)に垂直な成分に比例する。同じことは、A → A + σとシフトした rσk についても言え
る。即ち、rσk ∝ rkであるので、Zk(x)を k-次多項式、ただし Z(0) = 1とすると、

rk = Zk(A)r0

rσk = Zσ
k (A+ σ)r0 = ζσkZk(A)r0, (8)

3CG法の基底ベクトルは Lanczos算法で構成されるため、基底ベクトルの漸化式は 3項漸化式で表される。ri は
基底ベクトルに比例するため、ri も 3項漸化式で表される。
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従って
Zσ
k (A+ σ) = ζσkZk(A) (9)

が成り立つ。3項漸化式に対しては、

rσi+1 = ζσi+1ri+1

= ζσi+1(α̂iri + β̂iAri + γ̂iri−1) (10)

一方、

rσi+1 = α̂σ
i r

σ
i + β̂σ

i (A+ σ)rσi + γ̂σi r
σ
i−1

= (α̂σ
i + β̂σ

i σ)ζ
σ
i ri + β̂σ

i ζ
σ
i Ari + γ̂σi ζ

σ
i−1ri−1 (11)

であるので、これらが等しいことから、

ζσi+1α̂i = (α̂σ
i + β̂σ

i σ)ζ
σ
i ,

ζσi+1β̂i = β̂σ
i ζ

σ
i ,

ζσi+1γ̂i = γ̂σi ζ
σ
i−1, (12)

これを α̂σ
i , β̂

σ
i , γ̂

σ
i についての式に表せば、

α̂σ
i = (α̂i − σβ̂i)ζ

σ
i+1/ζ

σ
i ,

β̂σ
i = β̂iζ

σ
i+1/ζ

σ
i ,

γ̂σi = γ̂iζ
σ
i+1/ζ

σ
i−1 = (1− α̂i)ζ

σ
i+1/ζ

σ
i−1. (13)

Eq. (5)と同様 α̂σ
i + γ̂σi = 1 が成り立つので、この条件から ζσi+1に対する漸化式が次のように求

まる。

ζσi+1 =
[
(α̂i − σβ̂i)/ζ

σ
i + (1− α̂i)/ζ

σ
i−1

]−1
(14)

初期条件については、i = 0に対しての 3項漸化式を実際の r1 = b − Ax1 = r0 + β0Ar0,

β0 = −(b, b)/(b, Ab) と比較して、

α̂0 = 1 +
β0α−1

β−1
= 1, β̂0 = β0, γ̂0 = 1− α̂0 = 0, (15)

従って α−1 = 0, β−1 = 1と取っておけば矛盾しない。シフトされた線形方程式 (A + σ)xσ = b

に CG法を 1ステップ適用すると

rσ1 = (1− σβ0)
−1r1 ≡= ζσ1 r1 (16)

となることがわかる。これと ζσ に関する漸化式 (14) を比較すると、

ζσ−1 = 1, ζσ0 = 1 (17)
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と取ればよいことがわかる。

実際に反復法を数値的に解く際には xσi と pσi を更新してゆく。これには ασ
i と βσ

i が必要で
ある。Eqs. (5), (13), 及び (14)を使うと、

βσ
i = βi

ζσi+1

ζσi
, ασ

i = αi

(
ζσi+1

ζσi

)2

(18)

と書ける。これらを使って、上の CG法アルゴリズムと同様、

xσi+1 = xσi − βσ
i p

σ
i ,

pσi+1 = rσi+1 + ασ
i p

σ
i = ζσi+1ri+1 + ασ

i p
σ
i (19)

のように更新してゆく。

まとめると、

Multi-shift CG algorithm:

(i) initial step

x0 = 0 xσ0 = 0

r0 = p0 = b pσ0 = b

ζσ0 = ζσ−1 = 1

(ii) repeat until convergence

for i = 0, 1, 2, . . .

βi = −(ri, ri)/(pi, Api)

xi+1 = xi − βipi

ri+1 = ri + βiApi

αi = (ri+1, ri+1)/(ri, ri)

pi+1 = ri+1 + αipi

α̂i = 1 + (αi−1βi/βi−1)

ζσi+1 =
[
(α̂i − σβi)/ζ

σ
i + (1− α̂i)/ζ

σ
i−1

]−1

βσ
i = βi (ζ

σ
i+1/ζ

σ
i )

ασ
i = αi (ζ

σ
i+1/ζ

σ
i )

2

xσi+1 = xσi − βσ
i p

σ
i

pσi+1 = ζσi+1ri+1 + ασ
i p

σ
i

左列が σ = 0に対する演算、右列が σでシフトされた線形方程式に対する演算である。収束条件
としては、|rσi | = |ζσi ri| < ϵ|b| とすればよい。Bridge++ では代わりに修正ベクトル |pσi | が十分
小さくなるという条件で収束を判定している。

3 Miscellaneous

• CG法以外にも、シフトソルバーが構成できるアルゴリズムは存在する。例えば、[3]とそ
の参考文献を参照のこと。
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• 反復法を 2度適用することにより、ベクトルを保持するためのメモリ量を抑制する方法が
提案されている [6]。アーキテクチャや問題サイズに依存して、キャッシュ効果などのため、
元の方法より高速に実行できる可能性がある。
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