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1 加群

1.1 基本事項

1.1.1 自由加群

【定義 1.1】 　M を環R上の加群とする．

1. x ∈ M について，任意の a ∈ Rに対して a �= 0なら ax �= 0となる
とき，xを自由元 (free element)という．また，自由元でない元を捩
れ元 (torsion element)という．

2. Mの元の系{xi}i∈IがMを生成し，かつ線形独立であるとき，{xi}i∈I

をM の基底 (basis)という．

3. 基底が存在するR 加群を自由加群 (free module)という．

�

【例 1.2 (自由加群)】 　 Rを環として，有限個の直和 Rn，行列環
Mn(R)，多項式環R[X1, · · · , Xn]（Rは可換環）は自由R加群であ
る． �

【定理 1.3 (自由加群の構造)】 　 M を右 (左)R自由加群，(xi)i∈I を
その基底とする．R 〈I〉を IからRへの写像 vで有限個の i ∈ Iを除
いて v(i) = 0となるものの全体とすると，R 〈I〉は（両側）R自由加
群となる．さらに，対応

f : R 〈I〉 → M ; v →
∑

i

xiv(i)

(∑
i

v(i)xi

)

は，右 (左)R加群としての同型射を与える． �

1.1.2 移入的加群

【定義 1.4 (移入的加群)】 　 R 加群 Q が移入的あるいは単射的
(injective)であるとは，任意の単射準同型 u : M ′ → M と準同型
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h′ : M ′ → Qに対して，h◦u = h′となる準同型 h : M → Qが存在す

ることである．

0 M' M

Q

u

hh'

�

【定理 1.5 (移入的加群の特徴付け)】 　 R加群Qについて，次の２
条件は同値である．

i) Qは移入的である．

ii) 任意の単射 u : Q → M は左分裂する，すなわち u(Q)はM の直和
因子となる．

�

【例 1.6 (移入的加群)】 　

1. 整域Rの分数体Kは，R加群とみて移入的である．

2. Rが主イデアル整域のとき，Kをその分数体として，剰余加群K/R

は移入的である．

3. 有理数の加法群Q，1の累乗根全体の群W (∼= Q/Z)は，Z加群と
して移入的である．

�

1.1.3 射影的加群

【定義 1.7 (射影的加群)】 　 R加群P が射影的 (projective)あるいは全
射的であるとは，任意の全射準同型v : N → N ′と準同型h′ : P → N ′

に対して，v◦h = h′となる準同型 h : P → N が存在することであ

る．

0

N'N v

h h'

P

�
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【定理 1.8 (射影的加群の特徴付け)】 　 環R上の加群P について，次
の３条件は互いに同値である．

i) P は射影的である．

ii) 任意の全射 v : N → P は右分裂する，すなわちKer (v)はN の直
和因子となる．

iii) P は自由加群の直和因子に同型である．

�

【例 1.9 (射影的加群)】 　

1. 主イデアル整域上の射影的加群は，すべて自由加群である．

2. Dedekind環のイデアルはすべて射影的加群である．ただし，それ
らのうち単項でないものは自由加群でない．

�

1.2 半単純加群

【定義 1.10 (単純加群)】 　 環Rの上の加群M は，M �= 0で真の部
分加群を持たないとき，単純ないし既約と呼ぶ． �

【定理 1.11 (単純加群の同型類)】 　 環Rの極大左イデアルの集合に
次の同値関係を入れる：

L ∼ L′ ⇔ R/L ∼= R/L′(左R加群として).

このとき，次の１対１対応がある：

左単純R加群の同型類 [M ] ⇔ Rの左極大イデアルの同値類 [L].

特に，Rが可換環のとき，各 [L]は一個の極大イデアルからなり，

単純R加群の同型類 [M ] ⇔ Rの極大イデアルm.

�

5 目次へ



目次へ

【定理 1.12 (Schurの補題)】 　

i) M, N を単純R加群とする．このとき，f ∈ HomR(M, N)はゼロ準
同型または同型である．

ii) M を単純 R加群とすると，D = EndR(M)は体である．したがっ
て，M はD上の線形空間となり，RのM への表現はD上の表現
と見なされる．

iii) Kを代数的閉体，AをK代数とする．単純A加群がK上有限次元
ならば，EndA(V ) = KidV .

�

【定義 1.13 (半単純加群)】 　 R加群M が単純加群の直和として表
されるとき，半単純加群という．さらに，単純加群P と同型な単純
加群の直和となる半単純加群はP 型等型加群という．また，加群M

に含まれる最大な P 等型部分加群（必ず存在する）をM の P 等型
成分という． �

【定義 1.14 (正則加群)】 　 環Rを左R加群と見なしたものをR上の
正則加群という．さらに，正則加群が半単純となるとき，Rを半単
純環という．特に，正則加群が等型加群となるとき，Rを等型半単
純環という． �

【定理 1.15 (完全行列環)】 　 体K 上の線形空間 V に対して，R =

EndK(V )とおく．

i) V は左R加群として忠実かつ単純である．

ii) V が有限次元のとき，Rは等型半単純環かつArtin単純環である．

�

【定理 1.16】 　R加群M に対して，次の３つの条件は同値である：

i) M は半単純．
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ii) M は単純加群の系の和である．

iii) M の任意の部分加群は直和因子である．

�

【定理 1.17】 　半単純加群について次が成り立つ．

i) R加群M が単純部分加群Ni(i ∈ I)の和であれば，M の任意の単
純部分加群はNiのいずれかに同型である．

ii) 半単純加群の部分加群，商加群は半単純である．

iii) 半単純部分加群の和は半単純である．

�

【定理 1.18 (Maschkeの定理)】 　 有限群Gの位数 gが可換体Kの標
数で割り切れないとき，K上のGの群環あるいは一般によじれ群環
Aの上の加群は，すべて半単純である．したがって，K上のGの線
形表現あるいは一般に射影表現はすべて完全可約である． �

【定義 1.19 (双対正則加群)】 　 Kを可換環，AをK線形環とする．
Aの双対加群A∗ = HomK(A, K)にAの左作用を

(af)(b) = f(ba) a, b ∈ A, f ∈ A∗

で定義する．このように定義される左A加群A∗をA上の双対正則
加群という． �

【定義 1.20 (表現の係数)】 　 Gを集合，Kを可換環，V をK加群，
V ∗ = HomK(V, K)とする．写像

ρ : G → EndK(V )

に対して，各 x ∈ V, x∗ ∈ V ∗ごとに決まるKGの元

ρx,x∗(s) := x∗(ρ(s)x) s ∈ G
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を ρの (x, x∗)係数とよぶ．さらに，ρx,x∗から生成されるKGのK部
分加群

C(ρ) := K < ρx,x∗ | x ∈ V, x∗ ∈ V ∗ >

を ρの係数加群とよぶ．特に，GがK代数Aとなるとき，C(ρ)は
A上の双対正則加群A∗の部分加群と見なされる． �

【定義 1.21】 　R加群M と P に対して，M の部分加群

MP :=
∑

{Im h | h ∈ HomR(P, M)}

を，M におけるP のトレースと呼ぶ．特に，M = MP となるとき，
P はM の生成加群という．さらに，P が任意のR加群の生成加群
となるとき，P を単に生成加群という． �

【定理 1.22】 　P を単純R加群とするとき，R加群MにおけるP の
トレースMP は最大のP 等型部分加群（すなわちP 等型成分）であ
り，P に同型なすべての部分加群の和である．また，MP の部分加
群はすべて P 等型である． �

【定義 1.23 (表現の指標)】 　 可換体K上の有限次元表現 (ρ, V )に対
して，対応するK 線形環A上の関数

χρ(a) = Trρ(a) (a ∈ A)

を表現 ρの指標という． �

【定理 1.24】 　Aを可換体K上の線形環，A∗をAの双対正則加群と
する．

i) 単純A加群 P の定める既約表現 ρの表現加群C(ρ) はA∗の P 等型
成分である．また，ρ1, · · · , ρmを互いに同型でないAの既約表現と
すると，C(ρ1), · · · , C(ρm)は A∗において加法的に独立である．（こ
れは双対正則加群の等型成分としてAのすべての既約表現が得られ
ることを意味している．）

ii) ρ1, · · · , ρmがすべてゼロでない有限次既約表現とすると，次の２条
件は同値である．
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a) ρ1, · · · , ρmは互いに同型でない．

b) χρ1 , · · · , χρmはK上線形独立である．

�

【定理 1.25 (半単純加群の構造定理)】 　 半単純R加群M は等型成
分の直和となる：

M =
∑
λ∈Λ

Mλ.

さらに，M の部分加群N について次の２条件は同値である：

i) あるΛ0 ⊆ Λに対して，N =
∑

λ∈Λ0
Mλ．

ii) 任意の f ∈ EndR(M)に対して，f(N) ⊆ N .

�

【定理 1.26】 　 P を単純R加群，M を任意のR加群とするとき，

i) M の部分加群N について，NP = MP ∩ N .

ii) M の直和分解M = N + N ′に対して，MP = NP + N ′
P .

�

1.3 半単純環

【定義 1.27 (半単純環)】 　 環R上の正則加群が半単純であるとき，
Rを半単純環という． �

【定理 1.28】 　環Rについて，次の諸条件は互いに同値である：

(I) Rは半単純環である．

(II) 任意のR加群が半単純である．

(III) 任意のR加群が移入的である．
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(IV) 任意のR加群が射影的である．

(V) R加群の任意の完全系列は分裂する．

(V)’ R加群の任意の短完全系列は分裂する．

(VI) 有限個のArtin単純環の直積に同型である．

(VI)’ Artin環であり，有限個の単純環の直積に同型である．

�

【定理 1.29 (半単純環の性質)】 　 半単純環は次の性質を持つ：

i) 半単純環の剰余環は半単純環である．

ii) 有限個の半単純環の直積環は半単純環である．

iii) 半単純環はNoetherかつArtin環であり，有限個の左極小イデアル
の直和である．

iv) 半単純環R上の任意の単純加群は，Rのある左極小イデアルに同型
である．

v) 半単純環上の単純加群の同型類は有限個である．

vi) 半単純環Rの極小イデアルは有限個であり，Rはそれらの直和に分
解される：R = a1 + · · ·an. 各極小イデアルは，正則加群R の等型
半単純成分で，半単純かつ単純環である．これをRの単純成分とい
う．単純成分の個数は，単純加群の同型類の個数と一致する．

�

【定理 1.30 (半単純環の中心)】 　

i) 単純環の中心は体である．

ii) Rを半単純環，a1, · · · , anをその単純成分とすると，中心 C(R)は
半単純環で，C(a1), · · · , C(an)はその単純成分である．

�

10 目次へ



目次へ

【定理 1.31 (単純半単純環)】 　 環Rについて，次の５条件は互いに
同値である．

(I) 等型半単純環である．

(II) 半単純環であり，単純R加群の同型類は１つだけである．

(III) 半単純環であり，かつ単純環である．

(IV) 半単純環であり，中心は単純環（したがって体）である．

(V) Artin単純環である．

�

【定理 1.32】 　可換体K上の有限次元線形空間 V の線形変換の集合
Gについて，Gが完全可約 ⇔ Gの生成する EndK(V )の部分
線形環K[G]が半単純． �

【定理 1.33 (Artin-Wedderburnの定理)】 　 Artin単純環R上の単純
加群 V に対して，D = EndR(V )，n = lR(R)とおけば，

i) Dは体である．

ii) V はD加群として有限生成であり，dimD V = n．

iii) R加群 V は忠実かつ再中心化性を持つ．すなわち，標準的に

R
∼−→ EndD(V ) ∼= Mn(Do).

逆に，体D′上の有限生成加群 V �= 0に対して，R′ = EndD′(V )，
n′ = dimD′ V とおくと，

i)’ R′はArtin単純環である．

ii)’ V はR′加群として単純であり，lR′(R′) = n′．

iii)’ D′加群 V は忠実かつ再中心化性をもつ．すなわち標準的に

D′ ∼−→ EndR′(V ).
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�

【定理 1.34】 　体D, D′，整数 n, n′について，

Mn(D) ∼= Mn′(D′) ⇔ n = n′, D = D′.

�

【定理 1.35 (半単純環の構造定理)】 　 半単純環 R に対して，体
D1, · · · , Dh，整数 n1, · · · , nh > 0が定まり，

R ∼= Mn1(D1) × · · ·Mnh
(Dh).

逆に，このような環は半単純である．特に，Rが代数的閉体K上の
有限次元半単純線形環のとき，D1 = · · · = Dh = K． �

【定理 1.36 (Burnsideの定理)】 　 Aを代数的閉体K上の線形環とす
る．K上有限次元のA加群M について，

Mが単純 ⇔ AM = EndK(M).

�

1.4 Homと⊗
1.4.1 完全系列への作用

【定理 1.37 (テンソル積の作用)】 　 左R加群 P と右R加群Qを固
定する．

1. 右R加群の完全系列

M ′ u′−−−→ M
u−−−→ M̄ −−−→ 0

は，完全系列

M ′ ⊗R P
u′⊗idP−−−−→ M ⊗R P

u⊗idP−−−→ M̄ ⊗R P −−−→ 0

を引き起こす．
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2. 左R加群の完全系列

N ′ v′−−−→ N
v−−−→ N̄ −−−→ 0

は，完全系列

Q ⊗R N ′ idQ⊗v′−−−−→ Q ⊗R N
idQ⊗v−−−→ Q ⊗R N̄ −−−→ 0

を引き起こす．

�

【定義 1.38 (平坦加群)】 　 任意の右R加群の単準同型u′ : M ′ → M

に対して，u′ ⊗ idP : M ′ ⊗R P → M ⊗R P が単準同型となるとき，
左R加群は平坦 (flat)であるという．平坦な右R加群も同様に定義
される． �

【命題 1.39 (射影加群の平坦性)】 　 射影的加群は平坦である． �

【命題 1.40 (Noether環上の有限生成加群の平坦性条件)】 　 Rを
Noether環，P を有限生成R加群とするとき，次の４条件は互いに
同値でる．

1) ∀p ∈ Spec(R)について，f ∈ R \ pが存在して，Pf はRf 自由加群
となる．

2) ∀p ∈ Spec(R)について，PpはRp自由加群である．

3) P は射影的加群である．

4) P は平坦加群である．

�
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2 可換環
様々な環の間の関係

離散付値環 ⇒ 付値環 ⇒ 局所整域
⇓

主イデアル整域 ⇒ Bézout整域
⇓

Gauss整域 (UFD) ⇒ GCD整域 ⇒ 整閉整域（正規環）

2.1 基礎事項

2.1.1 イデアル

【定義 2.1 (Spec)】 　 環Rに対し，その素イデアルの全体のなす集
合を Spec(R)で表す．また，aを Rのイデアルとするとき，aを含
む素イデアルの全体を Spec(R, a)で表す：

Spec(R, a) = {p ∈ Spec(R) | a ⊂ p} .

�

【命題 2.2 (部分環)】 　 Rを可換環，Aをその部分環とする．このと
き，aがRのイデアルなら，a∩AはAのイデアルである．特に，p

がRの素イデアルで p �⊃ Aなら，p ∩ Aは Aの素イデアルとなる．
�

【命題 2.3 (剰余環のイデアル)】 　 Rを可換環，aをそのイデアル．
π : R → R/aを標準的全射とする．ことのき，

1. π∗ : b �→ π(b) = b/aにより次の１対１対応が得られる：

π∗ : {aを含むRのイデアルの全体 } �−→ {R/aのイデアルの全体 }

2. 1.の対応は次の１対１対応を与える：

π∗ : Spec(R, a) ∼= Spec(R/a).

�
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【命題 2.4 (分数環のイデアル)】 　 Rを単位可換環，Sを単位元を含
みゼロを含まないRの積閉集合，RSを分数環，jをRからRSへの
包含写像とする：

j : R → RS =
{
xs−1

∣∣ x ∈ R, s ∈ S
}

.

1. bがRS のイデアルであるとき，j−1(b) = b ∩ RはRのイデアルと
なり，対応 a �→ a ∩ Rは次の単射を与える：

j∗ : {RSのイデアルの全体 } → {Rおよび a ∩ S = ∅となるRのイデアルの全体 }

この写像の逆像は，対応

j∗ : a → aS :=
{
as−1

∣∣ a ∈ a, s ∈ S
}

で与えられる．

2. 1.の対応 j∗は素イデアルに制限すれば全単射となる：

j∗ : Spec(RS) ∼= {p ∈ Spec(R) | p ∩ S = ∅}

�

【定義 2.5 (斉次イデアル)】 　 次数付環A =
⊕

j Ajのイデアル aは，
Aの斉次元たちから生成されるとき，斉次イデアル (homogeneous

ideal)という． �

【命題 2.6 (斉次イデアルの特徴付け)】 　 次数付環A =
⊕

j Ajのイ
デアル aが斉次イデアルであるための必要十分条件は，aj := a∩Aj

として，a =
⊕

j ajが成り立つことである． �

【命題 2.7 (斉次素イデアルの構造)】 　 次数付環A =
⊕

j Ajと正整
数 dに対して，A(d) =

⊕
j Adj とおく．A(d)を Aの部分環と見なす

と，Aの任意の斉次素イデアル pに対して，p(d) = p ∩ A(d)は A(d)

の斉次素イデアルとなり，対応 π : p �→ p(d)は，Aの斉次素イデア
ル全体とA(d)の斉次素イデアル全体の間の１対１対応を与える．ま
た，πの逆対応は，π∗ : q �→ √

qで与えられる． �
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2.2 整拡大

【定義 2.8 (整拡大)】 　 Sを整域，Rをその部分環とする．Sの元 x

が，R係数のモニック多項式 f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · · + anの根

となるとき，xはR上整であるという．Sの任意の元がR上整であ
るとき，SはR上整，あるいは SはRの整拡大であるという． �

【定義 2.9 (整閉)】 　 Sを整域，Rをその部分環とする．

i) R上整な Sの元の全体 R̃は，Sの部分R多元環となる．これを，R

の Sにおける整閉包という．

ii) RのSにおける整閉包がRと一致するとき，Rは整閉であるという．

iii) Rの商体Q(R)における整閉包をRの正規化という．また，Rの正
規化がR自身と一致するとき，Rを整閉整域という．

�

2.3 Artin環

【定義 2.10 (Artin環)】 　 単位元をもつ可換環Rにおいて，その真
イデアルからなる任意の集合が包含関係に関して常に極小元をもつ
とき，RをArtin環という． �

2.3.1 例

【例 2.11】 　

1.

2. Artin環の商環はArtin環である．

�
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2.3.2 性質

【命題 2.12】 　Artin環はNoether環である． �

2.4 Noether環

【定義 2.13 (Noether環)】 　 単位元をもつ可換環Rにおいて，その
真イデアルからなる任意の集合が包含関係に関して常に極大元をも
つとき，RをNoether環という． �

2.4.1 例

【例 2.14】 　

1. 主イデアル環はNoether環である．したがって，Z，体 k上の整式
環 k[X]はNoether環である．

2. Artin環はNoether環である．

3. Noether環の商環はNoether環である．

4. RがNoether環ならその上の有限生成環R[X1, · · · , Xn]/IもNoether

環となる．

�

2.4.2 性質

【命題 2.15】 　単位元をもつ可換環Rについて，つぎの４条件は同
等である．

i) RはNoether環．

ii) Rのイデアルの任意の昇鎖列 I0 ⊆ I1 ⊆ · · · について，適当なN > 0

が存在して IN = IN+1 = · · ·．

iii) Rの任意のイデアルは有限生成イデアルである．
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iv) 有限生成R加群の部分加群は有限生成R加群である．

�

【定理 2.16 (Hilbertの基底定理)】 　 RがNoether環ならその上の有
限生成環R[X1, · · · , Xn]/IもNoether環となる． �

【定義 2.17 (Krull次元)】 　 Rを環として，Rの素イデアルの昇鎖
p0 � p1 � · · · � pnを長さ nの素イデアル列という．素イデアル列
の長さの上限をRのKrull次元といい，K-dim Rと書く． �

2.5 正規環

【定義 2.18 (正規環)】 　 整閉整域を正規環という． �

2.5.1 例

【例 2.19 (正規環の例)】 　

1. Aを正規環とすると，A[X1, · · · , Xn]も正規環．特に，kを体とする
と，k[X1, · · · , Xn]は正規環．

2. Aを正規環とすると，その分数環ASも正規環．

3. 可換体の正規部分環Ai (i ∈ I)の交わり ∩i∈IAiは正規．

�

2.5.2 性質

【定理 2.20】 　Aを正規環，pをその高さ１の素イデアルとして，

A = ∩ht(p)=1Ap. (1)

�
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2.6 局所環

【定義 2.21 (局所環)】 　 単位元をもつ可換環が極大イデアルを一つ
しか持たないとき，局所環という． �

2.6.1 Noether局所環

【定義 2.22 (パラメーター系)】 　 Noether局所環 (R, m)について，m

の元の列 {a1, · · · , ad}(d =K-dim R)で，m =
√

(a1, · · · , ad)となる
とき，{a1, · · · , ad}をRのパラメーター系という． �

【定義 2.23 (正則局所環)】 　 Noether局所環 (R, m)がm = (a1, · · · , ad)

となるパラメーター系{a1, · · · , ad}(d =K-dim R)をもつとき，(R, m)

を正則局所環，{a1, · · · , ad}をその正則パラメーター系という． �

【定理 2.24 (Auslander)】 　 正則局所環は素元分解環であり，した
がって正規環である． �

【定義 2.25 (Cohen-Macaulay環)】 　

1. Aを環，Mをその上の加群とする．Aの元の列 x1, · · · , xdは，次の
条件を満たすとき，長さ dのM-正則列 (M-regular sequence)であ
るという：i = 1, · · · , dに対して，xiをかける写像

xi : M/(x1, · · · , xi−1)M → M/(x1, · · · , xi−1)M

が単射でありかつ全射でない．

2. AをNoether局所環，M を有限生成 A-加群とする．Aの極大イデ
アルに含まれるM-正則列の長さの最大値を，M の深さ (depth)と
いい，depthM で表す．

3. dim A = depthAとなるNoether局所環AをCohen-Macaulay環
という．

�
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3 代数

3.1 外積代数

以下，特に断らない限り体Kは標数ゼロとする．

【定義 3.1 (外積べき空間)】 　 体K上の線形空間 V に対して，ある
体K上の代数

∧
V と線形写像 j : V → ∧

V が存在して，V から任
意の体K上の代数Aへの線形写像 φ : V → Aが

φ(v) · φ(v) = 0 ∀v ∈ V

を満たすとき，φ∗◦j = φとなる代数の準同型 φ∗ :
∧

V → A が一意
的に存在する．この対 (

∧
V, j)を V の外積代数という．外積代数に

おける積は，a ∧ bと表す． �

【命題 3.2 (次数付き代数構造)】 　 体K上の n次元線形空間 V 上の
外積代数 (

∧
V, j)に対して次が成り立つ．

i) jは単射である．e1, · · · , enを V の基底とするとき，j(ek)を同じ記
号 ekで表すと，

1, ei, ei ∧ ej(i < j), · · · , ei1 ∧ · · · ∧ eip(i1 < · · · < ip), · · ·

が
∧

V の基底となる．特に，
∧

V の次元は n(n − 1)/2である．

ii) ei1 ∧ · · · ∧ eip(i1 < · · · < ip)で生成される線形部分空間を
∧p V とお

くと，基底の取り方に依らない直和分解

∧
V = K ⊕ V ⊕ · · · ⊕

p∧
V ⊕ · · · ⊕

n∧
V

が得られ，この分解に関して
∧

V は次数付き代数となる．特に，v ∈∧p V, w ∈ ∧q V に対して，

v ∧ w = (−1)pqw ∧ v

が成り立つ．

�
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【命題 3.3 (テンソルによる表現)】 　 テンソル積空間
⊗p V での反対

称化作用素

Ap :

p⊗
V →

p⊗
V

を

Ap(v1 ⊗ · · · vp) =
1

p!

∑
σ∈Sp

sign(σ)vσ(1) ⊗ · · · vσ(p)

により定義する．c(p)をゼロでない定数として，
∧p V の元 v1∧· · · vp

に

v1 ∧ · · · ∧ vp �→ c(p)Ap(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) ∈
p⊗

V

を対応させと，この対応は一意的に線形単射準同型φ :
∧p V →⊗p V

に拡張され，外積代数の元の反対称テンソルによる表現を与える．こ
の表現のもとで，t ∈ ∧p V, s ∈ ∧qに対して，

φ(t ∧ s) =
c(p + q)

c(p)c(q)
Ap+q(φ(t) ⊗ φ(s)) ∈

p+q∧
V

が成り立つ． �

【定義 3.4 (内積)】 　
∧p V ∗ ×∧p V 上の双線形関数を

< u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp >:= det(ui(vj))

により定義し，内積と呼ぶ．eiを V の基底，θjをその双対基底とす
るとき，一般元

φ =
∑

i1<···ip
φi1···ipθ

1 ∧ · · · ∧ θp =
1

p!

∑
i1,··· ,ip

φi1···ipθ
1 ∧ · · · ∧ θp

v =
∑

i1<···ip
vi1···ipe1 ∧ · · · ∧ ep =

1

p!

∑
i1,··· ,ip

vi1···ipe1 ∧ · · · ∧ ep

の内積は

< φ, v >=
∑

i1<···ip
φi1···ipv

i1···ip =
1

p!

∑
i1,··· ,ip

φi1···ipv
i1···ip

と表される． �
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【命題 3.5】 　
∧

V と
∧

V ∗は内積に関して互いに双対空間となり，
{ei1 ∧ · · · ∧ eip}と {θi1 ∧ · · · ∧ θip が互いに双対基底となる． �

【定義 3.6 (内積作用素)】 　 各 φ ∈ ∧p V ∗に対して

u ∈
q∧

V �→ φ · u
q−p∧

V

を

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp) · (v1 ∧ · · · ∧ vq) =
1

(q − p)!

∑
σ∈Sq

sign(σ)ω1(vσ(1)) · · ·ωp(vσ(p))

× vσ(p+1) ∧ · · · ∧ vσ(q)

により定義する．この作用素 φ·を内積作用素と呼ぶ． �

【命題 3.7】 　

i) ω ∈ V ∗, u ∈ ∧p V, v ∈ ∧q V に対して，

ω · (u ∧ v) = (ω · u) ∧ v + (−1)pu ∧ (ω · v).

ii) ω ∈ ∧p V ∗, χ ∈ ∧q V ∗, u ∈ ∧r V (r ≥ p + q)のとき，次の式が成り
立つ．

(ω ∧ χ) · u = χ · (ω · u).

iii) ω ∈ ∧p V ∗, v ∈ ∧p V に対して，

ω · v =< ω, v > .

�

【定義 3.8 (Hodge双対変換)】 　 V が非退化な内積< u, v >をもつ
とし，その正規直交基底を e1, · · · , en，その V ∗における双対基底を
θ1, · · · , θnとする：

< ei, ej >= ηij , < θi, θj >= ηij.

体積要素
∗1 := θ1 ∧ · · · ∧ θn
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を用いて，線形写像

∗ :

p∧
V ∗ →

n−p∧
V ∗

を

φ ∧ ∗χ =< φ, χ > ∗1 ∀φ ∈
p∧

V ∗

と定義し，Hodge双対作用素と呼ぶ． �

【命題 3.9】 　 e1, · · · , enを V の正規直交基底，θ1, · · · , θnをその双対
基底とするとき，

∗(θi1 ∧ · · · ∧ θip) =
1

(n − p)!
εi1···ip

ip+1···inθip+1 ∧ · · · ∧ θin

= ηi1j1 · · · ηipjp(ej1 ∧ · · · ∧ ejp) · (∗1).

�
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3.2 Clifford代数

3.2.1 定義と一般的性質

【定義 3.10】 　体K上の n有限次元ベクトル空間 V とその計量 qに
対して，そのテンソル代数をT (V )，v ⊗ v + q(v, v)(v ∈ V )の形の
元全体から生成されるT (V )のイディアルをIq(V )とする．このと
き，商代数

C�(V, q) := T (V )/Iq(V )

を (V, q)に伴うClifford代数という．特に，K = Rで qが (p, q)型の
符号を持つ非退化計量のとき，それに伴うClifford代数をC�(Rp,q) =

C�p,qと表す．また，K = Cで qが非退化のとき，それに伴うClifford

代数は次元のみで決まるので，それをC�(Cn) = C�nと表す．さらに，
C�p,0 = C�p，C�0,q = C�∗qと略記する． �

【命題 3.11】 　V からC�(V, q)への自然な写像 jは単射であり，(C�(V, q), j)

は次の意味で普遍的である：

V から単位元を持つK を係数とする任意の代数Aへの線形写像 f

が，f(v)f(v) = − < v, v >を満たすとき，K-代数としての準同型
φ : C�(V, q) → A で f = φ◦jとなるものが一意的に存在する．

�

【命題 3.12】 　任意の v1, · · · , vj ∈ V に対して，対応

v1 ∧ · · · ∧ vj ∈ Λj(V ) �→ 1

j!

∑
σ∈Sj

sign(σ)vσ(1) · · · vσ(j)

により決まる写像

j : Λ∗V → C�(V, q)

はK-加群としての同型となる．特に，C�(V, q)は 2n次元ベクトル
空間で，e1, · · · , en を V の基底とすると，ei1 · · · eij (i1 < · · · < ij,

1 ≤ j ≤ n)の形の元の全体はC�(V, q)の基底となる． �

【定義 3.13】 　 C�(V, q)に対して，α(v) = −v(∀v ∈ V )となる自己
同型が一意的に存在する．この自己同型を主自己同型という．また，
β(v) = v(∀v ∈ V )となる反自己同型（i.e., β(vw) = β(w)β(v)）が一
意的に存在する．これを主反自己同型または転置写像と呼ぶ． �
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3.2.2 構造

【命題 3.14】 　

i) αの固有値は+1および−1で，C�(V, q)は対応する固有空間の直和
となる：

C�(V, q) = C�0(V, q) ⊕ C�1(V, q)

この分解により，C�(V, q)はZ2を次数とする次数付き代数となる．

ii) 次のK-代数としての同型が成り立つ：

C�0
p,q

∼= C�p−1,q,

C�0
n
∼= C�n−1.

iii) C-代数として次の同型が成り立つ：

C�p,q ⊗R C ∼= C�p+q.

�

【定義 3.15】 　A とBを Z2-次数付き代数とする．そのテンソル積
の要素のうち，A 0ないしA 1に属する元とB0ないしB1に属する
元のテンソル積として表されるもの，a ⊗ b，a′ ⊗ b′に対して，その
積を

(a ⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = (−1)deg(b)deg(a′)(aa′) ⊗ (bb′)

と定義する．このとき，A ⊗ Bに

(A ⊗̂B)0 := A 0 ⊗ B0 + A 1 ⊗ B1,

(A ⊗̂B)1 := A 0 ⊗ B1 + A 0 ⊗ B1

により次数を与えて得られるZ2次数付き代数を，A とBの Z2次
数付きテンソル積と呼び，A ⊗̂Bと表す． �

【命題 3.16】 　
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i) (V, q)の直交分解 V = V1 ⊕ V2, q = q1 ⊕ q2に対して，次のK-代数
としての同型が存在する：

C�(V, q) ∼= C�(V1, q1)⊗̂C�(V2, q2).

ii) 特に，次の同型が成り立つ：

C�p,q
∼= C�1⊗̂ · · · ⊗̂C�1⊗̂C�∗1⊗̂ · · · ⊗̂C�∗1,

C�n
∼= C�1⊗̂ · · · ⊗̂C�n.

ただし，C�1，C�∗1，C�1はそれぞれ p, q, n回現れるものとする．

�

【定義 3.17】 　C�(V, q) = C�r,s(n = r + s)に対して，V が向きづけら
れているとして，V の正の向きの q-正規直交基底 e1, · · · , enから定
義される

ω := e1 · · · en ∈ C�r,s

をC�r,sの体積要素と呼ぶ． �

【命題 3.18】 　C�r,sの体積要素 ωに対して次の性質が成り立つ：

i) nが奇数の時，C�r,sの中心はR + R · ω．

ii) nが偶数の時，C�r,sの中心はRで，任意のφ ∈ C�r,sに対して，ωφ =

α(φ)ω．

iii)

ω2 =

{
(−1)s for n ≡ 0, 3(mod4)

(−1)s+1 for n ≡ 1, 2(mod4)

�
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1 2 3 4 5 6 7 8

C�n C H H ⊕ H H(2) C(4) R(8) R(8) ⊕ R(8) R(16)

C�∗n R ⊕ R R(2) C(2) H(2) H(2) ⊕ H(2) H(4) C(8) R(16)

C�n C ⊕ C C(2) C(2) ⊕ C(2) C(4) C(4) ⊕ C(4) C(8) C(8) ⊕ C(8) C(16)

表 1: n = 1, · · · , 8に対するClifford代数の分類

3.2.3 分類と相互関係

【命題 3.19】 　次のR代数としての同型が成り立つ：

i) C ⊗R C ∼= C ⊕ C:

1 ⊗ 1 �→ (1, 1), i ⊗ i �→ (1,−1), i ⊗ 1 �→ (i, i), 1 ⊗ i �→ (−i, i).

ii) C ⊗R H ∼= C(2):

1 ⊗ ej �→ −iσj , i ⊗ ej �→ σj .

iii) H ⊗R H ∼= R(4):

e1 ⊗ 1 �→ 1 ⊗ (−iσ2), e2 ⊗ 1 �→ (−iσ2) ⊗ σ3,

1 ⊗ e1 �→ σ3 ⊗ (iσ2), 1 ⊗ e2 �→ (iσ2) ⊗ 1.

�

【命題 3.20】 　 n = 1, · · · , 8に対して，C�n, C�∗n, C�nは表 1で与えら
れる． �

【定理 3.21 (周期性)】 　 次の代数としての同型が成り立つ：

C�n
∼= C�∗n−2 ⊗ C�2

∼= C�∗n−2 ⊗ R(2)

C�∗n ∼= C�n−2 ⊗ C�∗2 ∼= C�n−2 ⊗ H

C�r,s
∼= C�r−1,s−1 ⊗ C�1,1

∼= C�r−1,s−1 ⊗ R(2).

特に，C�nとC�∗nに対して nに関する次の周期 8の周期性がある：

C�n+8
∼= C�n ⊗ C�8

∼= C�n ⊗ R(16),

C�∗n+8
∼= C�∗n ⊗ C�∗8 ∼= C�∗n ⊗ R(16).
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n C�n νn dn Kn Mn C�n νC
n dC

n M C
n

1 C 1 2 C Z C ⊕ C 2 1 Z ⊕ Z
2 H 1 4 H Z C(2) 1 2 Z
3 H ⊕ H 2 4 H Z ⊕ Z C(2) ⊕ C(2) 2 2 Z ⊕ Z
4 H(2) 1 8 H Z C(4) 1 4 Z
5 C(4) 1 8 C Z C(4) ⊕ C(4) 2 4 Z ⊕ Z
6 R(8) 1 8 R Z C(8) 1 8 Z
7 R(8) ⊕ R(8) 2 8 R Z ⊕ Z C(8) ⊕ C(8) 2 8 Z ⊕ Z
8 R(16) 1 16 R Z C(16) 1 16 Z

表 2: n = 1, · · · , 8に対するClifford代数の表現

また，次の対称性がある：

C�r,s
∼= C�r−4,s+4, C�r,s+1

∼= C�s,r+1.

さらに，これらよりC�nに対して次の周期性が成り立つ：

C�n+2
∼= C�n ⊗ C�2

∼= C�n ⊗ C(2).

�

3.2.4 表現

【定義 3.22】 　 kを体Kの部分体とするとき，C�(V, q)からK線形
空間W の線形変換の作る代数への k代数としての準同型

ρ : C�(V, q) → HomK(W, W )

をC�(V, q)のK-表現と呼ぶ．また，この表現のもとで，W をK上
のC�(V, q)-加群と呼ぶ． �

【定理 3.23 (表現定理)】 　 K = R, C, Hのとき，行列代数M(n, K) =

HomK(Kn, Kn)の既約表現は自明な表現とKnへの基本表現に限ら
れる．これよりCliffor代数C�n(C�n)の n = 1, · · · , 8に対する実（複
素）既約表現の個数 νn(νC

n )，既約表現の次元 dn(dC
n)，各既約表現の
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可換部分代数Kn，表現環Mn(M C
n )は，表 2のようになる．さらに，

これらの指標は次の周期性を持つ：

νm+8k = νm, νC
m+2k = νC

m,

dm+8k = 24kdm, dC
m+2k = 2kdC

m,

Mm+8k
∼= Mm, M C

m+2k
∼= M C

m,

Km+8k
∼= Km.

�
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4 体

4.1 諸定義

【定義 4.1 (素体)】 　 可換体Kは，その部分体が必ずKと一致する
とき素体 (prime field)という． �

【定義 4.2 (標数)】 　体Kの単位元 1のn個の和n 1が 0となる自然数
nが存在するとき，その最小値 pは素数となり，標数 (characteristic)

という．また，そのような自然数が存在しないときには，標数は 0

であるという． �

4.2 拡大体

4.2.1 基礎事項

【定義 4.3 (拡大次数)】 　 体Lが体Kの拡大体であるとき，LをK-

加群とみたときの次元を拡大次数といい，[L : K]で表す：

[L : K] := dimK L

�

【定理 4.4 (拡大次数の連鎖律)】 　 体の拡大K ⊂ L ⊂ M に対して，

[M : K] = [M : L][L : K]

が成り立つ．特に，LがKの有限次拡大体で，さらにM が Lの有
限次拡大体なら，M はKの有限次拡大体である． �

【定義 4.5 (代数拡大)】 　 Lを体 K の拡大体とする．Lの元 αが
K上代数的 (algebraic)であるとは，Kを係数とする多項式 f(X)( �=
0) ∈ K[X]が存在して，f(α) = 0となることである．特に，Lのす
べての元がK上代数的となるとき，LはKの代数拡大体 (algebraic

extension)であるという． �

30 目次へ



目次へ

【定理 4.6 (根体)】 　 K[X]の任意の既約多項式 f(X)に対し，

M = K(θ), f(θ) = 0

となるK の拡大体M が一意的に存在し，K[X]/(f)と同型となる．
�

【命題 4.7 (有限次代数拡大)】 　 LがKの有限次拡大体なら，Kの代
数拡大体である．逆に，KにK上代数的な元を有限個付加して得ら
れる拡大体K(α1, · · · , αm)は，K上有限次拡大体となる．特に，n

次の既約多項式 f(X)に対して，その根体はK上の n次拡大体とな
る． �

【定義 4.8 (代数的閉体)】 　 体K は，K 上の代数方程式が必ずK

に解を持つとき，代数的に閉じている (algebraically closed)という．
�

【定義 4.9 (代数的閉包)】 　 体Kの拡大体Ωは，つぎの２条件を満
たすとき，Kの代数的閉包という：

(1) Ωは代数的に閉じている．

(2) ΩはKの代数拡大である．

�

【定理 4.10 (代数的閉包の存在 [Steinitz E (1910)])】 　 Kを任意
の体とするとき，その代数的閉包が同型を除いて一意的に存在する．

�

4.3 有限体

【定理 4.11 (Wedderburn)】 　 有限な非可換体は存在しない．[岩
波数学事典; Wederburn JHM 1905; Witt E 1931] �

【定理 4.12 (有限体の分類)】 　 有限体の標数は素数 pで，元の個数
は pα(α ∈ N)となる．逆に，任意の素数 pと自然数 αに対して，元
の個数が pαとなる有限体が同型を除いて一意的に存在する．この体
を GF (pα)または Fq(q = pα)と表記する．特に，素数 pに対して，
Fp = Zpである．[岩波数学事典] �
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