
Geometry

LastUpdate: 2006.9.26

目 次

1 Differential Geometry 7

1.1 History . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 教科書，レビュー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 全般 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.3 Coarse Geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.4 Special Geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.5 シンプレクティック幾何学 . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.6 Thurston予想，Hamitonフロー，3次元 Poincaré
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Kähler計量の存在．

* (Bryant R, Salamon S) 例外ホロノミーをもつ７次元および８次元
非コンパクト完備多様体の例．

1998 (Joyce D at ICM) 例外ホロノミー (SU(n), Sp(n))をもつコンパク
ト多様体の多くの例．

1.1.5 シンプレクティック幾何学

* (Gromov D) シンプレクティック多様体内の擬正則曲線（J-正則曲
線）の概念．

199* (Seiberg-Witten) Seiberg-Witten方程式

* (Taubes C) Seiberg-Witten方程式と J-正則曲線の関係：「４次元シ
ンプレクティック多様体M に対して，ゼロでないコホモロジー類
a ∈ H2(M,Z)が非自明な Seiberg-Witten不変量を持つならば，あ
る J-正則曲線が存在して，そのホモロジー類は aに Poincaré双対
となる．」

1.1.6 Thurston予想，Hamitonフロー，3次元Poincaré予想

３次元多様体に対する

1982 Ricci flow [Hamilton R 1982[Ham82]]

2003 Perelmanの定理 [Perelman G [Per02, Per03b, Per03a]]
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1.2 接続

1.2.1 ベクトル束の接続

【定義 1.1 (主ファイバー束の接続)】 　 多様体M 上の構造群 Gを
もつ主ファイバー束をP (M,G)，各点 u ∈ P において，P のファイ
バーに接するベクトル全体の作るTu(P )の線形部分空間をGuとす
る．このとき，各点 uで定義された Tu(P )の線形部分空間Huの系
Γが次の性質をもつとき，Γを P 上の接続 (connection)という：

(a) Tu(P ) = Gu +Hu (直和)

(b) (Ra)∗Hu = Hua( 任意の u ∈ P, a ∈ G)

(c) Huは uに滑らかに依存．

また，Guは鉛直部分空間 (vertical subspace)，Huは水平部分空間
(horizontal subspace)という． �

【定義 1.2 (主ベクトル束上の接続形式)】 　 P (M,G)を多様体M上の
構造群Gをもつ主ファイバー束，gをGのLie代数とし，GのP への
右作用から誘導される gと P 上の鉛直ベクトル場の対応をA �→ A∗

で表す．このとき，P 上の接続 Γが与えられると，P 上の gに値を
とる１形式 ωで，Γから定義されるベクトルX ∈ Tu(P )の鉛直成分
が (ωu(X))∗と一致するものが，常に一意的に存在する．この P 上
の１形式 ωを Γの接続形式 (connection form)という． �

【命題 1.3 (接続形式の性質)】 　 主ファイバー束 P (M,G)上の接続
形式 ωは次の性質をもつ：

(a) ω(A∗) = A, ∀A ∈ g.

(b) (Ra)
∗ω = ad(a−1)ω, ∀a ∈ G.

逆に，これらの条件を満たすP 上の gに値を取る１形式は，適当
な接続 Γの接続形式となる． �

【命題 1.4 (局所的表現)】 　 主ファイバー束 P (M,G)の局所座標系
を {(ψα, Uα)}とする：

ψα : π−1(Uα) → Uα ×G

∪ ∪
u �→ (π(u), φα(u))
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このとき，Gの P に対する右作用は

φα(ua) = φα(u)a, ∀a ∈ G

と表される．いま，各局所座標系から定義されるP の局所断面σαを

φα(σα(x)) = e, x ∈ Uα

により定義すると，異なる座標近傍での局所断面の関係は，

φβ(u) = gβα(x)φα(u), x = π(u) ∈ Uα ∩ Uβ

により定義される変換関数 gβα(x) = gαβ(x)−1を用いて，

σβ(x) = σα(x)gαβ(x), x ∈ Uα ∩ Uβ

と表される．
いま，P 上の接続形式 ωに対して，各座標近傍 Uαにおいて gに

値を取る１形式 ωαを

ωα := (σα)∗ω

により定義すると，X ∈ Tx(Uα)の u = σα(x) ∈ P における水平リ
フト，すなわち π∗X̃ = X,ω(X̃) = 0となるベクトル X̃ ∈ Tu(P )は

X̃ = (σα)∗X − (ωα(X))∗u

で与えられる．また，ωαの座標変換則は

ωβ = ad(gβα)ωα − (dgβα)g−1
βα

で与えられる． �

【定義 1.5 (テンソル値微分形式)】 　 P (M,G)を主ファイバー束，V
を線形空間，ρをGの V への線形表現とする．このとき，V に値を
取る P 上の r-形式 φが

(Ra)
∗φ = ρ(a−1)φ, ∀a ∈ G

を満たすとき，(ρ, V )型準テンソル値 r-形式 (pseudtensorial form)

という．
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さらに，ΓをP 上の接続，h : Tu(P )→ Huを対応する水平部分空
間への射影するとき，(ρ, V )型準テンソル値 r-形式 φが水平，すな
わち

(φh)(X1, · · · , Xr) := φ(hX1, · · · , hXr)

に対して，φh = φを満たすとき，テンソル値 r-形式 (tensorial form)

という．
テンソル値微分形式は，P に随伴するベクトル束E = P ×ρ V に

値を取る微分形式と１対１に対応する． �

【定義 1.6 (共変外微分)】 　 Γを主ファイーバー束 P (M,G)上の接
続，h : Tu(P ) → Huを対応する水平部分空間への射影する．(ρ, V )

型準テンソル値 r-形式 φに対して，Dφ := (dφ)hは (ρ, V )型テンソ
ル値 (r + 1)-形式となる．これを φの共変外微分 (exterior covariant

derivative)という． �

【定理 1.7 (曲率形式)】 　 主ファイーバー束 P (M,G)上の接続 Γに
対して，その接続形式をωとするとき，(ad, g)型テンソル値２形式
R := Dωを Γの曲率形式 (curvature form)という．このとき，関
係式

dω(X, Y ) + [ω(X), ω(Y )] = R(X, Y ), X, Y ∈ Tu(P ), u ∈ P

およびBianchi恒等式

DR = 0

が成り立つ．
P の座標近傍Uαでの断面を σαとして，

Rα := σ∗
αR

とおくと，Rαは接続形式の座標成分ωα = σ∗
αωを用いて，

Rα(X, Y ) = dωα(X, Y ) + [ωα(X), ωα(Y )], X, Y ∈ Tx(Uα)

と表され，座標変換 σβ = σαgαβに対して，

Rβ = ad(gβα)Rα
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と変換する．また，Bianchi恒等式は

DRα := dRα + [ωα ∧Rα] = 0

と表される．ここで，一般に，gに値を取る p形式 αと q形式 βに
対して，

[α ∧ β](X1, . . . , Xp+q) :=

1

p!q!

∑
σ

sign(σ)[α(Xσ(1), · · · , Xσ(p)), β(Xσ(p+1), · · · , Xσ(p+q))]

である． �

【定義 1.8 (随伴ベクトル束の接続)】 　 ρ : G → GL(V )をGの線形
表現，主ファイバー束 π̃ : P (M,G) → M に随伴するベクトルバン
ドルを π : E = P ×ρ V → M，p : P × V → Eを自然な射影とする
（p(ua, v) = p(u, ρ(a)v)）．
このとき，u ∈ P は同型写像

u : V → Ex , x = π̃(u)

∪ ∪
v �→ p(u, v)

と同一視することができる．また，σαを Uα ⊂ M における P の局
所切断とすると，

ψα : Uα × V 
 (x, v) �→ p(σα(x), v) ∈ E

は，Eの局所座標系を与える．
いま，P の接続Γ = {Hu | u ∈ P}が与えられると，(p∗)(u,v)(Hu⊕

0) ⊂ Tp(u,v)(E)は，次の性質をもつ w = p(u, v)のみに依存した部分
空間族 Γ′ = {H ′

w ⊂ Tw(E) | w ∈ E}を与える：

Tw(E) = Tw(Ex) +H ′
w (直和), w ∈ E, x = π(w).

Γ′は，M の任意のベクトル（場）XのEにおける水平リフト

X̃w ∈ H ′
w : π∗(X̃w) = Xπ(w)
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を一意的に定める．上で定めた局所座標系 ψαでは，接続形式 ωの
座標成分を ωαとすると，X̃wは

ψ∗
αX̃w = Xx ⊕ (−ρ∗(ωα(Xx))v), w = ψα(x, v)

と表される．ここで，ρ∗ = (dρ)eは ρから誘導される Lie代数の準
同型

ρ∗ : g → gl(V ); ρ∗([ξ, η]) = [ρ∗(ξ), ρ∗(η)]

である．
このようにして定義された水平リフトにより，M上のベクトル場

XはE上の水平ベクトル場 X̃および対応するEの１径数バンドル
変換群Φtを与える．いま，φをEの局所切断とすると，

∇Xφ(x) := lim
t→0

Φ∗
tφ(x)− φ(x)

t

により，新たな Eの切断に値をもつM 上の１形式∇φが定義され
る．これを接続Γ′によるφの共変微分 (covariant derivative)という．
切断 φを局所座標系 ψαで

φ(x) �→ φα(x) ∈ V, x ∈ Uα

と成分表示すると，その共変微分は

∇φ �→ dφα + ρ∗(ωα)φα

と表される．また，その曲率

F (X, Y )φ := (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])φ

の座標成分は，Rαを曲率形式の座標成分として

Fα = ρ∗(Rα)

で与えられる．
Eの局所切断 φを，

p(u, φ̃(u)) = φ(x)

により P 上の (ρ, V )型テンソル値 0-形式 φ̃に対応させると，∇φは
共変外微分Dφ̃と対応する． �
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1.3 曲率と位相

1.3.1 Books and Reviews

• Besse, A.L.: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

1.3.2 一般的事実

【定理 1.9 (J. Kazdan & F. Warner (1975), L. Bérnard Bergery (1981))】
　 次元 n ≥ 3のコンパクトRiemann多様体はつぎの３つのカテゴ
リーに分類される：

A) M 上の任意のなめらかな関数をスカラ曲率としてもつ計量が存在
する．

B) M上の関数は，恒等的にゼロまたはある領域で負定値のとき，かつ
そのときのみ，ある計量のスカラ曲率となり，しかもスカラ曲率が
ゼロとなる計量は必ずRicci平坦である．

C) M上の関数は，ある領域で負定値になるとき，かつその時のみ，あ
る計量のスカラ曲率となる．

�

1.3.2.1 非負Ricci曲率の多様体

【定理 1.10 (Myersの定理 [Myers SB (1935)])】 　 (M, g)が完備
Riemann多様体で，そのRicci曲率がRic(M) ≥ k2g (k > 0)を満た
すとする．このとき，Mはコンパクトでその直径は d(M) ≤ π/kを
満たす．さらに，M の基本群は有限群となる． �

【注 1.11】 　Myersの定理は，Bishopの定理より直ちに得られる． �

【定理 1.12 (Bochner)】 　 コンパクトRiemann多様体がRicci平坦
なら，そのKillingベクトルおよび調和１形式は平行である． �
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【定理 1.13 (Bochnerの定理 [Bochner 1946])】 　 (M, g)をコン
パクト Riemann多様体とする．もし，M の Ricci曲率が非負なら
dimH1(M,R) = b1 ≤ dimM で，その普遍被覆空間はRb1 ×N に同
相である． �

【定理 1.14 (Gallot-Gromovの定理 [Gallot S, Gromov M])】 　Mを
コンパクトで連結なn次元Riemann多様体とする．このとき，nとM

の直径のみに依存した正の定数 εが存在して，Ric(M) ≥ −ε(M)2/n

なら b1(M) ≤ nとなる． �

【定義 1.15 (群の増大関数)】 　 Gを有限生成群，H をその有限な生
成元の組とする．このとき，任意の正整数 sに対し，H の元および
その逆元を高々s個用いて作られるGの異なる元の数を γH (s)とお
くとき，γH をGのH に関する増大関数という． �

【定理 1.16 (Milnorの定理)】 　 (M, g)を非負 Ricci 曲率の完備
Riemann多様体とする．すると，Mの基本群の任意の有限生成部分
群に対して，不等式 γH (s) ≤ ksnが成り立つ．ここで，nはMの次
元，kは定数である． �

【定義 1.17 (線と射線)】 　 完備なRiemann多様体において，共役点
対を持たない測地線（半測地線）γを線（射線）という． �

【定理 1.18 (Cheeger-Gromollの定理 [Cheeger J, Gromoll D (1971)])】
　 連結完備な Riemann多様体 (M, g)が非負 Ricci曲率をもてば，
(M, g)はEq × (N, g1)と表される．ここで，(N, g1)は線をもたない
非負Ricci曲率の完備Riemann多様体である． �

【定理 1.19 (Cheeger-Gromollの定理 [Cheeger J, Gromoll D(1971,

1972)])】 　 (M, g)がコンパクト連結なRiemann多様体で非負の
Ricci曲率をもつとする．このとき，

a) π1(M)の有限正規部分群F が存在し，π1(M)/F はZqの有限群によ
り拡大となる．
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b) (M, g)の普遍被覆Riemann多様体は，Ricci曲率が非負の単連結コ
ンパクトRiemann多様体 (M̄, ḡ)と Euclid空間Eqの直積となる．

c) (M̄, ḡ)の有限等長変換部分群による商 (M̂, ĝ)で，(M, g)の有限被
覆 (M1, g1)が M̂ ×T qに微分同相で，局所自明化が (M̂, ĝ)× (T q, g0)

に局所等長となるファイバーバンドル構造 p : (M1, g1) → (T q, g0)

をもつものが存在する．ここで，(T q, g0)は平坦トーラスである．

�

1.3.2.2 非負スカラ曲率の多様体

【命題 1.20 (Dirac作用素に対するWeitzenböck公式)】 　 D = iΓμDμ

を Riemann多様体M 上のスピノールバンドルに対するDirac作用
素とする．このとき，D およびD2は自己共役な楕円型作用素で

D2 = D∗D +
1

4
s

が成り立つ．ここで，sはスカラ曲率である． �

【定理 1.21 (Lichnerowiczの定理 [Lichnerowicz A (1963)])】 　 (M, g)

をコンパクトなスピン多様体とする．もし，スカラ曲率が非負で高
踏的にゼロでなければ，ゼロ以外に調和スピノールは存在しない．ま
た，スカラ曲率が恒等的にゼロなら，すぺての調和スピノールは平
行となる． �

【定理 1.22 (Hitchinの定理 [Hitchin N (1974)])】 　 Â : Ωspin
∗ →

KO−∗(pt)を一般化された Â種数とする．もしMがコンパクトなス
ピン多様体でスカラ曲率が正の計量をもつとすると，Â(M) = 0で
ある． �

【例 1.23】 　

1. ４次元では Â(M) = 1
16
τ(M)となる．K3曲面はスピン多様体で

Â(M) = −1となるので，スカラ曲率が正の計量を許さない．
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2. CP 2はスピン多様体でないので，τ(CP 2) = 1であるがスカラ曲率
正の計量をもつ．

�

【定理 1.24 (Gromov-Lawsonの定理)】 　 [Gromov M, Lawson HB

(1980)]] M が次元６以上のコンパクト多様体とする．

1. M が単連結スピン多様体でスカラ曲率正のスピン多様体とスピン
同境なら，M もスカラ曲率正の計量をもつ．また，M が単連結ス
ピン多様体で Â(M) = 0なら，適当な数の連結和M� · · · �Mはスカ
ラ曲率正の計量をもつ．

2. M がスピン構造を持たないなら，M は常にスカラ曲率正の計量を
もつ．

�

1.3.2.3 測地球の体積と面積

【定義 1.25】 　 n次元 Riemann多様体 (M, g)の点 pを中心として
測地的半径 tの球体を B(p, t)，その体積を vol(B(p, t))と表す．ま
た，点 pを中心とする指数写像 expp : Tp(M) → M による標準体
積要素の引き戻しを exp∗

p(μg) = θ(x, t)dΩn−1(x)dtとおく．ここで，
x ∈ Up(M):Tp(M)である．このとき，

vol(B(p, t)) = Ωnt
n

(
1− 1

6(n+ 2)
R(p)t2 + o(t2)

)
(1)

および

θ(x, t) = tn
(

1− 1

6
Ricci(x, x)t2 + o(t2)

)
(2)

が成り立つ． �
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【定理 1.26 (Bishopの定理 [Bishop R (1963)])】 　 n次元Riemann多
様体 (M, g)のRicci曲率がある定数 kに対してRicci(g) ≥ (n− 1)kg

を満たしているとする．このとき，勝手な点 pを中心とする測地球
の単位立体角あたりの面積を θ(x, t)，断面曲率 kの定曲率空間の対
応する量を θk(t)とすると，θ(x, t)/θk(t)は θ(x, t) > 0となる tの範
囲で tの非増加関数である．特に，θ(x, t) ≤ θk(t)が成り立つ． �

【定理 1.27 (Gromovの定理)】 　 n次元 Riemann多様体 (M, g)

の Ricci曲率がある定数 kに対して Ricci(g) ≥ (n − 1)kgを満たし
ているとする．このとき，勝手な点 pを中心とする測地球の体積を
vol(B(p, t))，断面曲率 kの定曲率空間の対応する量を vol(B(Sn

k , t))

とすると，vol(B(p, t))/vol(B(Sn
k , t))は t < diam(g)で tの非増加関

数である． �

1.3.2.4 単体的体積

【定義 1.28 (単体的体積)】 　 M を n次元の向き付けられたコンパク
ト多様体，[M ]をその基本ホモロジーるいとする．このとき

‖M‖ := inf
c=

P
λiσi∈[M ]

∑
i

|λi|

�

【命題 1.29】 　コンパクト多様体の単体的体積はつぎの性質をもつ．

1. M が単連結なら，‖M‖ = 0.

2. M からN への次数 dの写像が存在すれば，‖M‖ ≥ |d|‖N‖.
3. dimM = dimN ≥ 3なら，

‖M�N‖ = ‖M‖ + ‖N‖,
‖M ×N‖ ≥ C‖M‖‖N‖.

ここで，Cは次元のみで決まる定数．

�

【定理 1.30 (Gromovの主不等式)】 　 (M, g)が条件Rij ≥ −(n−1)gij

を満たすコンパクト n次元多様体なら，vol(M, g) ≥ C ′‖M‖が成り
立つ．ここで，C ′は次元 nのみの関数である． �
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1.3.3 特性類

1.3.3.1 Euler類

【定理 1.31 (曲率形式による表示)】 　 Eを多様体M上の向き付けら
れた 2p次元実ベクトルバンドル，F ijをその計量に関する線形接続
の曲率形式とするとき，Eの Euler類は

e(E) =
1

22pπpp!

∑
εi1···i2pF

i1i2 ∧ · · · ∧F i2p−1i2p

により与えられる． �

1.3.4 ２次元曲面

【定理 1.32 (Thurston 1980)】 　 任意の２次元面は完備な定曲率計量
を許す．曲率の符号は（開曲面の場合も含めて）Euler数で決まる．

1. χ > 0: S2,RP 2

2. χ = 0: R2, T 2, S1 ×R, Klein bottle, Möbius strip.

3. χ < 0: 他のすべての場合

�

1.3.5 ３次元多様体

【定理 1.33 (Schoen and Yau)】 　 非コンパクト３次元多様体がRicci

曲率正の完備Riemann計量を持てばR3と同相である． �

【定理 1.34 (Milnor)】 　 Nilを三角行列⎛
⎜⎝1 a b

0 1 c

0 0 1

⎞
⎟⎠

の作る３次元 Lie群，K を a, b, c ∈ Zとなるその部分群とする．こ
のとき，Nil/Kは S1上の T 2バンドルとなり，π1(Nil/K)の増大関
数は４次の多項式となる．したがって，Milnorの定理より，Nil/K

はRicci曲率が非負となるRiemann計量を許さない． �
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1.3.6 ４次元多様体

【定理 1.35 (Euler数)】 　４次元多様体MのEuler数はそのRiemann

計量に関する曲率テンソルをもちいて

χ(M) =
1

32π2

∫
M

dμg

[
CijklC

ijkl − 3R̂ijR̂
ij +

1

6
R2

]

と表される．ここで，

R̂ij = Rij − 1

4
Rgij .

�

【定理 1.36 (符号数)】 　 ４次元多様体M の符号数 (signature)は，
Weylテンソルのカイラル分解W = W+ +W−を用いて

τ(M) =
1

48π2

∫
M

dμg

(‖W+‖2 − ‖W−‖2
)

で与えられる．ここで，

‖W‖2 := WijklW
ijkl

である． �

【定理 1.37 (J. Thorpe)】 　 M を４次元の向き付けられたコンパク
ト Einstein多様体とする．このとき，その Euler数 χ(M)と符号数
τ(M)は次の不等式を満たす：

χ(M) ≥ 3

2
|τ(M)|.

�

【定理 1.38】 　４次元コンパクト閉Riemann多様体はRicci平坦であ
るが平坦でなければ，b1(M) = b3(M) = 0. �
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【定理 1.39 (N. Hitchen)】 　 M を向き付けられた４次元コンパクト
Einstein多様体とする．もし，そのEuler数と符号数の間に

|τ(M)| = 2

3
χ(M)

の関係が成り立てば，M はRicci平坦であり，平坦，K3曲面，En-

riques曲面（K3/Z2)，Enriques曲面の自由な反正則包合変換による
商空間 (K3/Z2 × Z2)のいずれかである． �

【定理 1.40 (K3曲面)】 　 MをK3曲面とホモトピー同値な４次元多
様体とする．このとき，M上の計量 gに対する次の３つの条件は同
値である：

i) gのスカラ曲率が非負．

ii) gはRicci平坦．

iii) (M, g)は hyperkähler.

�

【定理 1.41 (M. Gromov (1982))】 　 M を４次元コンパクト多様体
とする．M が Einstein計量を持つなら，

‖M‖ ≤ 2592π2χ(M)

が成り立つ． �
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1.4 等質空間

1.4.1 Books and Reviews

• Kobayashi S, Nomizu K: Foundation of Differential Geometry II

(Interscience Pub., 1969).

• Besse, A.L.: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

1.4.2 一般的性質

【定理 1.42 (完備性)】 　 等質Riemann空間は完備である．
[Kobayashi-Nomizu] �

【定義 1.43 (Reductivity)】 　 GとKのLie代数を g, kとするとき，g

の部分空間mで，

i) g = k + m, k ∩m = 0.

ii) ad(K)m ⊂ m

となるものが存在するとき，等質空間G/Kは reductiveであると
いう． �

【命題 1.44】 　Kが次のいずれかのとき，G/Kは reductiveである．

1. Kがコンパクト．

2. Kが連結で，任意の k ∈ Kに対し ad(k)が gで完全可約．

3. KがGの離散部分群．

[Kobayashi-Nomizu] �

【例 1.45 (non-reductive homogeneous space)】 　 GL(n,R)のRn
∗ =

Rn−{0}に対する作用の等方群をH ∼= Euclid(n− 1)とする：Rn
∗ =

GL(n)/H . この等質空間は reductiveでない．[Kobayashi-Nomizu]

�

23 目次へ



目次へ

【命題 1.46】 　Reductiveな等質空間G/Kにおいて，g = k + mとす
ると，mはG/Kの点 [K]における接空間 T[K](G/K)と自然に同一
視でき，Kのその空間への線形等方表現は Ad(K)のmへの作用と
対応する． �

【定理 1.47】 　上記の Lie代数の分解 g = k ⊕ mのもとで，Gの
M = G/Kへの作用に対して不変なRiemann計量とm上のAdG(K)

不変な内積は１対１に対応する．[Kobayashi-Nomizu] �

【公式 1.48 (曲率公式)】 　 等質空間M = G/Kに対して，Gの左不
変ベクトル場（Lie代数の元）Xを exp(tX)のMへの左作用から決
まる無限小変換Xを同一視する．このとき，

[X, Y ]g = −[X, Y ]

が成り立つ．また，X, Y, ZをRiemann多様体 (M, g)のKillingベク
トルとするとき，

2g(DXY, Z) = g([X, Y ], Z) + g([X,Z], Y ) + g(X, [Y, Z])

が成り立つ．これより，gを g = k⊕m（mはAdG(K)不変）と分解
し，G不変計量 gに対して，mの内積を (X, Y ) = g[K](X, Y )により
定義すると，次の公式が成り立つ．

i) (接続係数) X, Y ∈ mに対して，

(DXY )[K] = −1

2
[X, Y ]m + U(X, Y ).

ここで，U : m×m→ mは，X, Y, Z ∈ mに対して

2(U(X, Y ), Z) = ([Z,X]m, Y ) + (X, [Z, Y ]m)

が成り立つことで定義される．ただし，[X, Y ]mは [X, Y ]の分解 g =

k⊕mにおけるm成分．

ii) (Riemann曲率）X, Y ∈ mに対して，

g[K](R(X, Y )X, Y ) =
3

4
|[X, Y ]m|2 +

1

2
([X, [X, Y ]g]m, Y )

+
1

2
([Y, [Y,X]g]m, X)− |U(X, Y )|2 + (U(X,X), U(Y, Y )).
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iii) （Ricci曲率）Xiをmの正規直交基底とするとき，

Ric(X,X) = −1

2

∑
i

|[X,Xi]m|2 − 1

2

∑
i

([X, [X,Xi]m]m, Xi)

−
∑

i

([X, [X,Xi]k]m, Xi) +
1

4

∑
i,j

([Xi, Xj]m, X)2 − ([Z,X]m, X).

ここで，Z =
∑

i U(Xi, Xi)．B(X, Y )を gのKilling形式とすると，
この公式は次のように書き換えられる：

Ric(X,X) = −1

2

∑
i

|[X,Xi]m|2 − 1

2
B(X,X)

+
1

4

∑
i,j

([Xi, Xj]m, X)2 − ([Z,X]m, X).

iv) (スカラ曲率）

s = −1

4

∑
i,j

|[Xi, Xj]m|2 − 1

2

∑
i

B(Xi, Xi)− |Z|2.

�

1.4.3 例

【例 1.49 (球面に推移的に作用する変換群 [Montgomery D & Samelson

H (1943), Borel A (1966, 1967)])】 　 n次元球面に等長変換群とし
て有効かつ推移的に作用する変換群の連結部分群はすべてSO(n+1)

の部分群であり，表 1で尽くされる． �

【例 1.50 (射影空間に推移的に作用する変換群 [Onisčk AL (1963)])】
　 射影空間の有効かつ推移的な等長変換群による等質空間表示は次
のものに限られる．

RP n = SO(n+ 1)/O(n),

CP n = SU(n + 1)/S(U(1)U(n)),

CP 2n−1 = Sp(n)/Sp(n− 1)U(1),

HP n = Sp(n+ 1)/Sp(n)Sp(1),

CaP 2 = F4/Spin(9).

�
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G SO(n) U(n) SU(n) Sp(n)Sp(1) Sp(n)U(1) Sp(n)

G/K Sn−1 S2n−1 S4n−1

K SO(n− 1) U(n − 1) SU(n− 1) Sp(n− 1)Sp(1) Sp(n− 1)U(1) Sp(n− 1)

moduli 0 1 1 1 2 6

G G2 Spin(7) Spin(9)

G/K S6 S7 S15

K SU(3) G2 Spin(7)

moduli 0 0 1

表 1: 球面に推移的に作用する等長変換群

【例 1.51 (トーラスに推移的に作用する変換群 [Montgomery D & Samel-

son H (1943)])】 　 トーラス T nに有効かつ推移的に作用するコン
パクト群は T nに限られる． �
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1.5 対称空間

1.5.1 教科書とレビュー

• Fomenko AT: Differential Geometry and Topology (Plenum Pub.,

1987)(三村護訳, 微分幾何学とトポロジー（共立出版，1996,1998))

• Besse AL: Einstein Manifolds (Springer-Verlag, 1987).

• Helgason S: Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces

(Academic Press, 1978)

• Kobayashi S, Nomizu K: Foundations of Differential Geometry, vol.

2 (Interscience, 1969)

1.5.2 対称Riemann空間

1.5.2.1 定義と一般的性質

【定義 1.52 (対称Riemann空間)】 　 連結なRiemann多様体 (M, g)

は，任意の点 p ∈ M において対合的等長変換 spで pを孤立不動点
とするものが存在するとき，対称Riemann空間という． �

【命題 1.53】 　 (M, g)を対称 Riemann空間，spをその対合的等長
変換とするとき，spは pを通る測地線を反転する．すなわち，spの
Tp(M)における線形等方表現 s∗pは s∗p = −idとなる．逆に，任意の
点 pに対して pを通る測地線を反転する等長変換 spが存在するなら，
(M, g)は対称Riemann空間である． �

【命題 1.54 (等質性)】 　 対称Riemann空間は等質である． �

【定理 1.55 (Lie群による特徴付け [Cartan E])】 　

(i) M = G/K を対称空間，sを [K] ∈ M での対合的等長変換，σを
σ(f) = s◦f ◦s−1で定義されるGの対合的自己同型，Gσ = {f ∈ G; σ(f) = f}，
Gσ

0をGσの単位元を含む連結成分とする．このとき，Gσ ⊃ K ⊂ Gσ
0

が成り立つ．
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(ii) 逆に，GをLie群，Kをコンパクト部分群，σをGの対合的自己同
型とする．もし，Gσ ⊃ K ⊃ Gσ

0 が成り立てば，G/K上の任意のG

不変Riemann計量は対称となる．

�

【命題 1.56 (Lie代数による特徴付け)】 　 σを Lie代数 gの対合的
自己同型，kおよび pをその固有値 1および−1の固有空間とすると
き，次の関係が成り立つ：

[k, k] ⊂ k, [k, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ k.

�

【命題 1.57 (曲率)】 　 X, Y, Z ∈ pのとき，Riemann対称空間G/K

の曲率は次式で与えられる：

R[K](X, Y )Z = −[[X, Y ], Z],

Ric[K](X, Y ) = −tr((adXadY )|p) = −1

2
B(X, Y ).

�

【定理 1.58 (Einstein空間となるための条件)】 　 対称空間 (G,K, σ)

がEinstein空間となるための必要十分条件は，Killing形式Bが p上
で恒等的にゼロないし定符号となることである． �

【定理 1.59 (対称Riemann空間となる Lie群)】 　 Lie群Gが両側不
変な Riemann計量 gをもつとき，(G, g)は対称 Riemann空間とな
る．特に，Gがコンパクトなら対称Riemann空間の構造をもつ．さ
らに，Gの１助変数部分群は単位元 eを通る測地線を与える．[From:

Fomenko AT (1987)[Fom87]] �

【命題 1.60 (対称 Riemann空間となる Lie群の接続と曲率)】 　 Lie

群Gが両側不変な計量 gを持つとし，X, Y, Z,W をGの左不変ベク
トル場とする．このとき次の関係式が成り立つ．
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1) ∇XY = 1
2
[X, Y ].

2) g([X, Y ], Z) + g(Y, [X,Z]) = 0.

3) R(X, Y )Z = −1
4
[[X, Y ], Z].

4) R(X, Y, Z,W ) = 1
4
g([X, Y ], [Z,W ]).

特に，断面曲率は常に非負である．[From: Fomenko AT (1987)[Fom87]]

�

【命題 1.61 (コンパクト Lie群の等質空間として表される対称空間)】
　 Gを単連結かつ連結なコンパクト Lie群，σをGの対合的自己同
型とする．このとき，σの不動点集合H はGの閉部分群で，G/H
は単連結となる．さらに，Gの両側不変計量はG/HにRiemann計
量を誘導し，その計量に関してG/H は対称 Riemann空間となる．
[From: Fomenko AT (1987)[Fom87]] �

1.5.2.2 分類

【定義 1.62 (既約対称空間)】 　 対称空間 (G,K, σ)は，Kの p上への
随伴表現AdG(K)が既約であるとき，既約であるという． �

【定理 1.63 (既約分解定理)】 　 任意の単連結対称 Riemann空間は，
Euclid空間と有限個の既約対称Riemann空間の直積となる． �

【定理 1.64 (分類定理)】 　 単連結既約対称空間G/Kは次の４つに
分類される．

i) (コンパクト型)

I型: Gが単連結コンパクト実単純 Lie群の場合．

II型: 単連結コンパクト実単純Lie群Hとその中心Zを用いて，G =

(H×H)/Z，K = H/Zと表される場合．ただし，H,ZはH×H
の対角部分と同一視する．
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ii) (非コンパクト型) 非コンパクトな既約対称空間は,中心が自明な非
コンパクト単純実 Lie群Gとその極大コンパクト部分群K を用い
てG/Kと表される．これらは，Gのタイプに応じて次の２つに分
類される．

III型: Gの複素化GCが複素単純 Lie群となる場合．

IV型: G自体が複素 Lie群の構造を持つ場合．

�
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1.6 Einstein空間

1.6.1 Books and Reviews

• Besse, A.L.: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

1.6.2 存在

1. 5次元以上のコンパクト多様体に対して，Einstein計量が存在するた
めの条件もまた存在しない例も知られていない．[Besse AL (1987)]

2. 4次元コンパクト多様体に対しては，Einstein計量が存在するため
に条件

χ(M) ≥ 1

2
|p1(M)| = 3

2
|τ(M)| (3)

が満たされることが必要であることが知られている．ただし，この
条件が十分条件であるかどうかは不明．[Besse AL (1987)]

1.6.3 一意性

1. 次元 n ≥ 4では，一意的なEinstein構造をもつ例は知られていない
[Besse AL (1987)].

2. Sn上では，標準計量の近傍に Einstein計量は存在せず，ピンチン
グ因子 3n/(7n− 4)以内（n = 4では 1/4以内）では Einstein計量
は一意的である．

3. コンパクト複素等質空間は一意的なKähler-Einstein計量をもつが
[Matsushima Y ]，非KählerのEinstein計量や異なる複素構造に対
応するKähler-Einstein計量を持つ可能性がある．

4. S4n+3上には任意のnに対して，非標準的な一様Einstein計量が存
在する [Jensen G]．

5. T 4上の Einstein計量はすべて平坦，すなわち定曲率で，モジュラ
イ空間の次元は 6．

6. K3面上のすべてのEinstein計量は適当な複素構造に関してKähler

であり，モジュライ空間の次元は 57．
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1.6.4 モジュライ空間 E (M)

1. コンパクト多様体上では，Einstein計量のモジュライ空間 E (M) の
次元は局所有限である [Besse A (1987)]．

2. E (M)は計量構造空間M /D内のなめらかな多様体の解析的Haus-

dorff部分集合である．[Koiso N]

1.6.4.1 一般論

Banach多様体XからBanach空間Bへのなめらかな写像をF とする：

F : X → B

このとき，TxX は Banach空間となり，dFx : TxX → B は有界写像と
なる．

【定義 1.65 (形式的積分可能性)】 　 Xはその接空間の開集合と同一
視できるとする．この仮定のもとで，x ∈ Xの近傍での形式的ベキ
級数

x(t) = x+ tv1 +
∞∑

k=2

tk

k!
vk

に対して，

F (x(t)) = F (x) + tF 1
x (v1) +

∞∑
k=2

tk

k!
F k

x (v1, · · · , vk)

により，F k
x (v1, · · · , vk) (k = 0, 1, · · · )を定義する．このとき，v1 ∈

Ker F 1
xに対して，適当な形式的ベキ級数x(t)が存在して，F (x(t)) =

0となるとき，v1は形式的に積分可能であるという． �

【命題 1.66】 　

1. F k
x (v1, · · · , vk)は次の構造をもつ．

F k
x (v1, · · · , vk) = F 1

x (vk) + P k
x (v1, · · · , vk−1).

ここで，P k
x は多項式である．
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2. x ∈ Xの近傍 U で，Im F 1
y ⊂ Ker Cy(y ∈ U)となる TyXからBへ

の線形作用素 Cy が存在し，Cy は yになめらかに依存するとする．
このとき，

F j
x(v1, · · · , vj) = 0 (0 ≤ j ≤ k)

を満たす v1, · · · , vkに対して，

Cx(P
k+1(v1, · · · , vk)) = 0

が成り立つ．したがって，Im F 1
x = Ker Cxが成り立てば，

F k+1(v1, · · · , vk+1) = 0

を満たす vk+1が存在する．

�

【定義 1.67 (障害空間)】 　 前命題において，Ker F 1
x/Im Cxを，積分

可能条件Cに従う方程式 F (x) = 0の障害空間という． �

1.6.4.2 Einstein構造の変形

【定義 1.68】 　コンパクトRiemann多様体M に対して，

M := {M 上のなめらかなRiemann計量の全体 } ,
M1 =

{
g ∈M

∣∣ ∫ μg = 1
}
,

S2M := {M 上の２階対称共変テンソルのバンドル }
とおく．このとき，M の接空間 TgM は Hilbert空間 L2(S2M, g)，
M1の接空間 TgM1は

∫
M
μgTrgh = 1となる h ∈ TgM の全体と一致

する． �

【定義 1.69】 　作用素 δg : S2M → A1M およびその共役作用素
δ∗g : A1M → S2M を

(δh)μ = ∇νhνμ,

(δ∗v)μν = −1

2
(∇μvν +∇νvμ)

により定義する．． �

33 目次へ



目次へ

【命題 1.70】 　

1. Im δ∗g は Tg(M1) の閉部分空間となり，次の直和分解が成り立つ
[Besse AL 1987]：

TgM1 = Im (δ∗g)⊕ [TgM1 ∩Ker δg].

（注：Im δ∗g は，gにおけるDiff(M)軌道の接空間である．）

2. TgM1 ∩Ker δgは，つぎの性質をもつM1の実解析的部分多様体Sg

（スライス）の gにおける接空間となる（Slice Theorem [Ebin DG

1968]）：

– Sgは Isom(M, g)の作用に対して不変で，φ ∈ Diff(M)に対し
て φ∗Sg ∩Sg �= ∅なら，φ ∈ Isom(M, g)．

– 局所断面χ : Diff(M)/Isom(M, g)→ Diff(M)が剰余類 Igの近
傍で存在し，それから誘導される局所写像Diff(M)/Isom(M, g)×
Sg →M1がgの近傍で局所微分同相となる．特に，写像 Isom(M, g)\Sg →
Diff(M)\M1は gの近傍のRiemann構造への同相写像を与え
る．

�

【定義 1.71 (Einstein構造の前モジュライ空間)】 　 gをM上のEinstein

計量とする．M1の gにおけるスライスSgに含まれるEinstein計量
の全体を，gの近傍におけるEinstein構造の前モジュライ空間とい
う． �

【注 1.72】 　スカラ曲率 S(g)がゼロないし負なら，Isom0(M, g)の
前モジュライ空間への作用は自明である [Besse AL 1987]．したがっ
て，モジュライ空間は gの近傍で orbifoldとなる． �

【定義 1.73 (Einstein作用素)】 　 Einstein作用素E : M1 → S 2Mを

E(g) = Ricg − 1

n
g

∫
M

μgSg
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により定義する．ここで，nは多様体の次元，Sgはスカラ曲率であ
る．このとき，Eの線形化E ′

g = E1
g : TgM1 → S 2M は次のように

表される：

2E ′
g(h) = D∗

gDgh− 2δ∗gδgh−Dgd(Trh)− 2R
◦
gh.

ここで，Dgは gに関する共変微分作用素，D∗
gはその形式的共役作

用素，R
◦
は代数的線形作用素

(R
◦
h)μν = −Rμανβh

αβ

である． �

【定義 1.74 (無限小 Einstein変形)】 　 Einstein計量 gに対して，次
の条件を満たすh ∈ TgM1を無限小Einstein変形といい，その全体
を ε(g)で表す：

E ′
g(h) = 0, δgh = 0,

∫
M

μgTrgh = 0.

�

【定理 1.75】 　 h ∈ S 2Mが無限小Einstein変形であるための必要十
分条件は，

(D∗
gDg − 2R

◦
g)h = 0, δgh = 0, Trgh = 0

で与えられる．特に，ε(g)は有限次元である． �

【定理 1.76 (Koiso N 1980)】 　 gをM 上のEinstein計量とする．こ
のとき，スライスSgは gを含み次の性質をもつ有限次元実解析的
部分多様体 Zを含む：

i) Zの gにおける接空間は ε(g)と一致する．

ii) Zは gの近傍での前モジュライ空間を実解析的部分集合として含む．

さらに，h ∈ ε(g)を接ベクトルとする前モジュライ空間内のなめら
かな曲線が存在するための必要十分条件は，hが形式的積分可能で
あることである． �
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【注 1.77】 　 Einstein作用素は縮約Bianchi恒等式 βgを積分可能条
件としてもつ．この条件に関する障害空間は，．

Ker βg = Im E ′
g ⊕ ε(g).

より，ε(g)と同型となる．したがって，決してゼロとならない．この
ため，前モジュライ空間はZの真部分集合となることがある．例えば，
対称空間CP 1×CP 2kの対称計量 g0に対して，dim ε(g0) = 4(4k2−1)

となるが，[g0]は前モジュライ空間の孤立点となる． �

1.6.4.3 Einstein空間の体積

【定理 1.78 (体積値分布の離散性)】 　 与えられた多様体M 上の
Einstein構造のモジュライ空間は，局所弧状連結で，各連結成分の
上で（体積=1と規格化した）スカラ曲率は一定である．また，可能
なスカラ曲率の値は高々可算個である． �

【注 1.79 (モジュライ空間の連結性)】 　

1. S4n+3(n ≥ 2)上のEinstein構造のモジュライ空間は，少なくとも２
つの連結成分をもつ．また，S15に対しては，連結成分の数は３以
上である．

2. 曲率がゼロでない３次元定曲率空間のEinstein構造は一意的である．
３次元および４次元局所平坦コンパクト空間のモジュライ空間は連
結である．K3面と微分同相な４次元コンパクト多様体の Einstein

構造のモジュライ空間は連結である．

3. 2m-次元Kähler-Einstein多様体 (M,J, g)の体積は，規格化条件Ric =

±(2m− 1)gのもとで，

vol(g) =

(
2π

2m− 1
c1(J)

)m

で与えられる．特に，M がCPm+1ないの次数 d > m+ 1の超曲面
と双正則であるとき，体積は

vol(g) = d

(
2
d−m− 2

2m− 1

)m

vol(CPm).
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4. 偶数次元定曲率空間の体積は Euler特性数に比例し，（曲率で規格化
された）その値の全体は離散的な閉集合となる．

5. 奇数次元定曲率空間の（曲率で規格化された）体積は，正曲率なら，
任意の小さい値を取りうる．一方，負曲率の場合は，４次元以上で
は体積値の全体は離散的な閉集合となる．ただし，３次元の場合は，
有限な下限 (� 0.98)に収束する集合となる．

6. 正曲率 Einstein空間の体積は，Bishopの不等式より標準球面の体
積以下となる．

�

1.6.4.4 Einstein構造の剛性

【定義 1.80 (剛性)】 　 モジュライ空間の孤立点に対応する Einstein

構造は剛性をもつという． �

【定理 1.81 (Koiso N 1979)】 　 M 上の Einstein計量 gに対して，

a0 := sup
{
〈R◦h, h〉/‖h‖2

2, h ∈ C∞(S2
0M)
}

とおくとき，条件

a0 < max

{
−S(g)

n
,
S(g)

2n

}

が満たされるなら，計量 gは無限小Einstein変形を持たない． �

【定理 1.82 (Bourguignon JP)】 　 n次元 Einstein計量 gの断面曲率
の最大値をKmax，最小値をKminとするとき，条件

Kmin >
n− 2

3n
Kmax

が満たされれば，gに対応する Einstein構造は剛性をもつ． �

【定理 1.83】 　負の断面曲率をもつEinstein構造は３次元以上では剛
性をもつ． �
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【定理 1.84】 　正曲率の定曲率空間に対応するEinstein構造は剛性を
もつ． �

【定理 1.85 (Koiso N 1979)】 　

1. 非コンパクトな局所対称Einstein空間は，局所的に２次元因子を持
たないなら，剛性をもつ．

2. コンパクト既約対称Einstein空間は，次のものを除いて剛性をもつ：

– SU(p+ q)/S(U(p)× U(q)) (p ≥ q ≥ 2)

– SU(m)/SO(m)

– SU(2m)/Sp(m)

– SU(m) (m ≥ 3)

– E6/F4.

�

1.6.4.5 モジュライ空間の次元

【定理 1.86 (Gallot S 1983)】 　 直径 dの n次元 Einstein 多様体
(M, g)が条件 d2Kmin ≥ kを満たせば，その無限小 Einstein変形の
次元 dim(ε(g))は η(n, k)以下となる．ここで，

η(n, k) = Nf

(
2(n− 1)π2 − 2nk

Γ(k)2

)
; N =

n(n + 1)

2
− 1,

f(x) =

∞∏
j=0

[
1 +

α(n)βjx1/2

(2βj − 1)1/2

]2/βj

,

α(n) =
2n(n−2)/2n

(n− 2)1/2

(
vol(Sn−1)

vol(Sn)

)1/n

+ 21−1/n.
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ただし，n ≥ 3に対して β = n/(n − 2), n = 2に対して β = 100．
また，

Γ(α) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2−1/nH(α) α ≥ 0,

|α|1/2n

[∫ |α|1/2

0

(
cosh(t)
H(α)

+ sinh(t)

n|α|1/2

)n−1

dt

]−1/n

α < 0,

H(α) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α1/2
(∫ α1/2/2

0
cos(tn−1)dt

)−1

α > 0,

2 α = 0,

|α|1/2
(∫ |α|1/2/2

0
cosh(tn−1)dt

)−1

α < 0

.

�

【定理 1.87 (Gallot S 1981, 1983)】 　 各次元 nに対して正の数 α̃(n)

が存在して，条件

(n− 1)S(g)− n2Kmin ≤ α̃(n)d2

(dは直径）を満たすEinstein多様体 (M, g)の無限小Einstein変形の
全体 ε(g)の次元は平坦なトーラスに対する値N = n(n+ 1)/2− 1を
超えない． �

1.6.5 等質Eintein空間

【定理 1.88 (４次元等質Einstein空間 [Jensen GR (1969)])】 　 ４次
元等質 Einstein空間は対称空間となる． �

【定義 1.89 (等方既約)】 　等質空間G/K(Kはコンパクト）は，Kの
線形等方表現が既約であるとき，等方既約 (isotropy-irreducible)と
いう． �

【定理 1.90 ([Wolf JA (1968)])】 　 等方既約な等質空間G/Kは，定
数倍を除いて一意的なG不変計量をもち，その計量はEinsteinとな
る． �
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【定理 1.91 ([Besse AL (1987)])】 　 コンパクトでない等方既約等質
空間は対称空間である． �

【定理 1.92 ([Wolf JA (1968)])】 　 Kがコンパクト単純 Lie群で中心
が自明なら，等質空間 SO(dimK)/Ad(K)は等方既約である． �

【定理 1.93 (正スカラ曲率の等質Einstein空間)】 　 (M, g)がスカ
ラ曲率正の等質Einstein空間とすると，Mはコンパクトでその基本
群は有限群である．また，等長変換群Gはコンパクトで，極大半単
純部分群 G0と離散有限群の半直積となる．G0はM に推移的に作
用する．[¡ Besse.AL1987B] �

【注 1.94】 　正スカラ曲率の等質 Einstein空間の分類は未完である．
[Besse.AL1987B] �

【定理 1.95 (負スカラ曲率の等質Einstein空間)】 　 負スカラ曲率
の等質 Einstein空間は非コンパクトである． �

【定理 1.96 (ユニモジュラー可解群 [Doti-Miatello I (1982)])】 　 Gを
ユニモジュラー可解群とする．このとき，G上の左不変Einstein計
量は平坦である． �

【定理 1.97 (Ricci平坦な等質Einstein空間 [Alekseevskii DV & Kimelfeld

BN (1975)])】 　 Ricci平坦な等質 Einstein空間は平坦で，トーラ
スと Euclid空間の積となる． �
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Ricci曲率 位相 細分 分類
正 コンパクト 強等方既約 既約対称空間 I型 完

II型 完
非対称空間 完

非強等方既約 標準 G:単純 完
その他 未

非標準 未
ゼロ Ep × T q 未
負 非コンパクト 既約対称 ⇔ 等方既約 完

非既約 未

表 2: 等質 Einstein空間の分類

1.6.6 コンパクト等質Kähler多様体

【定理 1.98 (Lie群の随伴表現に伴うコンパクトKähler多様体)】 　
Gをコンパクト連結Lie群とし，GのLie代数 gへの随伴表現が忠実
であるとする．このとき，gにおける各G軌道M に対し，

i) M 上には標準的なG不変複素構造 J および定数倍を除いて一意的
なG不変なKähler-Einstein計量が存在する．この Einstein計量は
正のスカラ曲率をもつ．

ii) M 上の任意のKähler-Einstein計量はその等長変換群に関して一様
で，適当なG不変Kähler-Einstein計量から複素構造の自己同型に
より得られる．

�

【定理 1.99 (分類)】 　

i) 各コンパクト等質Kähler多様体は，平坦な複素トーラスとコンパ
クト単連結等質Kähler多様体とのKähler積となる．

ii) すべてのコンパクト単連結等質Kähler多様体は，その等長変換群
の随伴表現の軌道（複素構造は上記の標準的なものを取る）と，等
質複素多様体として同型で，有理代数多様体となる．

�
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【定理 1.100 (Kähler-Einstein構造の一意性 [Matsushima Y (1972)])】
　すべてのコンパクト単連結Kähler多様体は（定数倍を除いて）一
意的なKähler-Einstein構造をもつ． �
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1.6.7 例

【例 1.101 (等質空間型)】 　 等質空間M = G/H において，等方群
H の不動点 p0における接空間 Tp0(M)への作用が既約なら，M は
（定数倍を除いて）一意的なEinstein計量をもつ [Cartan E (1929)]．
特に，すべての既約Riemann対称空間は一意的なEinstein計量をも
つ．ただし，HのUTp0(M)への作用が推移的であることをさらに要
求すると，Mは階数１の対称空間に限られる．また，局所平坦空間
を除いて，コンパクト等質空間は決してRicci平坦とならない． �

【例 1.102 (コンパクト Kähler多様体)】 　 コンパクト Kähler多様
体M は，c1(M) = 0ならば一意的な Ricci平坦計量をもつ [Calabi

E (1955), Yau ST (1976)]. このタイプの Einstein空間は 1987年時
点で知られている唯一のRicci平坦空間である．また，c(M) < 0な
ら，一意的な負 Ricci曲率の Einstein計量をもつ [Calabi E (1976),

Aubin T (1976), Yau ST(1976)]．例えば，CPm+1内の d次の代数的
超曲面の第１ Chern類は，d = m + 2の時ゼロ，d > m + 2のとき
負となる． �

【例 1.103 (Don Page構成法)】 　 CP 2�CP 2上のEinstein計量 [Page

D (1979)]．この例は，L.Bérard-Bergeryにより一般化されたが，応
用例はほとんどなし． �
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1.7 接触多様体

1.7.1 概接触多様体

【定義 1.104 (概接触構造)】 　 M を (2n+ 1)-次元多様体とする．M
上のベクトル場 ξ, 1-形式 ηおよび (1, 1)型テンソル場Φが条件

η(ξ) = 1, Φ2 = −1 + ξ ⊗ η

を満たすとき，(ξ, η,Φ)をM上の概接触構造 (almost contact struc-

ture)，M を概接触多様体 (almost contact manifold)という．(Yano

K, Kon M 1984[YK84]) �

【定理 1.105 (G構造としての特徴付け)】 　 M を (2n+ 1)-次元多様
体とするとき，Mが概接触構造を持つことと，TMの構造群がU(n)

に簡約可能であることは同等である．特に，概接触多様体は常に向
き付け可能である．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

【定義 1.106 (概接触計量構造)】 　 M を概接触多様体，(ξ, η,Φ)を
その概接触構造とする．このとき，条件

g(X, ξ) = η(X), g(ΦX,ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

を満たす計量 gをもつとき，Mを概接触計量多様体 (almost constact

metric manifold)，(ξ, η,Φ, g)を概接触計量構造 (almost contact met-

ric structure)という．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

【定理 1.107 (概接触計量構造の存在)】 　 奇数次元多様体上の概接
触構造 (ξ, η,Φ)は常に概接触計量構造 (ξ, η,Φ, g)に拡張可能である．
(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

【注 1.108 (概接触 (計量)構造の幾何学的意味)】 　 (2n+1)次元の多
様体Mにおいて概接触構造 (ξ, η,Φ)を与えることは，至る所ゼロで
ないベクトル場 ξ，ξに横断的な TMの階数 2nの部分ベクトルバン
ドルD およびD 上の概複素構造 J を与えることと同等である．さ
らに，それに付随する概複素計量構造を与えることは，Dに Jに関
するHermite計量 gを与えることに対応する．(Boyer CP, Galicki K

2004[BG04]) �
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1.7.2 接触多様体

【定義 1.109 (接触構造)】 　 Mを (2n+ 1)-次元多様体とする．M 上
の 1-形式 ηが至る所で条件

η ∧ (dη)n �= 0

を満たすとき，ηを接触形式 (contact form)，組 (M, η)を接触多様
体 (contact manifold)という．また，２つの接触形式 η, η′は，適当
な至る所ゼロとならない関数 f を用いて η′ = fη と表されるなら
同値と定義するとき，M上の接触形式の同値類を接触構造 (contact

structure)という．(Yano K, Kon M 1984[YK84]; Boyer CP, Galicki

K 2004[BG04]) �

【定理 1.110 (接触形式の局所的特徴付け)】 　Mを (2n+1)-次元多様
体とする．M上の 1-形式 ηが接触形式であるための必要十分条件は，
各点の近傍で局所座標系 (x1, · · · , xn; y1, · · · , yn; z)が存在して，ηが

η = dz −
∑

i

yidxi

と書けることである．(Yano K, Kon M 1984[YK84]; Boyer CP, Gal-

icki K 2004[BG04]) �

【定義 1.111 (Reebベクトル場)】 　 ηを多様体M 上の接触形式と
すると，条件

η(ξ) = 1, iξdη = 0

を満たすベクトル場 ξが一意的に存在する．このベクトル場をReeb

ベクトル場という．(Boyer CP, Galicki K 2004[BG04]; Yano K, Kon

M 1984[YK84]) �

【定義 1.112 (接触計量構造)】 　 M 上の概接触計量構造 (ξ, η,Φ, g)

において，
dη(X, Y ) = g(X,ΦY ) (4)

が成り立つとき，Mを接触計量多様体 (contact metric manifold)，対
応する概接触計量構造を接触計量構造 (contact metric structure)と
いう．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �
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【定理 1.113 (接触構造の随伴する接触計量構造)】 　 M を接触多様
体とすると，その接触構造 ηは常に接触計量構造 (ξ, η,Φ, g)に拡張
可能である．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

【例 1.114 (E2n+1)】 　 E2n+1 
 (x1, · · · , xn; y1, · · · , yn; z)において，
1-形式

η = dz −
∑

i

yidxi

は，接触形式となる．Reebベクトル場は ξ = ∂z．また，Φを

Φ∂/∂xj = −∂/∂yj , Φ∂/∂yj = −∂/∂xj , Φ∂/∂z = 0

とおくと，(ξ, η,Φ, g) (gは E2n+1の標準計量）が随伴する接触計量
構造を与える． �

【定理 1.115 (R2n+2の超曲面: Gray GW 1959)】 　 M をR2n+2内
の滑らかな超曲面とする．このとき，M の接平面がR2n+2の原点を
通過しないなら，R2n+2の 1-形式

α =

n+1∑
j=1

(x2j−1dx2j − x2jdx2j−1)

からM に誘導される 1-形式は接触形式となる．(Yano K, Kon M

1984[YK84]) �

【例 1.116 (接球束)】 　 R2nにおいて，1-形式

β =

n∑
j=1

xjdxn+j

を考える．

R2n = Rn
1 × Rn

2 
 (x1, · · · , xn, xn+1, · · · , x2n)

とおくとき，R2n内の超曲面Σに対し，Σ∩Rn
1 = ∅, dim(Σ∩Rn

2 ) =

n− 1かつΣ∩Rn
2 のRn

2 における接平面が原点を通過しないならば，
βはΣに接触形式を誘導する．
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これより，(n+1)次元Riemann多様体Mの余接束π : T ∗M → M

において，Mの座標近傍 Uにおける局所座標系 (x1, · · · , xn+1)を用
いて，π−1(U)の点を p =

∑
i pidx

iと表すとき，T ∗M 上の 1-形式

γ =

n+1∑
i=1

pidq
i; qi = xi◦π

は，M の単位余接束UM∗に接触形式を誘導する．このとき，対応
するReebベクトル ξは p ∈ UM∗に対応するMのベクトル pi∂/∂xi

の pへの水平リフト

ξ = pi ∂

∂qi
+ Γj

ikpjp
k ∂

∂pi

で与えられる．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

1.7.3 佐々木多様体

【定義 1.117 (K-接触構造)】 　接触計量構造 (ξ, η,Φ, g)は，ξが gに関
してKillingベクトルとなるとき，K-接触構造 (K-contact structure)，
対応する多様体はK-接触多様体 (K-contact manifold)という．(Yano

K, Kon M 1984[YK84]) �

【命題 1.118】 　接触計量構造 (ξ, η,Φ, g)がK-接触となるための必要
十分条件は，

∇Xξ = −ΦX

が成り立つことである．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

【定理 1.119 (K-接触構造の幾何学的特徴付け)】 　奇数次元Riemann

多様体がK-接触構造をもつためには，次の２条件が成り立つことが
必要十分である：

1) 長さ１のKillingベクトル場 ξが存在する．

2) ξを含む２次元面に関する断面曲率が常に１となる．

(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �
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【定義 1.120 (概接触構造の正規性)】 　 M を概接触構造 (ξ, η,Φ)を
もつ (2n+ 1)次元多様体とする．このとき，積多様体M × Rには，

J(X, f∂t) = (ΦX − fξ, η(X)∂t)

により，自然に概複素構造 J が定義される．この概複素構造が積分
可能，すなわち

NJ(X, Y ) := J2[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] = 0

が成り立つとき，概接触構造は正規 (normal)であるという．(Yano

K, Kon M 1984[YK84]) �

【定義 1.121 (佐々木構造)】 　 正規な概接触計量構造をもつ多様
体を佐々木多様体 (Sasakian manifold)，対応する構造を佐々木構造
(Sasakian structure)という．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) �

【定理 1.122 (幾何学的特徴付け)】 　奇数次元Riemann多様体 (M, g)

に関する次の条件は同等である：

1) M は佐々木構造 (ξ, η,Φ, g)をもつ．

2) M は次の条件を満たす概接触計量構造 (ξ, η,Φ, g)をもつ：

(∇XΦ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X.

3) M は次の条件を満たす単位Killingベクトル ξをもつ：

R(X, ξ)Y = −g(X, Y )ξ + η(Y )X.

4) M上の錐 (C(M), ḡ) = (R+×M, dr2 + r2g)がKähler多様体となる．

(Yano K, Kon M 1984[YK84]; Boyer CP, Galicki K 2004[BG04]) �
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1.8 スペクトル幾何学

1.8.1 レビュー

• Craioveanu M, Puta M and Rassias T M: Old and New Aspects in

Spectral Geometry, (Kluwer Academic Pub., 2001)
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2 Sheaf

[LastUpdate: 2006.10.31]

2.1 基本定義

【定義 2.1 (Presheaf)】 　

1. 位相空間X の各開集合 U にアーベル群（可換環，加群）P(U) =

Γ(U,P)が，また，開集合の組V ⊂ Uに対して準同型rV U : P(U) →
P(V )が対応していて，条件

i) W ⊂ V ⊂ U に対して常に rWV rV U = rWV．

ii) P(∅) = 0．

が成り立つとき，P = {P(U), rV U}をX上のアーベル群（可換環，
加群）の前層という．すなわち，前層とは空間Xの開集合族の作る
圏から各タイプの代数的圏への関手である．

2. 位相空間X 上の２つの前層P = {P(U), rV U},Q = {Q(U), sV U}
に対して，各開集合 U ごとに準同型 f(U) : P(U) → Q(U)が対応
していて f(V )rV U = sV Uf(U)が成立するとき，f = {f(U)}を前層
の射（準同型）といい，f : P → Qと表す．すなわち，前層の射
とは，前層を関手と見なしたときの自然変換である．

3. 空間X上の前層をPとするとき，Xの各点 xに対してその上のス
トークPxを次のように定義する：

Px = lim−→
x∈U

P(U). (5)

�

【定義 2.2 (Sheaf)】 　

1. 空間X上の前層F が，任意の開集合Uとその開被覆U = {Uα;α ∈
A}に対して次の条件を満たすとき層という：

50 目次へ



目次へ

i) {xα ∈ F (Uα)}が V = Uα ∩ Uβ �= ∅に対して rV Uα(xα) =

rV Uβ
(xβ)を満たすとき，x ∈ F (U)が存在して xα = rUαU(x)

となる．

ii) x ∈ F (U)がすべての αについて rUαU(x) = 0を満たすなら
x = 0.

2. 空間X上の前層Pに対して，層Fと射f : P → Fが存在して，任
意の層G と射 g : P → G に対してkf = gとなる射k : F → G が一
意的に存在するとき，FをPに伴う層ないし層化といい，F = Pa

と表す．

�

【命題 2.3 (層化の存在)】 　 任意の前層Pに対してその層化F が一
意的に存在し，P が層の時は自分自身と同型となる．空間X 上の
前層Pの層化は具体的に次のように構成される．まず，x ∈ X上の
ストークをPxとして，集合F0をストークの直和

F0 =
∐
x∈X

Px

とする．つぎに，Xの各開集合 U と a ∈ P(U)に対し，F0の部分
集合 V (U, a)を

V (U, a) = {ax | x ∈ U}

により定義し，V (U, a)の全体を基本近傍系とする位相をF0に導入
する．このようにして得られる位相空間をF とし，X の各開集合
に対してF (U)をF の連続な局所断面 s : U → F (s(x) ∈ Px)の全
体として定義するとF がPの層化を与える． �

【定義 2.4】 　

1. 層の射 f : F → G は，各点のストークの射 fx : Fx → Gxが単射
（全射，同型）のとき，単射（全射，同型）であるという．

2. 層の系列F → G →H は，各点のストークの射の系列が完全であ
るとき，完全系列という．
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�

【定義 2.5】 　

1. 層の射 f : F → G に対してその完全系列への拡張

0→ K → F → G → C → 0 (6)

が存在する．K を f の核，C を f の余核という．

2. 層F に対して，K (U) ⊂ F (U)，rK
V U = rF

V U となる層K をF の
部分層という．

3. K をF の部分層とするとき，包含写像 j : K → F の余核をF

のK による商層といい，F/K と表す．

�

【定義 2.6 (順像と逆像)】 　 f : X → Y を位相空間の連続写像とする．

1. F = (F (U), rUU ′)をX上の前層とする．このとき，

f∗F (V ) = F (f−1(V )), ρV V ′ = rf−1(V )f−1(V ′)

により定義されるY 上の前層 f∗F = (f∗F (V ), ρV V ′)をF の f に
よる順像という．F が層の時，f∗F も層となる．

2. G = (G (V ), ρV V ′)を Y 上の層とする．このとき，

f ∗G (U) = lim−→
f(U)⊂V

G (V )

および対応する制限写像から定義されるX上の前層の層化 f ∗G を
G の f による逆像という．このとき，(f ∗G )x = Gf(x)（∀x ∈ X)が
成り立つ．

�
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【命題 2.7】 　位相空間X上の層F，位相空間 Y 上の層 G および連
続写像 f : X → Y に対して，

HomX(f ∗G ,F ) ∼= HomY (G , f∗F ).

�

【定義 2.8 (環付空間)】 　

1. 位相空間Xとその上の可換環の層A の組 (X,A )を環付空間という．

2. 環付空間 (X,A )から環付空間 (Y,B)への射を，連続写像f : X → Y

および可換環層の準同型 φ : B → f∗A の組 (f, φ)により定義する．

3. ストークが常に局所環となる環付空間を局所環付空間といい，記号
(X,OX)で表す．局所環付空間の射 (f, φ) : (X,OX) → (Y,OY )には
常に，(φ
)x : (f ∗OY )x = OY,f(x) → OX,xが局所環の準同型，すなわ
ち，(φ
)x(mY,f(x)) ⊂ mX,xとなることを要求する．

�

2.1.1 例

【定義 2.9 (多様体上の様々な層)】 　

1. なめらかな多様体M上の層 C∞, C∗,A p,Z p,Z,Q,R,Cを次のよう
に定義する：

C∞: C∞(U) = U 上の滑らかな関数の全体．

C∗: C∗(U) = U 上に零点を持たないなめらかな関数の乗法群．

A p: A p(U) = U 上のなめらかな p形式の全体．

Z p: Z p(U) = U 上のなめらかな閉 p形式の全体．

Z,Q,R,C: R = Z,Q,R,Cとおくとき，R(U) = U 上の局所的に定数と
なるRに値をもつ関数の全体．

2. Mを複素多様体，V をその解析的部分集合，E →Mを正則ベクトル
バンドルとするとき，M上の層O ,O∗,Ωp,A p,q,Z p,q

∂̄
,IV ,Ø(E),A p,q(E)

を次のように定義する：
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O : O(U) = U 上の正則関数の全体．

O∗: O∗(U) = U 上のゼロとならない正則関数全体の作る乗法群．

Ωp: Ωp(U) = U 上の正則 p形式全体．

A p,q: A p,q(U) = U 上のなめらかな (p, q)型微分形式の全体．

Z p,q

∂̄
: Z p,q

∂̄
(U) = U 上のなめらかな ∂̄-閉 (p, q)型微分形式の全体．

IV : IV (U) = V ∩ U 上でゼロとなるU 上の正則関数の全体．

O(E): O(E)(U) = Eの U 上での正則断面の全体．

A p,q(E): A p,q(E)(U) = Eに値を取るU上のなめらかな (p, q)型微分形
式の全体．

�

2.2 加群層

2.2.1 定義と基本的性質

【定義 2.10 (加群層)】 　

1. RとF を空間X上の可換環およびアーベル群の層とする．F (U)

にR(U)-加群の構造が与えられていて，v ∈ F (U)，a ∈ R(U)に
対して rF

V U(av) = rR
V U(a)rF

V U(v)が成り立つとき，F をR-加群層と
いう．

2. Φ = (f, φ) : (X,A ) → (Y,B)を環付空間の射とする．X上のA 加
群層F に対して，Y 上の f∗A 加群層 f∗F は，準同型φ : B → f∗A
によりB加群層と見なすことができる．この Y 上のB加群層をF

のΦによる順像といい，Φ∗F と表す．

3. 同様に，Y 上のB加群層 G に対し，X 上の f ∗B加群層 f ∗G と準
同型 φ
 : f ∗B → A からX 上のA 加群層をΦ∗G = A ⊗f∗B f ∗G
により構成することができる．これを G のΦによる逆像という．

�

【定義 2.11 (有限型加群層)】 　 (X,OX)を環付空間，F をOX 加群
層とする．
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i) F が有限型であるとは，任意の点 x ∈ X に対して，その適当な開
近傍U においてU上のOX |U 加群層の全射 (OX |U)r → F |U が存在
することである．

ii) F が有限表現をもつとは，任意の点 x ∈ X に対して，その適当
な開近傍 U において，U 上の OX |U 加群層の完全列 (OX |U)m →
(OX |U)n → F |U が存在することである．

�

【命題 2.12 (有限型加群層の台)】 　 環付空間 (X,OX)において，有
限型OX-加群層F の台 Supp(F )はXの閉集合である． �

【定義 2.13 (連接性)】 　 OX 加群層が連接であるとは，次の２条件
が満たされることである．

i) F が有限型である．

ii) 任意の開集合 U ⊂ X と任意の射 α : (OX|U)r → F |U に対して，
kerαが有限型である．

�

【命題 2.14 (連接性の伝播)】 　 環付空間 (X,OX)上のOX-加群層に
ついて次の命題が成り立つ．

1) 連接層の部分層は，有限型なら連接である．

2) 完全列 0→ F ′ → F → F ′′ → 0のどれか２つが連接なら残りの一
つも連接である．

3) 連接層F ,G の間の射α : F → G に対し，Ker αとCoker αは共に
連接である．

4) F ,G が連接層なら，F ⊗OX
G とH omOX

(F ,G )も連接層である．

�
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【命題 2.15 (連接的環付空間)】 　 環付空間 (X,OX)において，OX自
身がOX-加群層として連接なら，任意の有限表現をもつOX-加群層
は連接である． �

【定理 2.16 (Oka K, Cartan H, Serr JP)】 　 解析空間および代数多
様体の構造層は連接である． �
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2.3 Cohomology

2.3.1 層係数コホモロジー

【定義 2.17 (入射的分解)】 　

1. I を空間X上のR-加群層とする．任意のR-加群層の射f : F → G

と g : F → I に対して，R-加群層の射 k : G → I が存在して
g = kf となるとき，I を入射的R-加群層という．

2. R-加群層F に対して，入射的R-加群層Ijからなる完全系列

0→ F
η−→ I 0 Δ0−→ I 1 Δ1−→ · · · Δn−1−→ I n Δn−→ · · · (7)

をF の入射的分解という．

�

【定義 2.18 (層係数コホモロジー)】 　 空間X上のR-加群層F の入
射的分解 {I n,Δn}に関手 Γ(X, ∗)を施して得られる複体

0 → Γ(X,I 0)
δ0−→ Γ(X,I 1)

δ1−→ · · · δn−1−→ Γ(X,I n)
δn−→ · · · (8)

のコホモロジーをFを係数とするXのコホモロジーといい，H∗(X,F )

と表す． �

【定義 2.19 (加群層に対するコホモロジー理論)】 　 (X,A )を環付
空間，UをXの開集合として，任意のA 加群層F にΓ(U,A )加群
Kn(U,F )を対応させる関手の族 {Kn(U, ·)}n≥0が与えられ次の条件
を満たすとき，関手の族 {Kn(U, ·)}n≥0を環付空間 (X,A )上のコホ
モロジー理論という:

1) Kn(U, ·)は，X 上のA 加群層の圏から Γ(U,A )加群の層への単位
射を保つ共変関手である．

2) K0(U,F ) = F (U) で，I が移入的 A 加群層なら Kn(U,I ) =

0(n > 0)である．
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3) A 加群層の完全列

0 −−−→ F1
α−−−→ F2

β−−−→ F3 −−−→ 0

に対し，Γ(U,A )準同型 δn : Kn(U,F3) → Kn+1(U,F1)が存在し
次の完全系列をつくる：

0 −−−→ K0(U,F1)
α0−−−→ K0(U,F2)

β0−−−→ K0(U,F3)
δ0−−−→ K1(U,F1)

α1−−−→ K1(U,F2) −−−→ · · · −−−→ Kn(U,F1)
αn−−−→ Kn(U,F2)

βn−−−→ Kn(U,F3)
δn−−−→ Kn+1(U,F1) −−−→ · · · .

ここで，αn = Kn(U, α), βn = Kn(U, β)である．さらに，短完全列
の間の準同型

0 −−−→ F1 −−−→ F2 −−−→ F3 −−−→ 0

a

⏐⏐" b

⏐⏐" c

⏐⏐"
0 −−−→ F ′

1 −−−→ F ′
2 −−−→ F ′

3 −−−→ 0

に対して，図式

Kn(U,F3)
δn−−−→ Kn+1(U,F1)

cn

⏐⏐" an+1

⏐⏐"
Kn(U,F ′

3)
δ′n−−−→ Kn+1(U,F ′

1)

が可換となる．ここで，cn = Kn(U, c), an+1 = Kn+1(U, a)である．

�

【定理 2.20 (de Rahm型定理)】 　 空間X 上の層F が次の層完全
列により分解されたとする：

0 → F → R0 δ0−→ R1 δ1−→ · · · . (9)

このとき，層に対する完全性条件を満たすコホモロジーH∗(X, ·)に
対して，

i) ある p ≥ 0に対してHq(X,Rp−q) = 0(q = 1, · · · , p)が成り立てば，
単射

0 → Hp+1(Γ(R∗)) → Hp+1(X,F ) (p ≥ 0). (10)

が存在する．
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ii) i)の条件に加えてさらにHq(X,Rp−q+1) = 0(q = 1, · · · , p+ 1)が成
り立てば，同型

Hp+1(Γ(R∗)) ∼= Hp+1(X,F ) (11)

が成り立つ．

�

【定義 2.21 (散布層)】 　 X上の層F に対し，任意の開集合 U につ
いて pUX : F (X) → F (U)が全射であるとき，F を散布層という．

�

【定義 2.22 (散布分解)】 　 X上のA 加群層F に対して，散布的A

加群層の列Rn(n = 0, 1, · · · )からなる系列

0 → F
ε−→ R0 d0−→ R1 d1−→ · · ·Rn dn−→ · · ·

が存在して完全系列となるとき，F の散布的分解という． �

【定理 2.23】 　X上のA 加群層F の散布的分解を

0 → F
ε−→ R0 d0−→ R1 d1−→ · · ·Rn dn−→ · · ·

とする．

1. この散布的分解から得られる複体

0 → Γ(X,R0)
d0−→ Γ(X,R1)

d1−→ · · ·Γ(X,Rn)
dn−→ · · ·

のコホモロジー H̃n(X,F )は，散布的分解の取り方に依存せず，環
付空間 (X,A )上の完全なコホモロジー関手を与える．

2. 入射的分解は散布的分解である．したがって，H̃n(X,F ) = Hn(X,F )

が成り立つ．

�
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2.3.2 Ceckコホモロジー

【定義 2.24 (Čeckコホモロジー)】 　 環付空間 (X,A )上のA 加群層
をF とする．

1) U = {Ui}i∈I をX の開被覆とし，Uから定義されるČeckn単体 s =

(i0, · · · , in) ∈ In+1に対して，Us = Ui0∩· · ·Uinとおく．
∏

s∈In+1 F (Us)

の元 α = (α(s))s∈In+1 が次の２条件を満たすとき，α を F 係数
のČeck nコチェインという：

i) s = (i0, · · · , in)に対して，Us = ∅または ij = ik(∃j, k, j �= k)

ならば α(s) = 0.

ii) σを (0, 1, · · · , n)の任意の置換として，σ(s) = (iσ(0), · · · , iσ(n))

とおくとき，α(σ(s)) = sign(σ)α(s).

このように定義されたコチェインの全体はΓ(X,A )加群Cn(U,F )

となる．さらに，Γ(X,A )準同型 dn : Cn(U,F )→ Cn+1(U,F )を

(dnα)(t) =

n+1∑
j=0

(−1)j α(tj)|Ut

により定義する．ここで，tj = (i0, · · · , ij−1, ij+1, · · · , in+2)である．
このとき，(C∗(U,F ), d)は Γ(X,A )加群のコチェイン複体となる．
さらに，A 加群層の準同型f : F → G に対して，α ∈ Cn(U,F )とし
て (fnα)(s) = f(Us)(α(s))によりΓ(X,A )準同型 fn : Cn(U,F )→
Cn(U,G )を定義すると，X 上の A 加群層の圏から Γ(X,A )加群
コチェイン複体の圏への共変関手C∗(U, ·)が得られる．この関手と
コホモロジー関手を結合して得られる，X上のA 加群層の圏から
Γ(X,A )加群の圏への共変関手をHn(U, ·)と表す．

2) X上のA 加群層をF とするとき，Xの開被覆全体は細分について
擬有向集合となり，Hn(U,F )はこの擬有向集合について帰納系と
なる．そこでその帰納的極限を Ȟn(X,F )と表し，X の n次Čeck

コホモロジー群という：

Ȟn(X,F ) = lim→
U

Hn(U,F ).

�
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【命題 2.25 (散布層のチェックコホモロジー)】 　 X 上のA 加群層
F が散布層ならば，Xの任意の開被覆 Uに対して，Hn(U,F ) = 0

(n > 0)．特に，Ȟn(X,F ) = 0(n > 0). �

【定理 2.26】 　環付空間 (X,A )上の A 加群層 F と Xの開被覆
U = {Ui}i∈I について，次の事柄が成り立つ：

1) ∀n > 0, ∀m ≥ 0, ∀s = (i0, · · · , im) ∈ Im+1についてHn(Us,F ) = 0

となれば，Hn(U,F ) ∼= Hn(X,F )(n ≥ 0).

2) X の任意の開被覆に対して 1)の条件を満たすその細分がとれるな
らば，Ȟn(X,F ) ∼= Hn(X,F )(n ≥ 0).

�

【定理 2.27】 　Xがパラコンパクトならば，Čeckコホモロジーは完
全性をもつコホモロジー関手となる．したがって，任意のA 加群層
F について，Ȟn(X,F ) ∼= Hn(X,F )(n ≥ 0)が成り立つ． �

2.3.3 高次順像

【定義 2.28 (高次順像)】 　 {I n,Δn}を空間X上のA -加群層F の
入射的分解とする．環付き空間の射 Φ = (f, φ) : (X,A ) → (Y,B)

が与えられると，Y 上のB-加群層の複体

0 → f∗I 0 f∗Δ0−→ f∗I 1 f∗Δ1−→ · · · f∗Δn−1−→ f∗I n f∗Δn−→ · · · (12)

が得られる．この複体から定義されるB-加群層

Rnf∗F = Kerf∗Δn/Imf∗Δn−1 (13)

をFのn次の高次順像という．これは，U ⊂ Y に対してHn(f−1(U),F |f−1(U))

を対応させて得られる前層の層化と一致する． �
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3 Complex Manifolds

[LastUpdate: 2006.9.26]

3.1 Complex Structure

3.1.1 複素多様体

【定義 3.1 (複素構造)】 　

1. 連結Hausdorff空間M に対して，その開被覆 {Uj}と各UjからCn

の中への同相写像 φiが与えられ，

φj ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩Uj) → φj(Ui ∩Uj) (3.1.1)

が正則写像であるとき，{Uj, φj}はM 上の局所複素座標系という．

2. M 上の２つの局所複素座標系 {Uj, φj}，{Vk, ψk}は，Uj ∩ Vk �= ∅
となる任意の j, kに対して ψk ◦ φ−1

j が双正則写像となるとき，正則
同値であるという．

3. 連結 Hausdorff空間上の局所複素座標系の正則同値類を複素構造，
複素構造Xが定義されている連結Hausdorff空間を複素多様体とい
い，同じ記号Xで表す．

�

【定義 3.2 (正則写像)】 　

1. ２つの複素多様体X, Y の間の写像 f : X → Y は，それぞれの局所
複素座標系 {Uj, φj}，{Vk, ψk}に対して，ψk ◦ fφ−1

j が正則写像とな
るとき正則であるという．

2. 正則写像 fが逆写像をもちそれも正則となるとき双正則であるとい
う．特に，２つの複素多様体の間に双正則な同相写像が存在すると
き，それらは双正則同値であるという．

�
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【定義 3.3 (解析的集合と部分多様体)】 　

1. Sを複素多様体Xnの閉部分集合とする．Sの各点 pに対して，pの
開近傍U (p)とその上で定義された正則関数の組f 1

p , · · · , f ν
p が存在

して

S ∩U (p) =
{
q ∈ U(p)

∣∣ f 1
p (q) = · · · = f ν

p (q) = 0
}

(3.1.2)

が成り立つとき，SをXnの解析的部分集合，f 1
p , · · · , f ν

p をその pに
おける局所方程式という．

2. 解析的部分集合 S の点 pに対して，pにおける局所複素座標系を
(z1, · · · , zn)とするとき，pの近傍で

rank
∂(f 1, · · · , f ν)

∂(z1, · · · , zn)
= ν (3.1.3)

となる局所方程式 f 1, · · · , f νが存在するとき，Sは pでなめらかで
あるといい，n− νを Sの pにおける次元という．

3. 解析的部分集合Sが点 pにおいてなめらかでないとき，pを Sの特
異点という．

4. 複素多様体の特異点を持たない解析的部分集合を部分多様体という．

�

3.1.2 概複素多様体

【定義 3.4 (概複素構造)】 　

1. 2n次元多様体M の接バンドル T (M )から自分自身への（ベクト
ルバンドルとしての）バンドル写像 J，すなわち可逆な (1, 1)型テ
ンソル場Jが J2 = −1を満たすとき，JをM の概複素構造という．
また，組 (M , J)を概複素多様体という．

2. Cn 
 (z1, · · · , zn)に対して，zj = xj + iyjとおくとき，写像

J : ∂/∂xj → ∂/∂yj , ∂/∂yj → −∂/∂xj (3.1.4)

をCnの標準複素構造という．
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3. 概複素多様体 (M , J)の自然な向きを (X1, · · · , Xm, JX1, · · · , JXm)

により定義する．Cmの場合，この向きは (x1, · · · , xm, y1, · · · , ym)

に対応する．

3. 複素多様体Xの局所複素座標系を{(ψ,U )}とするとき，ψ : U →
CnによるCnの標準複素構造の引き戻しはX上に概複素構造 J を
定義する．これを，Xの複素構造に付随する概複素構造という．

�

【命題 3.5 (積分可能性)】 　 概複素構造 Jは次の３つの互いに同値な
条件のいずれかが成り立つとき積分可能であるという．

i) 任意の (1, 0)型 1形式 θに対して，dθが (0, 2)型成分を持たない．

ii) 次式により定義される (1, 2)型テンソル場N がゼロとなる：

1

2
N(X, Y ) = [JX, JY ]− [X, Y ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ] (3.1.5)

N はNijenhuisテンソルまたは複素捻れテンソルと呼ばれる．

iii) (1, 0)型ベクトル場の交換子が常に (1, 0)型ベクトル場となる．

�

【定理 3.6】 　 2n次元多様体M の概複素構造 J がM のある複素構
造に付随するための必要十分条件は，J が積分可能であることであ
る． �

3.1.3 複素多様体上のテンソル

【定義 3.7 (複素接バンドル)】 　

1. 概複素多様体 (M , J)に対して，M の複素接バンドル T c(M ) =

T (M )⊗ Cの部分複素ベクトルバンドルを

T ′(M ) = T 1,0(M ) = {V ∈ T c(M ) | JV = iV } , (3.1.6)

T ′′(M ) = T 0,1(M ) = {V ∈ T c(M ) | JV = −iV } , (3.1.7)

により定義すると，

T c(M ) = T ′(M )⊕ T ′′(M ). (3.1.8)
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2. 複素余接バンドル T ∗c(M )に対して，

A1,0(M ) = {ω ∈ T ∗c(M ) | Jω = iω} , (3.1.9)

A0,1(M ) = {ω ∈ T ∗c(M ) | Jω = −iω} , (3.1.10)

と定義すると，

A1(M ) = T c∗(M ) = A1,0(M )⊕A0,1(M ). (3.1.11)

∧
T c∗(M )の部分ベクトルバンドルを

Ap,q(M ) = (

p∧
A1,0(M )) ∧ (

q∧
A0,1(M )) (3.1.12)

により定義すると，

An(M ) =

n∧
T c∗(M ) =

∑
p+q=n

Ap,q(M ). (3.1.13)

このとき，Ap,q(M )の（局所）断面を (p, q)次の複素微分形式とい
い，その全体をA p,q(M )と表す．

�

【命題 3.8】 　複素多様体Xnの局所複素座標系を (z1, · · · , zn)とする．

1. T 1,0(X)の局所断面，すなわち (1, 0)型複素ベクトル場の基底は

∂/∂zj =
1

2

(
∂/∂xj − i∂/∂yj

)
, (3.1.14)

で，T 0,1(X)の局所断面，すなわち (0, 1)型複素ベクトル場の基底は

∂/∂z̄j =
1

2

(
∂/∂xj + i∂/∂yj

)
, (3.1.15)

で与えられる．

2. A p,qの基底は

dzI ∧ dz̄J ; I = (i1, · · · , ip), J = (j1, · · · , jq) (3.1.16)

で与えられる．
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�

【定義 3.9 (正則ベクトル場と正則微分形式)】 　

1. 複素多様体 X 上の (1, 0) 型複素ベクトル場 V を局所複素座標系
(z1, · · · , zn)を用いて局所的に

V =
∑

j

V j∂/∂zj (3.1.17)

と表すとき，V 1, · · · , V nが常に正則関数となるならば V を正則ベ
クトル場という．

2. 複素多様体X上の (p, 0)次微分形式ωを局所複素座標系 (z1, · · · , zn)

を用いて局所的に

ω =
∑

I=(i1,··· ,ip)

ωIdz
I (3.1.18)

と表すとき，ωI が常に正則関数となるならば ωを p次正則微分形
式という．

�

【命題 3.10 (Dolbeault微分)】 　

1. 複素多様体X上の (p, q)次複素微分形式 ωに対して，直和分解

dω = ∂ω + ∂̄ω ∈ A p+1,q(X) + A p,q+1(X) (3.1.19)

により写像

∂ : A p,q(X)→ A p+1,q(X), (3.1.20)

∂̄ : A p,q(X)→ A p,q+1(X), (3.1.21)

を定義すると，

∂2 = 0, ∂̄2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0. (3.1.22)

2. ω ∈ A p,0(X)が正則であるための必要十分条件は，∂̄ω = 0.

�
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3.2 複素構造の変形

【命題 3.11】 　複素構造 J の無限小変形を J̇ と表すと

J̇J + JJ̇ = 0

が成り立つ．この条件は，

J̇ = I + Ī;

I = Ia
b̄∂a ⊗ dz̄b ∈ T 1,0 ⊗A 0,1(M).

このとき，

Ṅ = −2(i+ J)∂̄I + 2(i− J)∂Ī,

L−XJ = 2i(∂̄X ′ − ∂X ′′).

ここで，N は Nijenhuisテンソル．また，X = X ′ + X ′′ ∈ T 1,0 ⊕
T 0,1(M). �

【定義 3.12 (可微分族)】 　 Rm内の領域Bの各点 tに対しコンパク
ト複素多様体Mt = Mn

t が与えられているとする．このとき，次の
条件を満たす可微分多様体M とM をBの上に写すC ∞写像�が
存在するならば，集合 {Mt | t ∈ B}をコンパクト多様体の可微分族
(differentiable family)とよぶ：

(i) M の各点においてC ∞写像�の Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t ∈ Bに対して，�−1(t)はM のコンパクトな連結部分集合で
ある．

(iii) �−1(t) = Mt

(iv) M の局所開被覆 {Uj | j = 1, 2, 3, · · ·}とUj上の複素数値C ∞関数
za

j (p) (a = 1, · · · , n, j = 1, 2, 3, · · · )が存在して，各 tに対して複素
多様体Mtの局所複素座標系をなす．

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] �
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【定義 3.13 (可微分族の同値性)】 　 領域B ⊂ Rmを底空間とする２
つの可微分族 (M , B,�)と (N , B, π)が与えられたとき，M をN

の上に写す可微分同相写像 Φが存在して，各 t ∈ B に対して Φが
Mt = �−1(t)をNt = π−1(t)の上に双正則に写すならば，可微分族
M とN は同値であるという． �

【定義 3.14 (自明な可微分族)】 　可微分族 (M , B,�)が (M×B,B, π)

(M = �−1(t0), t
0 ∈ B)と同値であるとき，(M , B,�)は自明である

という． �

【定理 3.15 (Frölicher-Nijenhuisの定理 (1957))】 　 コンパクト複素
多様体の可微分族 (M , B,�) (Bは Rm内の領域で 0 ∈ B）におい
て，H1(M0,Θ

0) = 0,M0 = �−1(0)ならば，十分小さい開多重区間
I (0 ∈ I ⊂ B)に対して (MI , I, �)は自明である．
[Frølicher A, Nijenhuis A: A theorem on stability of complex struc-

tures, Proc. Nat. Acad. Sci. (USA) 43: 239-41 (1957)] �

【定理 3.16】 　複素構造の無限小変形の自由度はH1(M,Θ)と１対１
に対応する．ここで，Θは正則ベクトル場の層． �

【注 3.17 (説明)】 　 複素構造の無限小変形とH1(M,Θ)との対応は
次のようにして得られる．

1. 可微分族 (M , B,�)において，t ∈ B近傍での複素局所座標系 (Uj, z
a
j (a =

1, · · · , n))に対し，各 tでの座標変換を zj = fji(zi, t)とおく．この
とき，Uj ∩Uiでの正則ベクトル場 θji(t)を

θji(t) =
fa

ji(zi, t)

∂t

∂

∂za
i

(3.2.1)

により定義すると，座標変換の結合則

fki(zi, t) = fkj(fji(zi, t), t) (3.2.2)

より
θki(t) = θkj(t) + θji(t), θij(t) = −θji(t) (3.2.3)

が成り立つ．したがって，対応Uj ∩Ui �→ θji(t)はMt上の正則ベ
クトル場の層Θtに係数をもつCechコホモロジーにおける 1コサイ
クルを定義する．
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2. このコサイクルがコバウンダリーとなるとき，すなわち各Ui上の
正則ベクトル場 θi(t)が存在して

θji = θj − θi (3.2.4)

となる条件は，新たな座標系Zj = g(zj, t)を

∂g(zj , t)

∂t
= θj(zj , t) (3.2.5)

により定めるとき，Zjの変換が tに依存しない (Zj = Fji(Zi))こと
と同等である．

3. 以上より，複素構造の変形の自由度はH1(Mt,Θt)と対応する．

�

【定義 3.18 (複素解析族)】 　 Cm内の領域Bの各点 tに対しコンパク
ト複素多様体Mt = Mn

t が与えられているとする．このとき，次の
条件を満たす複素多様体M とM をBの上に写す正則写像�が存
在するならば，Mtは tに正則に依存するといい，集合 {Mt | t ∈ B}
をコンパクト多様体の複素解析族 (complex analytic family)とよぶ：

(i) M の各点において正則写像�の Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t ∈ B に対して，�−1(t)はM のコンパクトな部分多様体で
ある．

(iii) �−1(t) = Mt

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] �

【定理 3.19 (微分同相性)】 　コンパクト多様体の複素解析族 (M , B,�)

において，任意の t, s ∈ Bに対してMtとMsは微分同相である．[小
平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] �

【定義 3.20 (完備性)】 　 複素解析族 (M , B,�)が p ∈ Bで完備であ
るとは，点 q ∈ C と双正則同型 φ : Nq → Mpが存在するような任
意の族 (N , C, π)に対して，qの近傍U と正則写像 f : T ′ → B, h :

π−1(U )→ M が存在して，次の３条件を満たすことである．
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i) f ◦π = �◦h

ii) f(q) = p

iii) Nq上で h = φ．

このとき，U を十分小さく取ると，hは各ファイバーNtからMf(t)

上への双正則同型を与えている．したがって，pで完備な族は，Mp

のすべての微小変形を含んでいるといえる． �

【定義 3.21 (効果的パラメーター)】 　 複素解析族 (M , B,�)の点
p ∈ Bにおいて，小平-Spencer写像

ρp : TpB → H1(Mp,Θ) (3.2.6)

が単射となるとき，(M , B,�)は pで効果的にパラメータ付けされ
ているという． �

【定理 3.22 (倉西の基本定理 (1964))】 　 任意のコンパクト複素多様
体M に対し，次の条件を満たす複素解析族 (M , B,�)と p ∈ Bが
存在する：

i) Bの各点で完備．

ii) pで効果的にパラメーター付けされている．

iii) Mp = M .

このとき，Bを倉西空間 (Kuranishi space)またはM の局所モジュ
ライ空間 (local moduli space)と呼ぶ． �
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3.3 エルミート多様体

3.3.1 エルミート計量

【定義 3.23】 　

1. 概複素多様体 (M , J)の Riemann計量 gが任意のベクトル場X, Y

に対して

g(JX, JY ) = g(X, Y ) (3.3.1)

を満たすとき，エルミート計量という．

2. エルミート計量を与えられた概複素多様体を概エルミート多様体，
エルミート計量を与えられた複素多様体をエルミート多様体という．

�

【定義 3.24 (エルミート形式)】 　 概エルミート多様体 (M , J, g)に対
して，

ω(X, Y ) = g(JX, Y ) (3.3.2)

により定義される２次微分形式 Φを基本２形式ないしエルミート形
式という．成分表示では，ωjk = gklJ

l
j = Jkj = −Jjkである．（注：

Kobayashi-Nomizuの定義Φとの対応は，Φ = −ω．） �

【命題 3.25】 　

1. エルミート計量 gを複素接バンドルに拡張すると次の性質を持つ：

i) 任意の複素ベクトル場Z,W に対して，g(Z̄, W̄ ) = g(Z,W ).

ii) 任意のゼロでない複素ベクトル場Zに対して，g(Z, Z̄) > 0.

iii) (1, 0)型ベクトル場Zと (0, 1)型ベクトル場Wに対して，g(Z, W̄ ) =

0.

特に，h(Z,W ) = 2g(Z, W̄ )は T ′(M )上の正値エルミート計量を与
える．
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2. 逆に，T ′(M )の正値エルミート計量h(∗, ∗)が与えられると，2g(Z, W̄ ) =

h(Z,W )(Z,W ∈ T ′
p(M ))と 1.i)-iii)を満たす複素接バンドルの対称

双線形形式 gが一意的に存在し，その実接バンドルT (M )への制限
はM のエルミート計量を与える．

3. T ′(M )の断面，すなわち (1, 0)型複素ベクトル場の基底をf1, · · · , fn，
A 1,0(M )の双対基底を φ1, · · · , φnとおく．すなわち，φj(fk) = δj

k．
このとき，T ′(M )のエルミート計量 hを

h = hijφ
iφ̄j ; hij = h(fi, fj) = 2g(fi, f̄j) (3.3.3)

とおくと，hijはエルミート行列で，基本２形式 ωは

ω =
i

2
hijφ

i ∧ φ̄j (3.3.4)

と表される．

�

【注 3.26】 　Riemann計量 gをT ∗C(M )に拡張したものは，形式的に

ds2 = gjkdz
j ⊗ dzk + gjk̄dz

j ⊗ dz̄k + gj̄kdz̄
j ⊗ dzk + gj̄k̄dz̄

j ⊗ dz̄k (3.3.5)

と表される．ここで，計量が対称形式である条件は gjk = gkj, gjk̄ =

gk̄j, gj̄k̄ = gk̄j̄，計量が実接空間 T ∗(M )上で実である条件は gj̄k̄ =

ḡjk, gj̄k = ḡjk̄と表されので，

ds2 = gjkdz
j ⊗ dzk + ḡjkdz̄

j ⊗ dz̄k + gjk̄(dz
j ⊗ dz̄k + dz̄k ⊗ dzj). (3.3.6)

このとき，Hermite計量である条件は，gjk = 0．よって，Hermite

計量は，
ds2 = gjk̄(dz

j ⊗ dz̄k + dz̄k ⊗ dzj). (3.3.7)

ただし，ḡjk̄ = gkj̄．したがって，hjk = 2gjk̄を用いると，

ds2 = 1
2
hjk(dz

j ⊗ dz̄k + dz̄k ⊗ dzj) (3.3.8)

この式はしばしば，

ds2 = hjkdz
jdz̄k (3.3.9)
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と表される．たとえば，

ds2 = dx2 + dy2 ⇒ ds2 = dzdz̄. (3.3.10)

また，

ds2 = Re(hjkdz
j ⊗ dz̄k), ω = −Im(hjkdz

j ⊗ dz̄k). (3.3.11)

特に，

ω =
i

2
hjkdz

j ∧ dz̄k. (3.3.12)

�
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3.4 Kähler多様体

【定義 3.27】 　

1. 概エルミート多様体 (M , J, g)は，そのエルミートωが閉形式となる
とき，概Kähler多様体という．このときωをKähler形式という．

2. 概Kähler多様体は，その概複素構造が積分可能であるとき，すな
わち，複素多様体で Jがその複素構造から決まる概複素構造となる
とき，Kähler多様体という．

�

【注 3.28】 　様々な定義の関係

Φ\J N/A ∃(almost complex) N = 0(complex)

∃ almost Hermitian Hermitian

dΦ = 0 almost symplectic almost Kähler Kähler

�

【定理 3.29】 　 2m次元概エルミート多様体 (M , J, g)に対し，次の
条件は同等である．

(i) J は複素構造で，gはKähler．

(ii) ∇J = 0.

(iii) ∇ω = 0. (ωはエルミート形式)

(iv) gのホロノミーガウンがU(m)の部分群で，J が対応する U(m)構
造を与える．

[[< Joice DJ 2000B]] �

【定理 3.30】 　エルミート多様体がKähler多様体となるための必要
十分条件は，各点 pの近傍で

ds2
p = dzidz̄i, D(∂zi

)|p = 0

となる複素座標が存在することである． �
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3.4.0.1 基本的性質

【定理 3.31】 　Kähler多様体の複素部分多様体は，誘導計量により
再びKähler多様体となる． �

【定理 3.32】 　Kähler形式 ωに対して，局所的に滑らかな実関数 φ

が存在し，
ω = ddcφ.

ここで，dc = i(∂̄ − ∂). �

3.4.1 曲率テンソル

【命題 3.33】 　Kähler多様体の曲率テンソルRとRicciテンソルRic

は次の性質をもつ：

1. R(X, Y )◦J = J◦R(X, Y ), R(JX, JY ) = R(X, Y ).

2. Ric(JX, JY ) = Ric(X, Y ).

3. Ric(X, Y ) = 1
2
Tr(J◦R(X, JY )).

�

【定義 3.34 (Ricci形式)】 　 Kähler多様体のRicci曲率から定義さ
れる

ρ(X, Y ) = Ric(JX, Y )

は２形式となり，Ricci形式と呼ばれる． �

【命題 3.35 (成分表示)】 　 e1, · · · , en, e1̃, · · · , eñ(ek̃ = Jek)を Tx(M)

の基底，θ1, · · · , θn, θ1̃, · · · , θñ(θk̃ = −Jθk)をその双対基底として，

φj = (1− iJ)θj , fj =
1

2
(1− iJ)ej ,

Ψj
k = φj(Rfj) = Rj

k − iRj
k̃

とおくと，
R j̃

k̃ = Rj
k, R j̃

k = −Rj
k̃

より，
ρ = iΨj

j

が成り立つ． �
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3.4.2 座標成分表示

【命題 3.36】 　複素座標系 zj に関する成分表示のもとで次の諸式が
成り立つ：

1. 計量
ds2 = 2gij̄dz

idz̄j

ただし，ḡij̄ = gjī.

2. Kähler形式
ω = igij̄dz

i ∧ dz̄j

3. 接続係数

Γi
jk = Γi

kj = gil̄∂gl̄j

∂zk
,

Γī
j̄k̄ = Γī

k̄j̄ = g īl∂glj̄

∂z̄k

他の成分はゼロ．

4. 曲率テンソル

Rij̄kl̄ = gmj̄

∂Γm
ik

∂z̄l
=

∂2gij̄

∂zk∂z̄l
− gmn̄∂gin̄

∂zk

∂gj̄m

∂z̄l

およびこれとRiemann曲率テンソルの代数的対称性から決まるも
の以外はゼロ．

5. Ricci曲率とRicci形式

Rij̄ = −∂
2 lnG

∂zi∂z̄j
,

ρ = −i∂∂̄ lnG,

G = det(gij̄).

特に，Ricci形式は複素構造と体積要素のみで決まる．

�

76 目次へ



目次へ

3.4.3 標準直線バンドル

【定義 3.37 (標準直線バンドル)】 　 n次元複素多様体M に対して，
∧n(T ′M)∗を標準直線バンドルといいKで表す．また，∧nT ′Mを反
標準直線バンドルといい，K∗で表す． �

【定理 3.38】 　Kähler多様体の Ricci形式 ρは，標準直線バンドル
（反標準直線バンドル）に誘導される接続の曲率テンソルの i倍（−i
倍）となる．特に，ρ = 0となる条件は，標準直線バンドルが平行
な局所断面を持つことと同等である．このとき，対応する断面は正
則である． �

3.4.4 ホロノミー

【定理 3.39 (Iwamoto)】 　 複素次元 nの Kähler多様体に対して，
制限線形ホロノミー群が SU(n)に含まれるための必要十分条件は，
Ricciテンソルが恒等的にゼロとなることである． �

3.4.5 Chern類

【定理 3.40 (曲率形式による表現)】 　 Kähler多様体M のKähler形
式を ω，曲率形式をRとすると，その p次Chern類 cp(M)は，

cp(M) = [
1

(p!)2
Ip
ω(R ∧ · · ·R)]

と表される．特に，ρをRicci形式として

c1(M) = [
1

2π
ρ]

�
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3.4.6 例

3.4.6.1 複素射影空間

【例 3.41 (Fubini-Study計量)】 　 Cm+1−{0}上の関数U = |Z0|2 +

· · ·+ |Zm|2から 2形式 ωを

ω = ddc(logU) =
2i

U

∑
a

dZa∧dZ̄a− 2i

U2
(
∑

a

Z̄adZa)∧(
∑

b

ZbdZb) (3.4.1)

により定義すると，これは [Z0, · · · , Zm]を同次座標とするCPm上の
閉 2形式と見なされる．ωはCPm上の正形式となっており，CPm上
の次のKähler計量と対応する．

g =
4

U

∑
a

dZadZ̄a − 4

U2
(
∑

a

Z̄adZa)(
∑

b

ZbdZ̄b). (3.4.2)

これは Za : Zbのみに依存している．例えば，Z0 �= 0のとき，

Zj = Z0zj (j �= 0) (3.4.3)

によりCPmの局所座標系 zjを導入すると，

g =
4

u

∑
j

dzjdz̄j − 4

u2
|
∑

j

z̄jdzj|2 (3.4.4)

となる．ここで，
u = 1 +

∑
j

|zj|2. (3.4.5)

�

3.4.7 Kähler-Einstein多様体

3.4.7.1 一般的性質

【定義 3.42 (２次コホモロジー類の符号)】 　H2(M,R)のコホモロジー
類は，正（負）の (1, 1)型部分形式を代表元としてもつとき，正（負）
であるという．この符号は代表元に依存せず，コホモロジー類のみ
で決まる．ここで α ∈ A1,1(M)が正（負）であるとは，a(X, Y ) =

α(X, JY )により定義されるJ不変実対称双線形形式aが正（負）で
あることを意味する． �
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【命題 3.43 (Kähler-Einstein多様体のスカラ曲率の符号)】 　 Kähler-

Einstein多様体Mのスカラ曲率 sの符号は複素構造のみにより定ま
る．さらに，sの値は，M の複素次元を n, V を体積として

V sn =
4πnn

n!
cn1 (3.4.6)

により定まる．ここで，cn1 は複素構造のみで決まるChern特性数で
ある． �

【注 3.44 (第１Chern類の符号)】 　

1. CPN ないの dj(j = 1, · · · , p)次同次多項式により定義される超曲面
の交わりにより定義される代数多様体M の第１Chern類は，超曲
面が一般の位置にあるとき，d = d1 + · · ·+ dpとして

c1(M) = (N + 1− d)h

で与えられる．ここで，hはH2(CPN ,Z)の正の生成元のMへの制
限である．

2. 小平の定理より，第１Chern類が正ないし負のコンパクト複素多様
体は複素射影空間への正則埋め込みをもつ．

3. 複素曲面に対しては，c1(M)が定符号となるのは c21(M)が非負の
場合に限る．一方，複素曲面を１点でブローアップすると，c21(M)

は 1だけ減少する．したがって，十分多くの点でブローアップして
得られる曲面の第１ Chern類は定符号でなくなる．例えば，CP2

を r回ブローアップした曲面Σr に対して，c21(Σr) = 9 − r．また，
0 ≤ r ≤ 8のとき，Σrは正の第１Chern類をもち，正の第１Chern

類をもつ複素曲面はそれらと CP1 × CP1に限られる．これらのう
ち，Σ1,Σ2,Σ3にはKähler-Einstein計量が入らないことが示される．
Σr(4 ≤ r ≤ 8）については，Kähler-Einstein計量が入るかどうかは
不明．[Besse AL 1987]

�
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3.4.7.2 Calabi-Yau予想

【定理 3.45 (Calabi-Yauの定理)】 　MをコンパクトKähler多様体，
ωをそのKähler形式，c1(M)を第１Chern類とする．このとき，コ
ホモロジー類 2πc1(M)に属する任意の (1, 1)型実閉形式は，Kähler

形式が ωと同じコホモロジー類に属する Kähler計量のRicci形式と
なり，そのようなKähler計量は一意的である． �

【定理 3.46 (Aubin-Calabi-Yauの定理)】 　 第１ Chern類が負と
なる任意のコンパクト複素多様体は，（スカラ曲率が負の）Kähler-

Einstein計量をもつ．そのような計量は，定数倍の除いて一意的で
ある． �

3.4.7.3 例

【注 3.47】 　

1. 任意のコンパクト単連結一様Kähler多様体は正スカラ曲率のKähler-

Einstein計量をもつ．これは，1987年時点で，唯一の正スカラ曲率
Kähler-Einstein多様体の例である [Besse AL 1987]

�

3.4.8 Ricci平坦多様体

【定理 3.48 (Calabi-Yau多様体)】 　 コンパクト複素多様体Mに対
して，次の３つの条件は同等である．

i) 第１Chern類がゼロでKähler計量をもつ．

ii) Ricci平坦なKähler計量をもつ．

iii) 標準直線バンドルに誘導される接続が局所平坦となるKähler計量
をもつ．

�
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【定理 3.49 (モジュライ自由度)】 　 (M,J)を Kähler計量をもち
c1(M) = 0となるコンパクト複素多様体とする．このとき，M の各
Kähler類ごとにRicci平坦なKähler計量が一意的に存在する．(M,J)

上のRicci平坦なKähler計量の全体は，M のKähler錐と同型な次
元 h1,1(M)の多様体となる． �

3.4.9 Calabi-Yau多様体

3.4.9.1 定義と基本性質

【定義 3.50 (Calabi-Yau多様体)】 　 複素m次元コンパクトKähler

多様体 (M,J, g)のホロノミー群が SU(m)となるとき，M を（非特
異）Calabi-Yau多様体という． �

【命題 3.51 (ホロノミーによる特徴付け)】 　 (M,J, g)を単連結，既
約，コンパクト，Ricci平坦な（複素）m次元Kähler多様体とする．
このとき，m ≥ 2かつ Hol(g) = SU(m)，またはmは 4以上の偶
数かつHol(g) = Sp(m/2)となる．逆に，(M,J, g)が複素m次元コ
ンパクト Kähler多様体で Hol(g)が SU(m)か Sp(m/2)と一致すれ
ば，gはRicci平坦，既約でその基本群は有限群となる．(Joyce DD

2000[Joy00]) �

【命題 3.52 (平行微分形式)】 　 (M,J, g)をコンパクト，Ricci平坦な
Kähler多様体，ξを滑らかな (p, 0)形式とする．このとき，dξ = 0

と∇ξ = 0は同等となる．したがって，Hp,0(M)は平行 (p, 0)形式の
空間と同型となる．(Joyce DD 2000[Joy00]) �

【定理 3.53 (Ricci平坦Kähler多様体)】 　 コンパクトでRicci平坦
なKähler多様体の有限非分岐被覆は，Kähler多様体の直積T×X1×
· · ·×Xkと同型である．ここで，T は平坦なKählerトーラス，各Xk

は単連結既約なRiemann多様体で，Calabi-Yau多様体か超Kähler

多様体のいずれか．[[< 岩波数学事典 v4]] �
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【命題 3.54 (標準線バンドル)】 　 (M,J, g)をコンパクト，Ricci平坦
な複素m次元Kähler多様体とする．このとき，Hol(g) ⊂ SU(m)と
なるための必要十分条件は，Mの標準線バンドルKMが自明となる
ことである．(Joyce DD 2000[Joy00]) �

【命題 3.55 (コホモロジー)】 　 n次元 Calabi-Yau多様体M に対し
て，hp,q = dimHp,q(M)とおくと，

h0,p = hp,0 = hn,p = hp,n = 0 (0 < p < n), (3.4.7a)

h0,0 = h0,n = hn,0 = hn,n = 1. (3.4.7b)

(¡ Joyce DD 2000[Joy00]) �

【定理 3.56 (代数性定理)】 　 複素次元が３以上のCalabi-Yau多様体
は射影的である．(Joyce DD 2000[Joy00]) �

3.4.10 Hyperkähler多様体

【定義 3.57 (Hyperkähler多様体)】 　 4k次元Riemann多様体 (M, g)

が IJ = −JI = Kを満たす３つの概複素構造 I, J,Kをもち，かつ
g が I, J,K のいずれに関してもエルミートであるとき，(M, g)を
hyperkähler多様体という． �

3.5 位相的性質

3.5.1 基本群

【定理 3.58 (3次元コンパクト複素多様体の基本群 [Tau92, ABC+96])】
　 有限表示をもつ任意の群 Gに対し，基本群がGと同型となる３
次元コンパクト複素多様体が，あるコンパクト（実４次元）自己双
対多様体のツィスター空間として実現される． �
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3.6 層係数コホモロジー

3.6.1 de Rhamの定理

【定理 3.59 (de Rhamの定理)】 　 M を（パラコンパクトで）なめ
らかな多様体とする．

1. M の単体分割をKとすると，

Ȟ∗(M,Z) ∼= H∗(K,Z) ∼= H∗
sing(M,Z).

2. Ȟ∗(M, ∗)は完全なコホモロジー関手で，

Ȟ∗(M, ∗) = H∗(M, ∗).

3. (Poincaréの補題）定数層Rの次の層分解は完全である：

0→ R → A 0 d−→ A 1 d−→ A 2 → · · · .

4. A pは散布層である．したがって，

Hk(M,A p) = 0, k ≥ 1.

5. M 上のコホモロジー環に対して，

H∗
DR(M,R) ∼= Ȟ∗(M,R) ∼= H∗

sing(M,R).

�

3.6.2 Dolbeaultの定理

【定義 3.60 (Dolbeaultコホモロジー)】 　 複素多様体M 上で大域
的に定義された微分形式の線形空間 Ap,q = Γ(M,A p,q)から定義さ
れる双対複体

0
∂̄−→ Ap,0 ∂̄−→ Ap,1 ∂̄−→ · · ·

のコホモロジーをDolbeaultコホモロジーといい，Hp,q

∂̄
(M)と表す．

�
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【定理 3.61 (∂̄-Poicaré補題)】 　 Δnを原点を中心とするCnの多重
円盤，Δ∗n = Δn − {0}とする．このとき，

Hp,q

∂̄
(δ∗k × δl) = 0, q ≥ 1. (3.6.1)

�

【定理 3.62 (Dolbeaultの定理)】 　 M を複素多様体とする．

1. Ȟ∗(M, ∗)は完全なコホモロジー関手で，
Ȟ∗(M, ∗) = H∗(M, ∗).

2. (∂̄-Poicaré補題）層Ωpの次の層分解は完全である：

0→ Ωp → A p,0 ∂̄−→ A p,1 ∂̄−→ A p,2 → · · · .
3. A p,qは散布層である．したがって，

Hk(M,A p,q) = 0, k ≥ 1.

4. M 上のコホモロジー環に対して，

Hq(M,Ωp) ∼= Hp,q

∂̄
(M). (3.6.2)

�

【命題 3.63 (諸定理)】 　

1. 任意の n次元複素多様体M に対し，

Hq(M,O) ∼= H0,q

∂̄
(M) = 0, q > n.

2.

Hq(Ck × (C∗)l,O) = 0, q > 0.

3.

Hq(Cn,O∗) = 0, q > 0.

これより，Cnの任意の解析的超曲面は一個の正則関数のゼロ点集
合として表される．

4.

Hp(CPn,Ωq) =

{
C p = q ≤ n,

0 その他

�
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3.7 調和理論

3.7.1 Hodge理論

【定義 3.64 (Hodge双対と調和形式)】 　

1. n次元複素多様体M のエルミート計量 hのユニタリ基底を φi,

h =
∑

i

φi ⊗ φ̄i

対応する体積要素を

Φ = (−1)n(n−1)/2

(
i

2

)n

φ1 ∧ · · · ∧ φn ∧ φ̄1 ∧ · · · φ̄n

とする．これを用いて，微分形式のHodge双対

∗ : Ap,q(M) → An−p,n−q(M)

を，任意の ψ ∈ Ap,qに対して，

ψ(z) ∧ ∗η(z) = (ψ(z), η(z))Φ

が成り立つという条件で定義する．ただし，(ψ(z), η(z))は ψ(z)と
η(z)のエルミート内積である．このとき，

∗ ∗η = (−1)p+qη

が成り立つ．

2. Hodge双対を用いて

∂̄∗ := − ∗∂̄∗ : Ap,q → Ap,q−1

と定義すると，ψ ∈ Ap,q, η ∈ Ap,q−1に対して

(∂̄∗ψ, η) = (ψ, ∂̄η)

が成り立つ．ただし，

(ψ, η) :=

∫
(ψ(z), η(z))Φ(z)
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3. ∂̄-Laplacianを
Δ∂̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄

で定義するとき，
Δ∂̄ψ = 0

を満たす微分形式を調和形式といい，調和 (p, q)形式の全体をH p,q(M)

と表す．

�

【定理 3.65 (Hodgeの定理)】 　 M をコンパクト複素多様体とする．

1. dim H p,q(M) <∞.

2. H : Ap,q(M) → H p,q(M)を関数空間としての垂直射影とすると
き，次の性質をもつGreen作用素

G : Ap,q(M) → Ap,q(M)

が一意的に存在する：

G(H p,q(M)) = 0, (3.7.1)

∂̄G = G∂̄, ∂̄∗G = G∂̄∗, (3.7.2)

I = H + Δ∂̄G. (3.7.3)

3. 自然な写像H p,q(M) → Hp,q

∂̄
(M)は同型である．

�

【定理 3.66 (Kodaira-Serre双対定理)】 　 M を n次元コンパクト
複素多様体とする．

1. Hn(M,Ωn) ∼= C.

2. 双線形写像

Hp(M ; Ωq)⊗Hn−p(M ; Ωn−p)→ Hn(M ; Ωn)

は非退化である．

�
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3.7.2 Hodge分解

【定理 3.67 (Hodge分解)】 　 コンパクトKähler多様体Mの複素係
数コホモロジーは次の関係式を満たす：

Hr(M,C) ∼= ⊕p+q=rH
p,q(M), (3.7.4a)

Hp,q(M) ∼= Hq,p(M). (3.7.4b)

�

【系 3.68】 　複素次元 nのコンパクトKähler多様体M に対して，

br = dimC H
r(M,C), hp,q = dimCH

p,q(M)

とおくとき，次の関係式が成り立つ：

br =
∑

p+q=r

hp,q, (3.7.5)

hp,q = hq,p, hp,q = hn−p,n−q. (3.7.6)

�

87 目次へ



目次へ

3.8 因子と線バンドル

3.8.1 因子

【定義 3.69 (因子)】 　 複素多様体Mにおいて，その既約解析的超曲
面の局所有限なZ係数形式和

D =
∑

i

aiVi

をM 上の因子といい，その全体をDiv(M)と表す． �

【定義 3.70 (有理型関数)】 　 M を複素多様体とする．

1. M上の関数 fが局所的に互いに素な正則関数g, hを用いて f = g/h

と表されるとき有理型関数という．

2. M (U)がU の有理型関数の全体となるM 上の層をM，M ∗(U)が
恒等的にゼロでない有理型関数の全体となるM の部分層をM ∗と
表す．

�

【定義 3.71 (関数の因子)】 　

1. (正則関数の超曲面に沿う位数）V をMの既約解析的超曲面とする．
p ∈ V の近傍 U における V の局所定義関数を f(∈ Op)とするとき，
任意の g ∈ O(U)は Opにおいて，整数 aおよび f と互いに素な関
数 h ∈ Opを用いて

g = fah

と分解される．このとき，ordV,p(g) = aと定義し，gの pにおける
V に沿う位数という．gがM上の正則関数の時，ordV,p(g)は pの取
り方に依らないので，その値を単に ordV (g)と表し，gの V に沿う
位数という．このとき，g, h ∈ O(M)に対して，

ordV (gh) = ordV (g) + ordV (f)

が成り立つ．
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2. （有理型関数の因子）M 上の有理型関数 f が局所的に f = g/h

(g, h ∈ Op，互いに素)と表されるとき，既約超曲面 V に沿う f の
位数を

ordV (f) = ordV (g)− ordV (h)

により定義する．ordV (f)は f の局所的な表現に依存しない．この
位数を用いて，f の因子 (f)を

(f) =
∑
V

ordV (f)

により定義する．

3. （M ∗/O∗の大域的断面の因子）商層M ∗/O∗の大域的断面 sは，M
の適当な開被覆 {Uα}で {[fα]} (fα ∈M ∗(Uα))により表される．こ
のとき，

(s) =
∑
V

ordV (fα)V, (V ∩ Uα �= ∅)

は，代表元 fα（mod O∗(Uα)）やUα(∩V �= ∅)の取り方に依存せず，
断面 sの因子を定義する．

4. （線バンドルの有理型断面の因子）線バンドルLの有理型断面，す
なわち層O(L)⊗O M のゼロでない大域的断面 sは，Lの局所座標
近傍Uαで，fα ∈M ∗(Uα)により表される．この有理型関数から定
義される

(s) =
∑
V

ordV (fα)V, (V ∩ Uα �= ∅)

は局所座標近傍の取り替え fβ = gβαfα (gβα ∈ O∗(Uα ∩ Uβ))により
不変で，sの因子を定義する．

�

3.8.2 線形系

【定義 3.72 (因子の線形系)】 　

1. ２つの因子D,D′が有理型関数 f を用いてD′ = D + (f)と表され
るとき，２つの因子は線形同値であるという．
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2. 因子DがD =
∑

i aiVi (ai ≥ 0）と表されるとき，Dは有効である
といい，D ≥ 0と表す．

3. 因子Dと線形同値な有効因子の全体を |D|と表す：

|D| = {D + (f) ≥ 0 | f ∈M ∗(M)} .

また，D + (f) ≥ 0となる有理型関数全体のつくる線形空間を完備
線形系といい，L (D)と表記する：

L (D) = {f ∈M (M) | D + (f) ≥ 0} .

|D|とL (D)は次の関係にある：

|D| ∼= CP(L (D))

4. 一般にある因子Dについて，L (D)の線形部分空間に対応する |D|
の部分集合を線形系という．

�

3.8.3 Picard群

【定義 3.73 (Picard群)】 　 複素多様体M 上の正則線バンドルの全
体は，テンソル積に関して乗法群となる：

L : {gαβ} , L′ :
{
g′αβ

}→ L⊗ L′ :
{
gαβg

′
αβ

}
,

L : {gαβ} → L−1 :
{
g−1

αβ

}
.

この群をM の Picard群といい，Pic(M)と表す． �

3.8.4 因子と正則線バンドルの対応

【命題 3.74 (因子と正則線バンドルの対応)】 　

1. 商層M ∗/O∗の大域的切断 sとその因子 (s)の対応は次の同型を与
える：

H0(M,M ∗/O∗) ∼= Div(M).
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また，Picard群は Ȟ1(M,O∗)と自然に同一視できる：

Ȟ1(M,O∗) ∼= Pic(M).

これと，層の完全系列

0 → O∗ →M ∗ →M ∗/O∗ → 0

から得られるコホモロジー完全系列より，Div(M)から Pic(M)へ
の対応が定義される：

H0(M,M ∗/O∗) ∼= Div(M)

s = {(Uα, fα)} �→ D = (s)

δ0
⏐"gαβ = fα

fβ

⏐"
Ȟ1(M,O∗) ∼= Pic(M)

{(Uα ∩ Uβ , gαβ)} �→ L = [D].

2. 対応 δ0 : Div(M) → Pic(M)の核は主因子群と一致する：

Ker δ0 = Div0(M) =
{
(f)
∣∣ f ∈ H0(M,M ∗)

}
.

また，線バンドルLの局所有理切断の層を

M (L) = O(L)⊗O M

と表すと，δ0の像は，大域的な有理切断をもつ線バンドルの全体と
一致する：

Im δ0 =
{
L = [(s)]

∣∣ ∃s �= 0 ∈ H0(M,M (L))
}
.

さらに，L ∈ Im δ0の逆像は

(δ0)−1(L) ∼= (H0(M,M (L))− {0}) /H0(M,O∗).

したがって，s0 ∈ H0(M,M (L)), D = (s0)とすると，つぎの図式
が成り立つ：

H0(M,O∗)� H0(M,M (L))− {0} → (δ0)−1(L)

s �→ (s)

∪ ∪
H0(M,O(L))− {0} → |L| = |D|

∼=↑ ⊗s0 D + (f) ↗
L (D) 
 f
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すなわち，

因子の線形同値類 ⇔ 大域的有理切断を持つ正則線バンドルの同値類

同一同値類内の各因子 ⇔ 正則線バンドルの大域的有理切断

有効因子 ⇔ 正則線バンドルの大域的正則切断

�

3.8.5 E (D), E (−D)

【命題 3.75 (E (D), E (−D))】 　 D =
∑

i aiVi を有効因子，s0 を
D = (s0)となるO([D])の大域的正則切断 s0 ∈ H0(M,O([D]))，E

を正則ベクトルバンドルEの正則切断の層とする．

1. Dの台以外で正則かつVi上で位数が ai以下の極をもつE の有理切
断の層を E (D)とすると，次の同型対応が成り立つ：

E (D)
⊗s0−−→ O(E ⊗ [D]).

2. Vi上で位数が ai以上の零点をもつ E の正則切断の層を E (−D)とす
ると，次の同型対応が成り立つ：

E (−D)
⊗s−1

0−−−→ O(E ⊗ [−D]).

3. Dがなめらかな解析超曲面のとき，次の層の完全系列が成り立つ：

0→ OM(E ⊗ [−D])
⊗s0−−→ OM(E)

r−→ OD(E|D) → 0.

ここで，rは制限写像である．

�
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3.9 複素曲面

以下，２次元コンパクト複素多様体を複素曲面という．

3.9.1 双有理不変量

【定義 3.76】 　Ωq
Sを複素曲面 Sの正則 q次微分形式の層とし，

hq,p = dimk H
p(S; Ωq

S)

とおく．

q = h1,0: 不正則数

pg = h2,0: 幾何種数 (geometric genus)

pa = h0,2 − h0,1: 算術種数 (arithmetic genus)

χ(OS) = h0,2 − h0,1 + h0,0:

�

【定義 3.77】 　KS を複素曲面 S の標準因子（の定める直線バンド
ル），ρ|mKS |を完備線形系 |mKS|(m = 1, 2, · · · )の定める有理型射

ρ|mKS| : H0(S;mKS)→ CPdim |mKS |

とする．

dimH0(S;KS) = h2,0: 幾何種数 pg

Pm = dimH0(S;mKS): m-種数 (多重種数）

κ = maxm dim Im ρ|mKS |: 小平次元．ただし，Pm = 0(∀m)の時は
κ = −∞と定める．

�
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3.10 Examples

3.10.1 Fundamental manifolds

【例 3.78 (Complex Lie group)】 　 群Gが同時に複素多様体でか
つ群演算 (a, b) ∈ G × G → ab−1 
 Gが正則写像となるとき，Gを
複素 Lie群という．

Property: Lie群Gが複素 Lie群となるための必要十分条件は，そ
のLie代数L が複素Lie代数となること，すなわち，L の複素構造
J が存在して J が adと可換となることである． �

【例 3.79 (Complex projective space)】 　 Pn(C)は (Cn+1−{0})/C∗

と同型でコンパクト．

Pn(C) :=
{
L ⊂ Cn+1

∣∣ Lは原点を通る１次元複素線形部分空間} .
(3.10.1)

�

【例 3.80 (Complex Grassmann manifold)】 　

Definition:

Gp,q(C) :=
{
L ⊂ Cp+q

∣∣ Lは原点を通る p次元複素線形部分空間
}
.

(3.10.2)

z1, · · · , zp+qをCp+qの自然な複素座標系，α = (α1, · · · , αp)を 1 ≤
α1 < · · · < αp ≤ p + qとなる自然数の組，αp+1 < · · · < αp+q を
(α1, · · · , αp+q)が (1, · · · , p+ q)の置換となる数の組として，

Uα = {L ∈ Gp,q(C) | zα1 , · · · , zαpは L上で１次独立 } , (3.10.3)

φα(L) = (lkj ) ∈M(q, p; C); zαp+k |L =

p∑
j=1

lkj z
αj |L (k = 1, · · · , q)

(3.10.4)

とおくと，φα : Uα → M(q, p; C)は１対１の全射で，(Uα, φα)の全
体はGp,q(C)の複素構造を定める．

Property
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i) 複素次元が pqでコンパクト．

ii) Gp,q(C) ∼= U(p + q)/U(p)× U(q).

�

【定理 3.81 (Kirchhoff)】 　 Snが概複素構造を持つならば，Sn+1は
絶対平行化可能である． �

【定理 3.82 (Adams)】 　 Sn+1が絶対平行化可能となるのは，n+1 =

1, 3, 7の場合に限られる． �

【定理 3.83 (Borel and Serre)】 　 Snは n = 2, 6以外の場合には，
概複素構造を持たない． �

【注 3.84】 　 S6が複素構造を持つかどうかは分かっていない． �

3.10.2 Quotient manifolds

【例 3.85 (Complex torus)】 　

Definition: Γを 2n次元実ベクトル空間と見た Cnの一次独立な有
限個のベクトルから生成される Cnの離散部分 Abel群とするとき，
Cn/Γ.

Property: 複素トーラスはコンパクト複素可換Lie群であり，逆に
任意のコンパクト複素 Lie群は適当な複素トーラスと同型である．

�

【例 3.86 (Hopf surface)】 　

Definition:

M = {z ∈ C2 − {0}}/Γ;

Γ = {φn | φ(z) = 2z, n ∈ Z} . (3.10.5)
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Property: Hopf surfaceはどのような次元の射影空間にも埋め込め
ない．

�

【例 3.87 (Hopf manifold)】 　

Definition: λを |λ| �= 1, 0を満たす複素数，Γλを z �→ λzにより定
義されるCp+1の離散線形変換群とするとき，

Mp
λ := (Cp+1 − {0})/Γλ. (3.10.6)

Property: M p
λ ≈ S2p+1 × S1 （微分同相）

�

【例 3.88 (Calabi-Eckmann manifold)】 　

Definition: τ1, τ2を実一次独立な２つの複素数，Γ をそれらの生
成するCの離散部分群とする．[z0, · · · , zp]，[w0, · · · , wq]を Pp(C),

Pq(C)の同次座標系，Uα, Vλをそれぞれ zα �= 0，wλ �= 0に対応す
るアファイン開近傍として，Pp(C)× Pq(C)の開被覆 {Uα × Vλ}に
関する遷移関数 ψβμ,αλ : (Uα × Vλ) ∩ (Uβ × Vμ) → C/Γを

ψβμ,αλ =
1

2πi

(
τ1 log zβ/zα + τ2 logwμ/wλ

)
(3.10.7)

により定義する．このときこの遷移関数の定める主ファイバーバン
ドルを

Mp,q
τ1,τ2

(Pp(C)× Pq(C),C/Γ) (3.10.8)

と表す．

Property:

i) Mp,q
τ1,τ2

≈ S2p+1 × S2q+1（微分同相）.

ii) Mp,q
τ1,τ2
にはGL(p+1; C)×GL(q+1; C)が正則かつ推移的に作

用する．

�
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3.10.3 Kähler manifold

【例 3.89 (Cn, complex torus)】 　

Definition:

ds2 =
n∑

α=1

dzαdz̄α, (3.10.9)

Φ = −i
n∑

α=1

dzα ∧ dz̄α. (3.10.10)

Property: コンパクトで複素平行化可能な複素多様体の中でKähler

計量を持つものは複素トーラスに限られる．

�

【例 3.90 (Pn(C): Fubini-Study metric)】 　

Definition: [z0, · · · , zn]をPn(C)の同次座標系，π : Cn+1−{0} →
Pn(C)を標準射影とすると，

Φ = π∗(Φ̃); Φ̃ = −4i∂∂̄ log(z0z̄0 + · · ·+ znz̄n). (3.10.11)

局所座標系 tα = zα/z0では

ds2 = 4
(1 +
∑

α t
αt̄α)
∑

α dt
αdt̄α − (

∑
α t̄

αdtα)(
∑

α t
αdt̄α)

(1 +
∑

α t
αt̄α)2

.

(3.10.12)

Property: Pn(C)に推移的に作用する U(n + 1)に対して Fubini-

Study計量は不変．

�

【定義 3.91】 　KS ∼ 0(標準直線束が自明)，q = 0(H1(S,R) = 0)と
なる複素曲面をK3曲面という．[数学事典] �

【定理 3.92】 　

97 目次へ



目次へ

K3曲面に対して次が成り立つ：

i) K3曲面は単連結であり，すべて互いに可微分同相である．

ii) K3曲面 Sのホモロジーは

Hk(S; Z) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Z k = 0, 4

Z22 k = 2,

0 k = 1, 3

また，Sの交叉形式は

2(−E8)⊕ 3

(
0 1

1 0

)

iii) すべてのK3曲面はKähler計量をもつ．

iv) K3曲面のモジュライ空間は２０次元である．そのなかで，代数的
K3曲面は無限個の連結成分をもつ１９次元の部分空間となる．

[Barth, W., Peters, C. and Van de Ven, A.: Compact Complex

Surfaces (1984)] �
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3.11 Twistor

3.11.1 Basic definitions

3.11.1.1 Spinor description

【定義 3.93 (Twistor equation)】 　

1. (1, 0)型スピノール ωAに対するスピノール方程式

∇(A
A′ω

B) = 0 (3.11.1)

をツィスター方程式，その解を基本ツィスターないし

2

6
4

1

0

3

7
5型ツィ

スターといい，シンボリックにZα，W βのように表す．また，基本
ツイスター全体の作る線形空間をツィスター空間といい，Tと表す．

2. ツィスター空間Tの双対空間を共役ツィスター空間といいT∗と表す．

また，共役ツィスター空間の元を基本共役ツィスターないし

2

6
4

0

1

3

7
5

型ツィスターといい，シンボリックにZα, Wβのように表す．

�

【命題 3.94 (Twistor equation の整合性)】 　

1. ∇AA′ が一般に電磁場が存在する曲がった時空上の共変微分とする
と，ツィスター方程式より

ΨABCDω
D = −ieφ(ABωC) (3.11.2)

が得られる．特に，電磁場が存在しないとき，ゼロ以外のツィスター
が存在するためには，時空が共形的に平坦であることが必要である．

2. ツィスター方程式は共形変換

εAB → ε̂AB = ΩεAB, (3.11.3)

ωA → ω̂A = ωA (3.11.4)

に対して

∇̂(A
A′ ω̂

B) ≡ Ω−1∇(A
A′ω

B) = 0 (3.11.5)

と変換する．したがって，共形不変である．
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�

【命題 3.95】 　任意の基本ツィスター ωAに対して，ka = ωAω̄A′
は

null conformal Killingベクトルとなる．逆に，任意の null conformal

Killingベクトル kaは適当なツィスター ωAを用いて ka = ωAω̄A′
と

表される． �

【命題 3.96 (Minkowski時空の twistor)】 　

1. Minkowski 時空において，ツィスター方程式は次の２式に分解さ
れる：

∇BA′ωC = −iεBCπA′ , (3.11.6)

∇AA′πB′ = 0. (3.11.7)

これより，基本ツィスターは４個の複素数 (ωA(0), πA′)を用いて

ωA = ωA(0)− ixAA′
πA′ (3.11.8)

と表され，複素線形空間として同型Tα ∼= C4が成り立つ．

2. (ωA(0), πA′)は Lorentz変換に対しては (1, 0)型および (0, 1)型スピ
ノールの組として変換し，並進 xAA′ → xAA′

+ aAA′
に対しては，

ωA(0)→ ωA(0) + iaAA′
πA′ , (3.11.9)

πA′ → πA′ (3.11.10)

と変換する．

3. ２つの基本ツィスターZα = (ωA, πA′)，W α = (λA, σA′)に対して，

Φ(Z,W ) = ZαW̄α = ωA(σ̄A + πA′ λ̄A′
(3.11.11)

とおくと，右辺は xが実Minkowski時空の点であるとき xによら
ない一定の値を取り，ツィスター空間 Tに符号が (+ +−−)のエル
ミート内積を定義する．この内積はツィスター空間から共役ツィス
ター空間への反線形写像

T 
 (ωA, πA′) → (π̄A, ω̄
A′

) ∈ T∗ (3.11.12)

を与える．
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�

【定義 3.97 (Helicity)】 　

1. 基本ツィスターZα = (ωA, πA′)に対して，

s =
1

2
ZαZ̄α (3.11.13)

で定義される sをヘリシティという．

2. ヘリシティがゼロ，正，負の基本ツィスターからなるツィスター空
間の部分集合をそれぞれT0,T+,T−と表す．

�

【命題 3.98 (運動量，角運動量との関係)】 　

1. ヘリシティsのツィスターωAに対して，対応するnullベクトルka =

ωAω̄A′は

εabcd∇akbkc = 2skd, (3.11.14)

∇kk
a = i(ωAπ̄A − ω̄A′

πA′)ka, (3.11.15)

∇(akb) =
i

2
(ωAπ̄A − ω̄A′

πA′)gab (3.11.16)

を満たす．特に，kaは shear-free null congruenceを与える．

2. 質量ゼロの粒子の４元運動量をP a，角運動量をMab = xaP b−xbP a

とすると，それらは適当なツィスターZα = (ωA, πA′)を用いて，

pa = πAπ̄A′ , Mab = i
(
ω(Aπ̄B)εA

′B′
ω̄(A′

πB′
εAB
)

(3.11.17)

と表される．さらに，Zαのヘリシティを sとすると

1

2
εabcdPbM

cd = sP a (3.11.18)

が成り立つ．(P a,Mab)はZαを全体としての位相 (Zα → eiθZα)を
除いて一意的に決定する．

�
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【命題 3.99】 　

1. 複素Minkowski時空 CM4上で，各基本ツィスター Zα = (ωA, πA′)

に対して，πA′ �= 0のとき，ωA(x) = 0となる点 x ∈ CM4の全体
は接ベクトルがすべて複素nullベクトルからなる２次元複素平面と
なる．これはα平面と呼ばれ，Zαの成分の比 [ωA(0), πA′]のみで決
まる．

2. α平面と実Minkowski時空M4の交わりは，ヘリシティs = 0，すな
わち Zα ∈ T0の時かつその時のみ空でなく，ka = π̄AπA′

に平行な
null lineとなる．

3. 逆に複素Minkowski時空CM4上の点xに対して，ωA(x) = 0を満た
す基本ツィスターの全体はTの２次元複素線形部分空間Lxとなる．

4. Tの任意の２次元複素線形部分空間Lは L = Lxにより一意的に複
素Minkowski時空CM4の点 xを定める．xが実Minkowski時空の
点となるための必要十分条件は，Lが T0に含まれることである．

�

【定義 3.100】 　ツィスター空間を４次元複素線形空間と見たとき，
対応する射影空間を射影ツィスター空間といい，PTと表す．ツィス
ター空間のヘリシティによる分割に対応して射影ツィスター空間は
３つの部分集合 PT+,PT0,PT−に分割される． �

【命題 3.101】 　射影ツィスター空間 PTの複素射影直線の全体は，
Grassmann多様体M2,2(C)と同相な４次元コンパクト複素多様体 C̄4

となるが，それから無限遠点 [ωA(0), πA′] = [ωA(0), 0, 0]を除いた部
分集合は，自然に複素Minkowski時空CM4と同一視できる．この同
一視のもとで，PT0に含まれる複素射影直線の全体は実Minkowski

時空M4の１点コンパクト化を与える． �

3.11.1.2 Twistor algebra

【定義 3.102】 　
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1. ツィスター空間とその双対空間のテンソル積，(⊗pT)⊗ (⊗qT∗)の元

を

2

6
4
p

q

3

7
5-型ツィスターという．

2

6
4
p

q

3

7
5-型ツィスターは一般に，2p+q

個の混合スピノール場の組

TA1···Ap
B1···Bq , TA′

1

A2···Ap
B1···Bq , · · · , TA′

1···A′
p

B′
1···B′

q (3.11.19)

で表され，Minkowski時空ではそれぞれ時空座標 xについて上付き
添え字の数と同じ次式の式で表される．これらのスピノール場は，
時空の並進に対して，そのツィスター空間への表現のテンソル積表
現に従って変換する．

2.

2

6
4
p

q

3

7
5-型ツィスターを表現する場の中でTA1···ApB′

1···B′
q という成分表

示をもつものを primaryスピノール成分という．

2.

2

6
4

1

1

3

7
5-型ツィスター

Eα
β =

(
θA

B ξAB′

ηA′B ζA′B
′

)
(3.11.20)

が条件

Ēβ
α = Eα

β : ξAB′
= ξ̄AB′

, ηAB′ = η̄AB′ , θA
B = ζ̄B

A (3.11.21)

を満たすとき，Hermitianツィスターという．

3.

2

6
4

2

0

3

7
5-型ツィスター

Sαβ =

(
σAB ρA

B′

τA′B κA′B′

)
(3.11.22)

が条件

S̄βα = ±Sαβ : σAB = ±σBA, ρA
B′ = ±τB′A, κA′B′ = ±κB′A′

(3.11.23)

を満たすとき，対称ツィスター (+)，反対称ツィスター (−)という．
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4.

2

6
4
p

q

3

7
5-型ツィスターが

T α···δ
ρ···τ = T (α···δ)

(ρ···τ), (3.11.24)

T αβ···δ
ασ···τ (3.11.25)

を満たすとき，trace-free symmetric ツィスターという．

�

【命題 3.103】 　

1. 対称

2

6
4

2

0

3

7
5-ツィスター

Sαβ =

(
σAB ρA

B′

τA′B κA′B′

)
(3.11.26)

の各成分は次の方程式を満たす：

∇CC′σAB = −iεCAτB
C′ − iεC

BρA
C′, (3.11.27)

∇CC′ρA
B′ = −iεCAκC′B′ , (3.11.28)

∇CC′τB
A′ = −iεCBκA′C′, (3.11.29)

∇CC′κA′B′ = 0. (3.11.30)

特に，primary part σABは方程式

∇(C
C′σ

AB) = 0 (3.11.31)

を満たし，その任意の解は Sαβを一意的に決定する．

2. Sαβの primary partσABを用いて

Qab = iσABεA
′B′ − iσ̄A′B′

εAB (3.11.32)

とおくと，QabはKilling-Yanoテンソル，すなわち

∇(aQb)c = 0 (3.11.33)

を満たす．さらに

ξa =
1

3
∇bQ

ba = −ρAB′ − ρ̄AB′
(3.11.34)

はKillingベクトルとなる．
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�

【定義 3.104 (Killing spinor)】 　 (p, q)型スピノール場 ξA···DR′···T ′

が方程式

∇(E
(U ′ξ

A···D)
R′···T ′) = 0 (3.11.35)

を満たすとき，Killingスピノールという． �

【命題 3.105】 　

1. Trace-free symmetricツィスターのprimary part TA···DR′···T ′
= λA···DR′···T ′

はKillingスピノールとなり，trace-free symmetricツィスターのす
べての成分を一意的に決定する．

2. ξA···DR′···T ′ をKillingスピノール，pa = πAπ̄A′ を質量ゼロ粒子の運
動量とすると，

∇pπ
A = 0 (3.11.36)

のとき，

Q = ξA···DR′···T ′
πA · · ·πDπ̄R′ · · · π̄T ′ (3.11.37)

は運動の保存量となる．

�

【命題 3.106】 　

1.

2

6
4

1

1

3

7
5型エルミートツィスター

Eα
β =

(
θA

B ξAB′

ηA′B ζA′B
′

)
(3.11.38)

の各成分は方程式

∇CC′ξAB′
= iεC′B

′
θA

C − iεC
AζC′B

′
, (3.11.39)

∇CC′θA
B = −iεCAηC′B, (3.11.40)

∇CC′ζA′B
′
= iεC′B

′
ηA′C , (3.11.41)

∇CC′ηA′B = 0 (3.11.42)

を満たす．
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2. Eα
βの primary part ξAB′は方程式

∇(B
(B′ξ

A)
A′) = 0 (3.11.43)

を満たし，conformal Killing vectorと１対１に対応する．

�

【命題 3.107 (角運動量ツィスター)】 　 運動量 pa = pAA′
および角運

動量Mabのスピノール表示

Mab = μ̄ABεA
′B′

+ μA′B′
εAB (3.11.44)

を用いて，

Aαβ =

(
0 pA

B′

pA′
B 2iμA′B′

)
(3.11.45)

とおくと，Aαβは対称ツィスターとなる． �

3.11.1.3 Vector description

【命題 3.108 (Minkowski時空のコンパクト化)】 　

1. x̂ = (xαβ) (α, β = 0, · · · , 3)を反対称テンソルとして，

CM
 :=
{
[xαβ ] ∈ CP5

∣∣ x[αβxγδ] = 0
}

(3.11.46)

により，CP5の４次元コンパクト超曲面CM
を定義すると，

ds2 = εαβγδdx
αβdxγδ (3.11.47)

はCM
に共形的に平坦な共形構造を与える．

2. ρ ∈ GL(4,C)を用いて，CP5のアフィン変換を

x̂ �→ ρx̂ρT (3.11.48)

により定義すると，この変換はCM
に共形変換を誘導する．
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3. CM
の開集合 x23 �= 0を

x̂ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 s −w z̃

−s 0 −z w̃

w z 0 1

−z̃ −w̃ 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ (3.11.49)

(s = zz̃ − ww̃)と座標付けすると，計量 ds2は

ds2 = μ(dzdz̃ − dwdw̃) (3.11.50)

と表され，複素Minkowski時空CM4と共形となる．

�

【定義 3.109】 　CM
の null２次元面は，その１次独立な接ベクト
ル L,M から作られる bivector L ∧M が自己共役のとき，α平面と
いう．また，L ∧M が反自己共役のとき，β平面という． �

【命題 3.110】 　CM4の双 null座標を (z, z̃, w, w̃)とおく：

ds2 = 2(dzdz̃ − dwdw̃). (3.11.51)

1. CM4の自己双対２次形式の基底は

dz ∧ dw, dz̃ ∧ dw̃, dz ∧ dz̃ − dw ∧ dw̃ (3.11.52)

で与えられる．特に，自己双対 null２次形式 πabπab = 0は

ζ2
0dz̃ ∧ dw̃ + ζ0ζ1(−dz ∧ dz̃ + dw ∧ dw̃)− ζ2

1dz ∧ dw (3.11.53)

と表される．

2. CM4の反自己双対２次形式の基底は

dz ∧ dw̃, dz̃ ∧ dw, dz ∧ dz̃ + dw ∧ dw̃ (3.11.54)

で与えられる．特に，自己双対 null２次形式 πabπab = 0は

ζ ′20dz ∧ dw̃ + ζ ′0ζ ′1(dz ∧ dz̃ + dw ∧ dw̃)− ζ ′21dz̃ ∧ dw (3.11.55)

と表される．
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�

【命題 3.111】 　CM
の同次座標 x̂ = (xαβ)を用いると，各 α平面Z

は，[Zα] ∈ CP3を用いて

x[αβZγ] = 0 (3.11.56)

と表される．特に，(Z2, Z3) �= 0に対して，この方程式はdouble null

座標を用いて，

Z2z̃ + Z3w = Z0, Z2w̃ + Z3z = Z1 (3.11.57)

と表され，接ベクトルは

L = Z2∂z − Z3∂w̃, M = −Z2∂w + Z3∂z̃ (3.11.58)

で与えられる． �

【定義 3.112】 　

1. CMの α平面の全体を (射影)ツイスター空間といい，PTと表す．
PTはCP3の開集合

CP3 − CP1 =
{
[Zα] ∈ CP3

∣∣ (Z2, Z3) �= 0
}

となる．

2. CM
の開集合 Uに対して，U と交わる α平面の全体を U のツイス
ター空間といい，P(U)と表す：

P(U) = {Z ∈ PT | Z ∩ U �= ∅} (3.11.59)

3. CM
の開集合U に対して，U ×P(U)の部分集合

F = {(x, Z) ∈ U ×P(U) | x ∈ Z} (3.11.60)

を対応空間という．F からU およびPへの全射が存在する：

F

q↙ ↘p

U P

(3.11.61)
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射影 qに対するファイバーはCP1，射影 pに対するファイバーはα

平面とU の交わりとなる．したがって，F は直積U ×CP1に同相
で，その部分集合U×C上では p, qは具体的に次のように表される：

p : (w, z, w̃, z̃, ζ) �→ (λ, μ, ζ) = (ζw + z̃, ζz + w̃, ζ) (3.11.62)

q : (w, z, w̃, z̃, ζ) �→ (w, z, w̃, z̃) (3.11.63)

�
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3.12 解析空間

3.12.1 解析的部分集合

【定義 3.113 (複素部分多様体)】 　 n次元複素多様体M の部分集合
N に対し，各点 x ∈ N の適当な近傍 Uxにおいて，階数が kの正則
な関数の組 f1, · · · , fkで，N ∩ Uxが f1, · · · , fkの共通零点となるも
のが存在するとき，N をM の複素部分多様体という．N はそれ自
体で n− k次元の複素多様体となる． �

【定義 3.114 (解析的部分集合)】 　

1. n次元複素多様体M の部分集合 V は，その各点 xに対して近傍 Ux

とUx上の適当な正則関数の組{f1, · · · , fm}が存在して，V ∩ Ux =

{z ∈ Ux | f1(z) = · · · = fm(z) = 0}が成り立つとき，解析的部分集
合という．特に，各点の近傍で１個の正則関数の零点となる解析的
部分集合は主解析的部分集合または解析的超曲面という．

2. M の解析的部分集合 V に対して，V が x ∈ V の近傍で複素部分多
様体となるとき，xを正則点といい，正則点全体からなる部分集合
を V ∗と表す．（V が空集合でなければ）V ∗は決して空集合となるこ
とはない．また，正則点以外の点を特異点といい，その全体 V −V ∗

を Vsと表す．

�

【定義 3.115 (既約性)】 　 複素多様体Mの解析的部分集合 V は，２
つの解析的部分集合 V1, V2 �= V を用いて V = V1 ∪ V2と表されると
き可約，可約でないとき既約という． �

【命題 3.116】 　解析的部分集合 V が既約であるための必要十分条件
は，V ∗が連結となることである． �
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3.12.2 解析的局所モデル

【定義 3.117 (Cnの構造層)】 　 Cnの各開集合 U に対して U 上の
正則関数の全体 O(U)を対応させることにより得られる可換環の層
をO = OCn，その z ∈ Cn上でのストークOzをOn,zと表す．特に，
On,0をOnと表記する．On,zは局所環となるので，(Cn,O)は局所環
付空間である． �

【命題 3.118 (Onの性質)】 　

1. Onは局所環で，f(0) = 0となる関数の全体がその極大イデアルと
なる．

2. Onは一意分解整域である．

3. (弱い零点定理）f ∈ Onが既約で，h ∈ Onが fの零点集合上でゼロ
となるなら，Onにおいて hは f により割り切れる．

�

【定義 3.119 (局所モデル)】 　 V を複素多様体Mの解析的部分集合，
M の開集合U に

I (U) = {f ∈ OM(U) | f |U∩V = 0 if U ∩ V �= ∅}
を対応させることにより定義されるOM のイデアル層をI，J を
I の部分層で

√
J = I となるイデアル層する．このとき，商層

OM/J は（M − V 上でストークが自明となるので）V 上の局所
環の層と見なすことができる．M が Cn の開集合のとき，このよ
うにして構成される局所環付空間 (V,OV )を解析的局所モデル，層
OV = OM/J をその構造層という，特に，J = I のとき，(V,OV )

を被約な解析的局所モデルという， �

3.12.3 解析空間

【定義 3.120 (解析空間)】 　 局所環付空間 (X,OX)が解析空間である
とは，XがHausdorffで，開被覆X = ∪iUiと解析的局所モデルの系
(Vi,OVi

)が存在し，局所環付空間としての同型 (Ui,OX|Ui
) ∼= (Vi,OVi

)

が成り立つことである．また，解析的局所モデルと同型な開集合を
座標近傍とよぶ． �
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【定義 3.121 (部分空間)】 　 (X,OX)を解析空間とする，

1. Xの開集合Uに対して，局所環付空間 (U,OX|U)は解析空間となり，
(X,OX)の開部分空間という．

2. X の閉集合 Z は，各座標近傍 U において Z ∩ U が適当な有限個
の関数が生成するイデアル I ⊂ OX(U)の共通零点 V (I)として表
されるとき，I (U) = Iにより定義されるイデアル層をI として，
構造層OZ = OX/I |Z をもつ解析空間となる．このとき，(Z,OZ)

は (X,OX)の閉部分空間，I はその定義イデアルと呼ばれる．さ
らに，解析空間 (Y,OY )から (X,OX)への射 (i, i∗)に対して，V =

i(Y )となる (X,OX)の閉部分空間 (V,OV )が存在し，射 (i, i∗)が同
型 (Y,OY ) ∼= (V,OV )を誘導するとき，射 (i, i∗)は閉埋め込みと呼
ばれる，

�

【定理 3.122 (連接イデアル層)】 　解析空間 (X,OX)の連接イデアル層
I と解析的閉部分空間 (V,OV )とは，V = Supp(I )，OV = OX/I

の関係により，１対１に対応する． �

【定義 3.123 (特異点)】 　 解析空間 (X,O)の点 xにおいて，Oxが正
則局所環となるとき，xは非特異点，そうでないとき特異点という．

�

【命題 3.124】 　解析空間Xが被約かつ既約のとき，その特異点集合
XsingはX の解析的閉部分集合で，その補集合はX で稠密となる．

�

3.12.4 代数幾何学との対応

【定理 3.125 (GAGAの原理 [Serre JP (1956)])】 　 (X,OX)を射影
的スキーム，(Xh,OXh)を対応するコンパクト複素解析空間とする．
このとき，X 上の連接OX-加群層のカテゴリーから，Xh上の連接
OXh-加群層のカテゴリーへの自然な関手

(CohX) → (CohXh); F �→ F h

は，カテゴリー同値を与える． �
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【系 3.126】 　

1. 射影的スキームX上の任意の連接OX-加群層F と任意の整数 pに
対して，コホモロジー群の自然な写像

Hp(X,F ) → Hp(Xh,F h)

は同型写像となる．

2. 射影空間の複素解析的閉部分空間には，自然に代数的閉部分スキー
ムの構造がはいる．

3. 射影的スキームX, Y の間の複素解析空間としての射 g : Xh → Y h

に対して，スキーム射 f : X → Y が存在して，g = fhとなる．

4. 射影的スキームXに対して，自然な準同型

p∗ : H1(X,O×
X) → H1(Xh,O×

Xh)

は同型写像となる．

�

【定義 3.127 (Moishezon 多様体)】 　 コンパクト複素多様体 X
は，その有理型関数体に対して tr.d.K(X ) = dimX が成り立つとき，
Moishezon多様体という． �

【定義 3.128 (Hodge多様体)】 　 コンパクト Kähler多様体 X は，
Kähler類 (∈ H2(X ,C))がH2(X .Z)に含まれるとき，Hodge多様
体という．[< [Har77]] �

【注 3.129 (射影的となる条件)】 　

1. 任意の１次元コンパクト複素多様体は射影的代数曲線である．[Rie-

mann]

1次元非特異：コンパクト = 完備代数的 = 射影的

2. 複素多様体が代数的であるためには，Moishezon多様体であること
が必要である．
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3. ２次元以上では，定数以外に有理型関数をもたないコンパクト複素
多様体が存在する．したがって，代数的でないコンパクト複素多様
体が存在する．

4. 2次元Moishezon多様体は，射影的代数曲面となる．[Chow & Ko-

daira (1952)]

2次元非特異：コンパクト � Moishezon = 完備代数的 = 射影的

5. ３次元以上では，代数的でないMoishezon多様体が存在する．[Hi-

ronaka H (1960), Moishezon BG (1967)]

3次元以上で非特異：
コンパクト � Moishezon � 完備代数的 � 射影的

6. すべてのMoishezon多様体は，非特異点を中心とするブローアップ
を有限回行うことにより射影的となる．[Moishezon]

7. Moishezon多様体はKählerならば，射影的である．[Moishezon BG

(1967)]

8. コンパクト多様体が射影的であるための必要十分条件は，Hodge多
様体となることである．[Kodaira K (1954)]

Kählerで非特異:

コンパクト⊃ Hodge = Moishezon = 完備代数的 = 射影的

[< [Har77]] �

【定理 3.130 (Artinの代数化定理)】 　 xを解析空間Xの孤立特異
点とすると，C上の代数多様体Aとその特異点P が存在し，Xにお
ける xの適当な近傍とAを解析空間と見なした場合のP の適当な近
傍が解析空間として同型となる． �
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4 Algebraic Geometry

[LastUpdate: 2011.5.30]

4.1 スキーム代数多様体

4.1.1 代数的局所モデル

4.1.1.1 アフィン代数多様体

【定義 4.1 (Zariski位相)】 　

1. kを体として，多項式環R = k[x1, · · · , xn]を空間 kn上の関数の環
と見なすとき，Rのイデアル Iに属する関数の共通零点全体の集合
を Iにより定義される代数的部分集合といい，V (I)で表す．

2. knの代数的部分集合の全体は位相に対する閉集合の公理を満たす．
この位相はZariski位相という．

�

【命題 4.2 (アフィン空間)】 　空間knにおいて，多項式環k[x1, · · · , xn]

をRと記し，そのイデアルから定義されるZariski位相を knに導入
する．

1. f ∈ Rとして，U(f) = kn \V (f)の全体はZariski位相の開集合の基
となる．すなわち，任意のRのイデアル Iと点x ∈ U(I) = kn−V (I)

に対して，適当にfを取れば，x ∈ U(f) ⊂ U(I)．また，U(f) ⊂ U(g)

なら，f = gh(h ∈ R)である．

2. kn上の前層を

U(f) �→ R(f) = R[1/f ],

U(f) ⊂ U(g) �→ p = pU(f)U(g) : R(g) → R(f); p(1/g) = h/f

(f = gh)

により定義する．この前層の層化により得られる層をOknとすると，
Okn の点 x = aにおけるストークOkn,aは，MaをRの極大イデア
ル (x1− a1, · · · , xn− an)として，局所環 (RMa , RMaMa)となる．こ
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のようにして得られる局所環付空間 (kn,Okn)を体 k上の n次元ア
フィン空間といい，An

k と記す．また，R = k[x1, · · · , xn]はその座
標環という．

�

【定義 4.3 (アフィン代数多様体)】 　 局所環付空間としてのアフィン
空間An

k = (kn,Okn)において，その座標環Rのイデアル Iは，対応
U(f) �→ R(f)I により Okn のイデアル層I を与え，商層 Okn/I の
台はX = V (I)となる，したがって，この商層はX上の層OXと同
一視でき，また，X上の点 pでのストークは局所環Okn,p/Iとなる．
このようにして構成される局所環付空間 (X,OX)をアフィン代数的
集合，IとR/Iをその定義イデアルおよび座標環という．また，既
約なアフィン代数的集合をアフィン代数多様体という． �

4.1.1.2 アフィンスキーム

【定義 4.4 (アフィンスキーム圏)】 　 Rを可換環，Spec(R)をその素
イデアル全体の集合とする．この集合から次の方法で局所環付空間
(X,OX)を構成する．

1, Rの任意の部分集合Eに対して，

V (E) = {p ∈ Spec(R) | E ⊆ p} ,
U(E) = Spec(R)− V (E)

とおくとき，様々な Rのイデアル Iに対するV (I)の全体は閉集合の
公理を満たし，Spec(R)にZariski位相を定義する．以下，Spec(R)

にこの位相を付加した空間をX とおく．このとき，x ∈ U(I)は，
I � pxと同等．

2. f ∈ Rに対して，イデアル (f)に対応する閉集合と開集合をV (f), U(f)

と書くことにすると，U(f)の全体はXの開集合の生成系となる．ま
た，U(f) ⊂ U(g)なら f = gh (h ∈ R)となる．
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3. 対応

U(f) �→ Rf = R[1/f ],

U(f) ⊂ U(g) �→ p = pgf : Rg → Rf ; p(1/g) = h/f

(f = gh)

により，X上の前層を構成し，その層化により得られる層をOXと
おく．このとき，点 x上のストークは局所環Rpx となる．

このようにして構成される局所環付空間 (X,OX)を可換環Rの定め
るアフィンスキームといい，(Spec(R), R̃)で表す．また，Rを座標
環，OX = R̃を構造層という．アフィンスキームの全体とそれらの
間の局所環付空間としての射は，アフィンスキーム圏をつくる．

4. 特に，体k上の多項式環k[x1, · · · , xn]の剰余環R = k[x1, · · · , xn]/I

の定めるアフィンスキームを体 k上の代数的アフィンスキームとい
う． �

【定理 4.5 (環論との同値性)】 　 環の準同型写像 f : A→ Bとアフィ
ンスキームの射 (g, θ) : Spec(B) → Spec(A)の間には自然な一対一
対応があり，可換環の圏からアフィンスキームの圏への反変関手は
カテゴリーの同値を与える：

(Ring) → (Af − Sch)o, A �→ Spec(A). (4.1.1)

�

【定義 4.6 (加群層)】 　 環A上の加群M に対して，アフィンスキー
ムX = Spec(A)上のOX-加群層 M̃ を次の対応により定める：

U(f) �→ Γ(U(f), M̃) = Mf = Af ⊗A M.

�

【定理 4.7】 　環AとそのアフィンスキームX = Spec(A)に対して，
A-加群の圏からOX-加群層の圏への関手

(A−Mod)→ (OX −Mod), M �→ M̃ (4.1.2)

は，充満忠実な完全関手 (fully faithful exact functor)を与える． �
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【定理 4.8 (アフィンスキーム上の準連接層のコホモロジー)】 　 R

を任意の単位可換環として，X = Spec(R)とおくと，任意の準連接
OX 加群層F に対して，

H0(X,F ) = Γ(X,F ),

H i(X,F ) = 0, ∀i > 0.

[< [宮西 90] < Grothendieck A & Dieudonné J, EGA] �

4.1.2 スキーム

4.1.2.1 基本定義

【定義 4.9 (スキーム圏)】 　

1. 局所環付空間 (X,OX)において，Xの各点 xに対して xの開近傍U

と可換環Axが存在し，(U,OX |U)と (Spec(Ax), Ãx)が局所環付空間
として同型となるとき，(X,OX)をスキーム，OX をその構造層と
いう．

2. スキームの開集合Uは，(U,OX|U)があるアフィンスキーム (Spec(A), Ã)

に局所環付空間として同型となるとき，アフィン開集合と呼ばれる．

3. 二つのスキーム (X,OX)と (Y,OY )の間の局所環付空間としての射
(f, φ) : (Y,OY ) → (X,OX)をスキームの射という．また，このよう
な射 f が存在するとき，Y をX上のスキーム，f を構造射という．

4. I が OX の準連接イデアル層ならば，Y = Supp(OX/I ),OY =

OX/I |Y として，(Y,OY )はスキームである．このように表される
スキームをXの閉部分スキームという．

�

【定義 4.10 (S-スキーム圏)】 　 スキームX からスキーム Sへのス
キーム射 f : X → S が存在するとき，射組 (X, f)ないしX を S-

スキーム，f を構造射という．また，２つの S-スキーム f ;X → S,

g : Y → Sの間の射 h : X → Y は，g◦h = f となるとき S（上の）
射 (morphism over S)と呼ばれる．特に，kを体として，Spec(k)上
のスキームを単に k-スキームとよぶ． �
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4.1.2.2 ファイバー積

【定義 4.11 (ファイバー積)】 　２つのS-スキームf ;X → S, g : Y → S

に対して，それらの S-スキーム圏での直積，すなわち次の普遍写像
性を満たす S-スキームX ×S Y → Sおよび S射 p : X ×S Y → X，
q : X ×S Y → Y の組をファイバー積 (fibre product)という．

任意の S-スキーム Z と S 射 a : Z → X，b : Z → Y に対して，
p◦c = a, q◦c = bとなる S射 c : Z → X ×S Y が一意的に存在．

特に，体 k上のスキームに対しては，k-スキームとしてのファイバー
積をしばしば直積とよぶ． �

【定理 4.12 (ファイバー積の存在)】 　任意ののS-スキーム f ;X → S,

g : Y → S に対して，ファイバー積X ×S Y → S は常に存在す
る．{Ui}i∈I をX のアフィン開被覆，{Vj}j∈J を Y のアフィン開被
覆とするとき，X ×S Y のアフィン開被覆 {Wij}i∈I,j∈J が存在して，
Ui×S Vj

∼= Wijとなる．また，X, Y, Sがすべてアフィンスキームで，
X = Spec(A), Y = Spec(B), S = Spec(C)のとき，

Spec(A)×Spec(C) Spec(B) = Spec(A⊗C B)

が成り立つ． �

4.1.2.3 有限射と固有射

【定義 4.13 (分離的射)】 　 任意の S-スキームXに対して，p1◦Δ =

p1◦Δ = idXにより決まる S-射Δ : X → X ×S Xを対角線射という．
特に，ΔがXからX ×S Xの閉部分スキームへの同型射となってい
るとき，Xは S上分離的 (separated)という． �

【定義 4.14 (（局所）有限型射)】 　 スキームXからアフィンスキー
ム Y = Spec(B)への射 f に対して，X のアフィン開被覆（有限ア
フィン開被覆）Ui = Spec(Ai)i∈Iが存在して，Aiが f ∗B上有限生成
となるとき，f は局所有限型（有限型）であるという．Y が一般の
スキームのときには，適当な Y のアフィン開被覆 {Vj}j∈Jに対して，
f |f−1(Vj )が局所有限型（有限型）となるとき，スキーム射 f : X → Y

は局所有限型（有限型）であるという． �
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【定義 4.15 (固有射)】 　 スキームの射 f : X → Y が次の条件を満た
すとき，固有射という．

i) f は分離的かつ有限型である．

ii) 任意のY -スキームZに対して，射影X×Y Z → Zが閉写像である．

�

【定義 4.16 (有限射)】 　スキームの射f : X → Y は，Y の任意のアフィ
ン開集合Uの逆像V = f−1(U)がアフィンスキームとなるとき，アフ
ィン射という．このアフィン射において，U = Spec(A), V = Spec(B)

と書くとき，常にAがB上有限生成加群となるなら，f を有限射と
いう． �

【命題 4.17 (有限射の特徴付け)】 　 Y が局所Noetherスキーム（例
えば代数的スキーム）のとき，スキーム射 f : X → Y について，次
の３つの条件は同値である：

i) 有限射．

ii) 固有かつアフィン射

iii) 固有射で，任意の y ∈ Y について f−1(y)は有限集合．

�

4.1.2.4 局所自由層と準連接層

【定義 4.18 (局所自由層)】 　

1. スキーム (X,OX)上のOX-加群層F は，構造層の有限ないし無限
個の直和

⊕
λ∈Λ OX と同型となるとき，自由層 (free sheaf)という．

また，層F は，各点の適当な近傍U でF |U が自由層となるとき，
局所自由層 (locally free sheaf)といい，rが U の取り方に依らない
ときは，rをF の階数 (rank)という．
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2. 階数１の局所自由層を可逆層 (invertible sheaf)という．X 上の可
逆層の全体はテンソル積に関してAbel群となる．この群はPicard

群といい，Pic(X)で表す．Picard群の単位元は OX，L の逆元は
L (−1) = H omOX

(L ,OX)で与えられる．

�

【命題 4.19 (局所自由層に対する射影公式)】 　スキーム射f : X → Y ,

X上のOX加群層F および Y 上の有限階数局所自由層G に対して，
つぎの公式が成り立つ：

f∗(F ⊗ f ∗G ) ∼= f∗F ⊗ G .

�

【定義 4.20 (準連接層)】 　 スキームX 上のOX 加群層F は，次の
条件を満たすとき準連接層 (quasi-coherent sheaf)であるという：

任意の点P ∈ Xに対して，その適当な近傍U ⊂ Xにおいて自由層
による表示（完全系列）

OΛ1
U −−−→ OΛ0

U −−−→ F |U −−−→ 0

が存在する．

�

4.1.3 代数的スキーム

4.1.3.1 定義

【定義 4.21 (代数的スキーム)】 　 スキームは，有限個のアフィン開
集合からなる被覆 {Ui}をもち，各アフィン開集合が代数的アフィン
スキームと同型となるとき，代数的スキームという．基礎体が kの
代数的スキーム (X,OX)は自然に k-スキームX → Spec(k)となる．

�
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【定義 4.22 (代数多様体)】 　 スキームは，各点の局所環がべきゼロ
元を持たないとき被約 (reduced)という．既約かつ被約で分離的な
代数的スキームを代数多様体 (algebraic variety)という． �

【定義 4.23 (一般点と閉点)】 　 (X,OX)を基礎体が kの代数的スキー
ムとする．

1. 代数的スキームの点 xは，その閉包がスキーム全体となるとき生成
点または一般点 (generic point)という，これは，xが各アフィン開
近傍でゼロイデアルに対応することを意味し，したがって一意的で
ある．また，xの閉包が {x}となる点は閉点という，閉点は，それ
を含むアフィン開近傍で極大イデアルに対応する，

2. k-スキームX → Spec(k)としての構造より，kから各点 xの剰余体
k(x) = OX,x/mxへの同型が定まる．したがって，開集合Uに対し，
f ∈ Γ(U,OX)の閉点 x ∈ U での値が意味をもち，f を U(の閉点か
らなる部分集合）上の関数と見なすことができる．この同一視のも
とで，Xの任意のアフィン開集合 U での有理関数体 k(U)は，U の
取り方によらずX に一般点 ηX での剰余体 k(X) := OX,ηX

/mηX
と

一致し，Xの有理関数体と呼ばれる．

�

【定義 4.24 (有理写像)】 　 ２つの代数多様体X, Y を与える．

1. U, V をX の開集合として，２つの射 f : U → Y と g : V → Y は
U∩V で f = gとなるとき，有理同値と定義する．この同値関係によ
るXの開集合からY への射の同値類を有理写像といい，f : X � Y

で表す．

2. 代数多様体の間の射 f : X → Y は，その像が Y の生成点を含むと
き，支配的 (dominating)であるという．有理写像については，それ
を代表する射が支配的なとき，支配的な有理写像という．支配的な
有理写像 f : X � Y は，有理関数の単射 f ∗ : k(Y )→ k(X)を導く．
また，２つの有理写像 f : X � Y, g : Y � Zにおいて f が支配的
なら合成有理写像 g◦f : X � Zが定まる．
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3. 有理写像として逆写像が存在する有理写像を，双有理写像 (birational

map)という．射 f : X → Y が双有理写像となるとき，双有理射
(birational morphism)という．このとき，f |U が同型射となる最大
の開集合Uに対して，E := X \Uを fの例外集合 (exceptional set)

という．特に，Eが因子となるとき，例外因子 (exceptional divisor)

と呼ばれる．

�

4.1.3.2 ベクトル束と連接層

【定理 4.25 (局所自由層の平坦性)】 　 RをNoether環，X = Spec(R)

とすると，連接OX加群層F について，次の２条件は同値である：

1) F は局所自由である．

2) 任意の点 P ∈ Xに対して，FP はOX,P 平坦である．

これより，X を代数的スキーム，F をX 上の局所自由層とする
と，任意のOX加群層の完全系列

0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0

は，完全系列

0 −−−→ A ⊗OX
F −−−→ B ⊗OX

F −−−→ C ⊗OX
F −−−→ 0

を誘導する． �

【定義 4.26 (ベクトル束)】 　 代数的スキームX上の階数 rの局所自
由層F を与える．このとき，OX 上の対称積

Sym∗
OX

F =
∞⊕

j=0

Symm
OX

F

には，自然にOX多元環層の構造が入る．これより定まるX-上の代
数的スキーム

AX(F ) := SpecX(Sym∗
OX

F )

を，F に伴うX上のベクトル束 (vector bundle)という．特に，F

が可逆層のとき，AX(F )は直線束 (line bundle)と呼ばれる． �
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【命題 4.27 (連接層)】 　 代数的スキーム (X,OX)上の連接OX-加群
層F について次が成り立つ，

i) F の台は閉集合．

ii) x ∈ X について，Fxが自由 OX,x-加群なら，F は xの近傍で局所
自由である．

iii) X の各既約成分上に空でない開集合 U が存在して，F |U は局所自
由層となる．

�

【命題 4.28 (連接イデアル層)】 　 代数的スキーム (X,OX)を与える．
このとき，X の閉部分スキーム Y にそのイデアル層OX(−Y )を対
応させることにより，閉部分スキーム全体のなす集合と連接イデア
ル層全体のなす集合の間の１対１対応が得られる． �

4.1.3.3 非特異点・特異点

【定義 4.29 (非特異点・特異点)】 　 スキーム (X,OX)の点 P にお
いて，OX,P が正則局所環 (regular local ring)となるとき，P は非
特異点 (non-singular point)，そうでないとき特異点 (singular point)

という．非特異点において局所環 OX,P の極大イデアル mP は，次
元 d個の元 x1, · · · , xdで生成される．この生成元の列を正則パラメ
ター系 (regular parameter system)という．特に，P が閉点のとき，
その適当な開近傍U が存在し，U 内の任意の閉点Qにおいて x1 −
x1(Q), · · · , xd − xd(Q)がmQの正則パラメター系となる．このよう
な x1, · · · , xd ∈ Γ(U,OX)をU における局所座標系 (local coordinate

system)という． �

【命題 4.30】 　スキームX が被約かつ既約のとき，その特異点集合
XsingはXの閉部分スキームで，その補集合はXで稠密となる． �
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4.1.3.4 接層・余接層

【定義 4.31 (接層・余接層)】 　 Xを体 k上の非特異 n次元代数多様
体，Δ : X → X ×Xを対角線射，pi : X ×X → X(i = 1, 2)を射影
とする．

1. mP を閉点 P に対する極大イデアルとするとき，T ∗
P = mP/m

2
P をP

における余接空間，TP = Homk(T
∗
P , k)を接空間という．

2. X×XにおけるΔX = Δ(X)の定義イデアル層をI = OX×X(−ΔX)

とする．X の閉点 P の十分小さな開近傍 U における局所座標系を
x1, . . . , xnとすると，yi = p∗1xi, zi = p∗2xi(i = 1, · · · , n)はアフィン
開近傍 V = U × U ⊂ X × X における局所座標系となり，I |V は
z1− y1, · · · , zn− ynで生成される．したがって，I /I 2はΔX上の
階数nの局所自由層となる．そこで，X上の階数nの局所自由層を

Ω1
X = p1∗(I /I 2) (4.1.3)

により定義し，Xの余接層 (cotangent sheaf)とよぶ．

3. 対応 zi �→ xi, yi �→ xi(P )により，Ω1
X,P/mP Ω1

X,P からmP/m
2
P への k

線形空間としての同型対応が存在する，

4. OX からΩ1
X への k-加群層としての射を

d = p1∗◦(p∗2 − p∗1) : OX → Ω1
X (4.1.4)

により定義し，微分写像 (derivation)という．このとき，任意のs, t ∈
Γ(U,OX)および c ∈ kに対して，次が成り立つ：
(1) d(s+ t) = ds+ dt

(2) d(ct) = cdt

(3) d(st) = sdt+ tds

これより，Γ(U,Ω1
X)は，dxi = zi − yiにより生成される．

5. 余接層の双対層として，接層 (tangent sheaf) TX = H omOX
(Ω1

X ,OX)

が定義される．接層の切断は正則ベクトル場という．余接層の基底
dx1, · · · , dxnの双対基底を ∂1, · · · , ∂nとすると，正則ベクトル場 v

は
v = hi∂i (4.1.5)

と表される．
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�

4.1.3.5 微分形式

【定義 4.32 (微分形式)】 　 X を体 k上の非特異 n次元代数多様体，
Ω1

X をその余接層とする．

1. Ω1
X の外積により定義される局所自由層

Ωp
X = ∧pΩ1

X (4.1.6)

を p次微分形式の層 (sheaf of differential p-form)という．U におけ
る局所座標系を x1, · · · , xnとすると，p次微分形式 s ∈ Γ(U,Ωp

X)は

s = hi1···indx1 ∧ · · · dxn (4.1.7)

と表される．

2. 層Ωp
X には，自然に外積 (exterior product)

∧ ; Ωp
X ⊗OX

Ωq
X → Ωp+q

X (4.1.8)

が定義される．また，次の条件を満たす外微分 d : Ωp
X → Ωp+1

X が一
意的に定まる： s ∈ Γ(U,Ωp

X), t ∈ Γ(U,Ωq
X)に対して

(1) d(s+ t) = ds+ dt

(2) d(s ∧ t) = ds ∧ t+ (−1)ps ∧ dt.
3. 非特異代数多様体の間の正則写像f : X → Y に対して，OX加群層と
しての引き戻し準同型写像 (pull-back homomorphism)f ∗ : f ∗Ωp

Y →
Ωp

X を，次の２条件により一意的に定義することができる：

1) p = 0のとき，関数の引き戻し写像 f ∗OY → OX と一致．

2) 任意の局所的な切断 sに対して，f ∗(ds) = d(f ∗s)．

3) f ∗(s ∧ t) = f ∗t ∧ f ∗sが成り立つ．

�

【定義 4.33 (標準層)】 　 X を n次元非特異代数多様体とするとき，
Ωn

X は可逆層となる．この可逆層を標準層 (canonical sheaf)といい，
ωX で表す． �
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4.1.4 解析空間との対応

【注 4.34 (一般的事実)】 　 X, Y をスキーム，Xh, Y hを対応する解
析空間とする．

1. XがC上分離的 ⇔ XhがHaussdorff．

2. Xが Zariski位相に関して連結 ⇔ Xhが連結．

3. Xが被約 ⇔ Xhが被約．

4. Xが非特異 ⇔ Xhが複素多様体．

5. 射 f : X → Y が固有 ⇔ 射 fh : Xh → Y hが固有（すなわち，
コンパクト集合の fhによる逆像が常にコンパクト）．

6. Xが完備 ⇔ Xhがコンパクト．

�
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4.2 因子と加群層

4.2.1 正規多様体

【定義 4.35 (正規性)】 　 スキームXは，任意の点での局所環が正規
環となるとき正規 (normal)であるという． �

【命題 4.36 (アフィンスキームの正規性)】 　 Aが整域のとき，アフィ
ンスキームX = Spec(A)に対して，次は同値である：

(1) Xは正規である．

(2) 任意の閉点 P ∈ Xに対して，OX,pは正規環である．

(3) Aは正規環である．

[< [川又 97] < Atiyah M & MacDonald I (1969)] �

【定理 4.37 (正規化定理)】 　

1. 任意の代数多様体Xに対して，正規代数多様体 X̃と双有理有限射
f : X̃ → X の組 (X̃, f)が双正則同型を除いて一意的に存在する．
この組をXの正規化という．

2. f : X̃ → Xを正規化とすると，Xのアフィン開集合U = Spec(A)に
対して，Xの関数体 k(X)でのAの整閉包を Ãとすると，f−1(U) =

Spec(Ã)となる．

3. f : X → Y を代数多様体の間の支配的な射（像が一般点を含む
射），νX : X̃ → X と νY : Ỹ → Y を正規化とする．このとき，
f ◦νX = νY ◦f̃ となる射 f̃ : X̃ → Ỹ が一意的に定まる．

�

【定理 4.38 (正規多様体の性質)】 　

1. Xを正規代数多様体とすると，その特異点集合は余次元が２以上の
閉部分多様体となる．逆に，非特異代数多様体内の閉超曲面X に
対しては，Xの特異点集合の余次元が２以上ならXは正規となる．
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2. Xを代数多様体，U をX \ U の余次元が２以上となる正規開集合，
j : U ↪→ X を開部分スキームとしての埋め込みとする．このとき，
次の２条件は同値である：

i) Xは正規．

ii) OX = j∗(OX |U).

iii) X上の任意の局所自由層Fに対して，自然な準同型写像F →
j∗(F |U)（すなわち，任意のV に対して，p : Γ(V,F ) → Γ(U ∩
V,F )）は全単射．

�

4.2.2 因子

4.2.2.1 Weil因子とCartier因子

【定義 4.39 (因子可逆層対応)】 　 Xを正規代数多様体とする．

1. Xの余次元１の閉部分多様体を素因子 (prime divisor)，素因子の整数
係数形式和を (Weil)因子 (Weil divisor)という．因子D =

∑
i niDi

は，すべての係数が ni ≥ 0となるとき有効因子 (effective divisor)

という．因子全体のなす加法群をZ1(X)で表す．

2. X は正規なので，任意の素因子Di に対応するX の（スキームと
しての）点を ηiとすると，局所環OX,ηi

は離散付値環となる．対応
する付値を ordDi

とすると，任意の有理関数 f = a/b ∈ k(X)に
対して，Diに沿う位数が ordDi

(f) = ordDi
(a)− ordDi

(b)により定
義される．したがって，解析空間の場合と同様に，有理関数の因子
(f) =

∑
Di

ordDi
(f)Diが定義できる．

3. 因子Dが局所方程式をもつ，すなわち任意の点に対して開近傍 U

とその上の有理関数 hU ∈ k(U)が存在してD|U = (hU)が成り立
つとき，DはCartier因子であるという．Cartier因子全体のなす
Z1(X)の部分群をDiv(X)で表す．

4. Cartier因子Dに伴う可逆層OX(D)を，有理関数体 k(X)の定数層
MX の部分層として次のように定義する：

Γ(U,OX(D)) = {g ∈ Γ(U,MX) | (g) +D|U ≥ 0} . (4.2.1)
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特に，有効なCartier因子Dに対して，OX(−D)は連接イデアル層
となり，Dに対応する閉部分スキームを定義する．
（注：Cartierでない因子Dに対してもOX加群層OX(D)を上記の
式により定義することができる．ただし，この場合，OX(D)は階数
１の連接層となるが可逆層とならない．）

5. 可逆層L に対して，L ⊗OX
MX の切断 sをL の有理切断 (ratio-

nal section)という．各点の適当な開近傍Uにおいて，Γ(U,L ⊗OX

MX) ∼= k(U)より，大域的有理切断 s ∈ Γ(X,L ⊗OX
MX)に対

しては，U 上で k(U)/O∗
X(U)の元が一意的に定まるので，U 上で

の因子 (s)|U が有理関数の因子と同様に定まる．このようにして構
成された異なる開集合上の因子は，整合的に張り合わされてX 上
の Cartier因子 (s)を与える．L の U 上での局所切断 tが正則で
ある条件は (t)|U ≥ 0となるので，f = t/sとおくと，Γ(U,L )は
(f) + (s)|U ≥ 0となる．したがって，４の定義より，OX((s)) = L

となり，また，切断 sは 1 ∈ Γ(X,M (X)) = k(X)に対応する．よっ
て，1 ∈ k(X)に対応するOX(D)の大域的有理切断を sDとすると，
D = (sD)が成り立つ．

�

【命題 4.40 (Weil因子に対応する連接層)】 　滑らかな代数多様体では，
Weil因子は常にCartier因子となる．さらに，一般に，Xを正規代数
多様体，X0をその非特異部分からなる開部分多様体，j : X0 ↪→ X

を埋め込みとすると，X上のWeil因子DはX0上でCartier因子と
なり可逆層OX0(D|X0)を定め，さらにその jによる順像

OX(D) := j∗OX0(D|X0)

は連接層となる． �

【定義 4.41 (Cartier因子の引き戻し)】 　 f : Y → X を正規代
数多様体間の射，D を X 上の Cartier因子とする．もし，D の各
既約成分が像 f(Y )を含まないならば，f ∗OX(D)は再び可逆層とな
り，Supp(f ∗D) = f−1(Supp(D))および OY (f ∗D) = f ∗OY (D)と
なる Y 上の Cartier因子として引き戻し (pull-back)f ∗D が次のよ
うにして定まる：X の各点の適当な近傍でD|U = div(h)のとき，
f ∗D|f−1(U) = div(f ∗h). �
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4.2.2.2 標準因子

【定義 4.42 (標準因子)】 　 Xが非特異代数多様体のとき，その標準
層 ωX に対応する因子KX を標準因子という．また，X が正規代数
多様体のときには，Xの非特異部分をU として，KU から一意的に
決まるX上のWeil因子を標準因子KX と定義する． �

【例 4.43 (Pnの標準因子)】 　 Pnの可逆層OPnに対応する因子は

OPn(m) ⇔ D = mH (Hは超平面). (4.2.2)

特に，標準層は
ωPn ∼= OPn(−n− 1), (4.2.3)

標準因子は
KPn = −(n + 1)H (4.2.4)

となる．
実際，斉次座標系

An+1 
 (X0, X1, · · · , Xn) �→ [X0 : X1 : · · · : Xn] ∈ Pn (4.2.5)

を用いると，

s = d(X1/X0) ∧ · · · ∧ d(Xn/X0) (4.2.6)

は ωPnの有理切断を与え，j �= 0に対して

s = −(X0/Xj)
−n−1d(X0/Xj)∧· · · d(Xj−1/Xj)∧d(Xj+1/Xj) · · ·∧d(Xn/Xj)

(4.2.7)

より，KPn ∼= ÷(s) = −(n+ 1)÷ (X0) ∼= −(n + 1)H . �

【定理 4.44 (標準因子の変換公式)】 　 Xを滑らかな代数多様体，Y
をその滑らかな素因子とする．このとき，

(KX + Y )|Y = KY

すなわち，
OX(KX + Y )⊗OX

OY = OY (KY )

が成り立つ． �
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4.3 射影的スキーム

4.3.1 射影的スキームの位置付け

【注 4.45】 　
1. すべての代数的多様体は完備な代数的多様体に稠密な開部分スキー
ムとして埋め込むことができる．[Nagata M (1962)]

2. すべての完備な代数曲線は射影的である．

3. すべての非特異で完備な代数曲面は射影的である．[Zeriski O (1958)]

4. 特異で完備な非射影的代数曲面が存在する．[Nagata M (1957)]

5. 非特異かつ完備で非射影的な３次元代数多様体が存在する．[Nagata

M (1958), Hironaka H (1960)]

[< [Har77]] �

4.3.2 Projスキーム

【定義 4.46 (定義)】 　 A =
⊕

j Ajを任意の非負の次数付き環（j < 0

のとき Aj = 0）とする．t ∈ k∗による Aの線形変換を a ∈ Aj �→
tja ∈ Aj により定義し，それらの作る変換群を Gmで表す．Aから
スキーム Proj(A) = (X,OX)を次のように構成する：

1. 点集合としては，Aの斉次素イデアル pでA+ =
∑

j>0Ajを含まな
いものの全体をXとする．

X = {p ∈ Spec(A) | Gmp ⊂ p, A+ �⊂ p} . (4.3.1)

2. Aの適当な斉次イデアル Iを用いて

Ṽ (I) = {p ∈ X | I ⊂ p} = V (I) ∩X (4.3.2)

と表される部分集合をX の閉集合と定義する．これは閉集合の公
理をみたし，X に位相を定義する．このとき，斉次元 h ∈ Aを用
いて

Ũ(h) = Proj(A) \ Ṽ ((h)) = {p ∈ Proj(A) | h �∈ p}
= Proj(A) ∩ U(h), Gm(h) = (h) (4.3.3)
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と表される集合の族が開集合の基本系となり，基本開部分集合と
いう．

3. A+に属する斉次元hに対して，局所化Ahの次数ゼロの元の作る部
分環をA(h) = Ah,0とおくとき，基本開部分集合 Ũ(h)は，位相空間
として Spec(A(h))と同相となる．そこで，対応

Ũ(h) �→ Γ(Ũ(h),OX) = A(h) = {f ∈ A[1/h] | Gmf = f} (4.3.4)

により前層をつくり層化をすると，Xは局所環付空間となり，Ũ(h)

はアフィン開集合となる：

OX |Ũ(h) = Ã(h), (4.3.5)

OX,p = A(p) = {f ∈ Ap | Gmf = f} . (4.3.6)

すなわち，Proj(A)はSpec(A)\p0（p0は原点に対応する素イデアル）
をGmの作用で不変な”点”および関数に制限したものである． �

【命題 4.47 (Proj関手の非単射性)】 　 次数付環A =
⊕

j≥0Ajと正
の整数 dに対して，A(d) :=

⊕
j≥0Adj と定義する．このとき，自然

な同型
Proj(A)→ Proj(A(d)); p �→ p ∩ A(d) (4.3.7)

が存在する． �

【定義 4.48 (Proj上の準連接層)】 　 Aを非負の次数付環，M =⊕
j∈ZMj をA上の次数付加群とする．t ∈ Gm = k∗のM への作用

を，v ∈ Mj �→ tjv ∈Mjにより定義する．

1. Proj(A)の各基本開集合 Ũ(h)で

M̃ |Ũ(h) = M̃(h); (4.3.8)

M(h) := {v ∈Mh = M ⊗A Ah | Gmv = v} (4.3.9)

とおくことにより，Proj(A)上の準連接層 M̃ が定義される．
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2. 特に，整数mに対して，次数付A加群A(m)を

A(m)j = Am+j (4.3.10)

により定義するとき，X = Proj(A)に対して

OX(m) := Ã(m) (4.3.11)

と定義する．

�

【命題 4.49 (Projの閉部分スキーム)】 　 Aを非負の次数付環，Iを
その斉次イデアルとする．このとき，Proj(A/I)は，台が Ṽ (I)，構
造層がOX/Ĩ となるような Proj(A) = (X,OX)の閉部分スキームに
なる． �

4.3.3 射影的スキーム

【定義 4.50 (射影空間)】 　 A = k[x0, · · · , xn]における次数付けを，
t ∈ Gm = k∗の作用を xj → txjにより定義することで定める．この
次数付けでのProj(A)を射影空間という：

Pn := Proj(k[x0, · · · , xn]) = (An+1 − {0})/Gm, (4.3.12)

�

【命題 4.51 (射影空間の連接層)】 　 射影空間Pn = Proj(k[x]) ([x] =

[x0, · · · , xn])において，M がその有限個の斉次元から生成される次
数付 k[x]-加群ならば，M̃ は Pn上の連接層となる．M の生成元を
v1, · · · , vk,その次数をd1, · · · , dkとすると，基本開集合 Ũ(h) (deg(h) =

d)において

Γ(Ũ(h), M̃) =
∑

j

OPn(Ũ(h))[x]dlj−dj
h−ljvj (4.3.13)

となる．ここで，lj は dlj − dj ≥ 0となる整数，R[x]mはR係数の
m次同次多項式の全体で張られるR加群．
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特に，任意の整数mに対して，A(m) = k[x](m)は次数−mの１
個の元 1により生成される次数付 k[x]-加群なので，OPn(m)は可逆
層となり，アフィン開集合Uj = Ũ(xj)では

Γ(Uj ,OPn(m)) = k[x/xj ] x
m
j (j = 0, 1, · · · , n) (4.3.14)

となる．したがって，大域的切断は

Γ(Pn,OPn(m)) = (k[x0, · · · , xn])m (m次の斉次多項式の全体) (4.3.15)

�

【定義 4.52 (射影的スキーム)】 　 スキームXは適当な次元の射影空
間 Pnへの閉部分スキームとしての埋め込み X ↪→ Pnが存在すると
き，射影的スキーム (projective scheme)という．射影的スキームは
代数的スキームである．特に，Xが代数多様体となるときには，射
影的多様体 (projective variety)という． �

【定理 4.53 (射影的スキームの分離性)】 　 射影的なスキームは分離
的代数的スキームとなる． �

【定義 4.54 (重み付き射影空間)】 　 {a0, · · · , an}を最大公約数が１
となる正整数の組とする．Ga0,··· ,an = k∗ 
 tのA = k[x0, · · · , xn]へ
の作用（準同型）を xj �→ tajxjにより定め，この作用によりかかる
tのベキによりAの各元の次数付けを行う．このようにして得られ
る次数付環をAa0,··· ,anとするとき，Proj(Aa0,··· ,an)を重み付き射影空
間 (weighted projective space)といい，

P(a0, · · · , an) = Proj(Aa0,··· ,an) = (An+1 − {0})/Ga0,··· ,an (4.3.16)

で表す．これは，Pnの商空間となる：

P(a0, · · · , an) = Pn/(Za0 × · · · × Zan). (4.3.17)

�

【命題 4.55 (Projの射影性)】 　 重み付き射影空間 P(a0, · · · , an)は，
射影的代数多様体である．これより，次数付環Aにおいて，A0 = k

でAがA0上有限個の斉次元で生成されるならば，Proj(A)は射影的
スキームとなる． �
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4.3.4 連接層

【定義 4.56 (大域的切断で生成される連接層)】 　 Xを代数的スキー
ム，F をX上の連接層，V をF (X)の有限次元部分空間とする．自
然な OX 加群層の射 V ⊗k OX → F が全射となるとき，F は V で
生成される (generated)という．特に，V = F (X)のとき，F は大
域的切断で生成されるという． �

【定義 4.57 (可逆層の豊富さ)】 　 Xを射影的スキームとして，その
射影空間 Pnへの埋め込みにより

OX(m) := OPn(m)⊗Pn OX (4.3.18)

とおく．L をX上の可逆層とするとき，

1) （適当な埋め込みにより）L ∼= OX(1)となるとき，非常に豊富 (very

ample)であるという．

2) 適当な正の整数mが存在して，L ⊗mが非常に豊富となるとき，豊
富 (ample)であるという．

3) 適当な正の整数mが存在して，L ⊗mが大域的切断で生成されると
き，半豊富 (semi-ample)であるという．

�

【定理 4.58 (大域的切断と豊富さ)】 　 Xを射影的なスキーム，L そ
の上の可逆層する．このとき，X 上の任意の連接層F に対して整
数m0が存在し，任意の整数m ≥ m0に対してF ⊗L ⊗mは大域的
切断で生成される． �

【定理 4.59 (大域的切断と射影射)】 　 代数的スキームX 上の可逆
層L とL を生成する有限次元線形部分空間 V ⊂ H0(X,L )を与え
る．このとき，射

ΦV : X → P(V )

が存在して，L = Φ∗
V OP(V )(1)となる． �
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【定理 4.60 (射影性とProjの関係)】 　 Xを射影的スキーム，L を
その上の半豊富な可逆層とする．このとき，次数付環

A =
⊕
m≥0

H0(X,L ⊗m) (4.3.19)

は有限生成なk多元環となる．さらに，L が豊富な可逆層なら，X ∼=
Proj(A)が成り立つ． �

4.3.5 双対定理と消滅定理

【定理 4.61 (射影的スキーム上の連接層のコホモロジー)】 　F を射影
的スキームX上の連接層とする．このとき，任意の整数 pに対して，
Hp(X,F )は有限次元 k-ベクトル空間となる．また，p > n = dimX

ならば，Hp(X,F ) = 0となる．[< [川又 97] < [Har77]] �

【定理 4.62 (Serreの双対定理)】 　 Xを滑らかで射影的なn次元代
数多様体，F をその上の局所自由層，F̌ = H omOX

(F ,OX)をそ
の双対層とする．このとき，

H i(X,F ) ∼= Hn−i(X, F̌ ⊗ ωX)′ (4.3.20)

が成り立つ．ここで，右辺において V ′は線形空間 V の双対空間を
表す．特に，可逆層OX(D)に対して，

H i(X,OX(D)) ∼= Hn−i(X,OX(KX −D))′ (4.3.21)

また，Ωpを正則 p-形式の層として，

Hq(X,Ωp) ∼= Hn−q(X,Ωn−p)′. (4.3.22)

[< [Har77]] �

【定理 4.63 (小平の消滅定理 [Kodaira K (1963)])】 　 Xを滑らかで
射影的なC上のn次元代数多様体，L をその上の豊富な可逆層とす
る．このとき，

Hp(X,L ⊗ ωX) = 0 for p > 0, (4.3.23a)

Hq(X,L ⊗−1) = 0 for q < n. (4.3.23b)

�
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【注 4.64】 　小平の消滅定理は，係数体の標数が正の時には成り立た
ない．[Raynaud] [< [Har77]] �

【定理 4.65 (Serreの消滅定理，豊富性の判定条件)】 　 Xを射影的
なスキームとするとき，その上の可逆層L に対するつぎの２つの条
件は同値である：

(1) L は豊富である．

(2) X上の任意の連接層F に対して，整数m0が存在して，任意の正の
整数 pおよび任意の整数m ≥ m0に対して，Hp(X,F ⊗L ⊗m) = 0

となる．

[< [川又 97] < [Har77]] �

4.3.6 線形系

【定理 4.66 (完備線形系)】 　 Xを正規な射影的代数多様体，Dをそ
の上のCartier因子とするとき，次の全単射が存在する：

P
(
H0(X,OX(D))

)→ |D| := {D′ | D′ ≥ 0, D′ ∼ D} .

ここで，有効なCartier因子の集合 |D|をDの完備線形系 (complete

linear system)という． �

【定義 4.67 (線形系)】 　 Xを正規な射影的代数多様体とする．

1. DをX上のCartier因子とするとき，H0(X,OX(D))の有限次元線形
部分空間 V に対応する完備線形系 |D|の射影的線形部分空間Λを線
形系 (linear system)という．dimV = r+1のとき，Λ ∼= P(V ) ∼= Pr

となるので，rを線形系Λの次元という．

2. X の点 P は，すべての因子D′ ∈ Λに対して，P ∈ Supp(D′)とな
るとき，線形系Λの固定点 (fixed point)であるという．固定点全体
の集合Bs Λは閉集合をなす．

3. 点 P が線形系 Λの固定点でないとき，Λは P で自由 (free)である
という．すべての点で自由な線形系は，単に自由な線形系という．
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4. 線形系 Λにおいて，任意のD′ ∈ Λに対し F ≤ D′となる有効因子
F のうちで最大のものを，Λの固定部分 (fixed part)といい，M =

D − F を可動部分 (movable part)という．

�

4.3.7 交点数

【定義 4.68 (コンパクト複素解析多様体における交点数)】 　 M を
n次元の（なめらかとは限らない）コンパクト複素解析多様体とす
る．このとき，Mの特異点集合は余次元が２以上のコンパクト閉集
合となるので，M の基本ホモロジー類 [M ] ∈ H2n(M,Z)が一意的
に定まる．同様に，Mの d次元閉部分多様体Zには，ホモロジー類
[Z] ∈ H2d(M,Z)が一意的に対応する．

1. 指数関数 e(h) = exp(2π
√−1h)による完全系列

0 −−−→ Z −−−→ OM
e−−−→ O×

M −−−→ 0

より，コホモロジー完全系列

H1(M,OM)
e−−−→ H1(M,O×

M)
c1−−−→ H2(M,Z)

が導かれる．M上の可逆層L をH1(M,O×
M)の元とみなすとき，こ

の完全系列により定義されるコホモロジー類 c1(L ) ∈ H2(M,Z)を
L の第１Chern類という．この定義より，

c1(L ⊗M ) = c1(L ) + c1(M )

が成り立つ．

2. M上の可逆層L1, · · · ,Ldと d次元の閉部分多様体Zに対して，交
点数 (intersection number) (L1 · · ·Ld · Z)を

(L1 · · ·Ld · Z) := (c1(L1) ∪ · · · ∪ c1(Ld))[Z] ∈ Z

により定義する．(L1 · · ·Ln ·M)は，しばしば，(L1 · · ·Ln)M ない
し (L1 · · ·Ln)と表す．
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3. M の d-次元閉部分多様体の形式的整数係数有限和 Z =
∑

j ajZjを
d-サイクルという．このとき，

(L1 · · ·Ld · Z) :=
∑

j

aj(L1 · · ·Ld · Zj)

と定義する．

�

【定義 4.69 (射影的代数多様体での交点数)】 　 M が射影的代数多
様体X に伴うコンパクト解析的多様体であるとき，X 上の可逆層
L1, · · · ,Ldと代数的 dサイクル Zとの交点数を

(L1 · · ·Ld · Z) := (L h
1 · · ·L h

d · Zh)

により定義する． �

【命題 4.70 (被覆写像と交点数)】 　 f : Y → Xを２つの n次元射影
的代数多様体の間の全射正則射，m = [C(Y ) : C(X)]を関数体の拡
大次数とする．このとき，

i) f∗[Y h] = m[Xh] ∈ H2n(Xh,Z)となる．

ii) X 上の可逆層たちLi (i = 1, · · · .n)に対して，(f ∗L1 · · · f ∗Ln) =

m(L1 · · ·Ln)となる．

�

【定義 4.71 (Cartier因子の交点数)】 　 Xを n次元の射影的代数多
様体とする．X 上の Cartier因子Di (i = 1, · · · , d)および d次元閉
部分多様体 Zに対して

(D1 · · ·Dd · Z); = (OX(D1) · · ·OX(Dd) · Z)

と定義する． �
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【定理 4.72 (Cartier因子のChern類)】 　 Dを滑らかな射影的代
数多様体X上のCartier因子，[D]∗をそのホモロジー類のPoincaré

双対とするとき，次の関係式が成り立つ：

c1 (OX(D)) = [D]∗ ∈ H2(Xh,Z).

�

【定理 4.73 (Euler数の評価)】 　 Xを n次元の射影的スキーム，L

を可逆層，F を連接層とする．

1. χ(X,F ⊗L ⊗m)はmに関して次数が高々nの多項式となる．

2. 任意の正の整数 pに対して，dimHp(X,F ⊗L ⊗m)はmに関する
n次の多項式で上からおさえられる．

�

4.3.8 Riemann-Rochの定理

この節では，係数体はすべてCとする．

4.3.8.1 Chern標数とTodd標数

【定理 4.74 (Chern類の存在)】 　 滑らかな射影的代数多様体X

上の階数 rの局所自由層F に対して，次の性質を満たす i番目の
Chern類 ci(F ) ∈ H2i(Xh,Z) (0 ≤ i ≤ r)が定義できる．ただし，
c(F ) =

∑r
i=0 ci(F ) ∈ H∗(Xh,Z)は全Chern類である．

0) c0 = 1.

1) 滑らかな射影的代数多様体間の正則射f : X → Y に対して，c(f ∗F ) =

f ∗c(F )．

2) 局所自由層たちの完全系列 0 → F1 → F2 → F3 → 0に対して，
c(F2) = c(F1)c(F3)．

3) 可逆層L に対して，c(L ) = 1 + c1(L )．
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�

【定理 4.75 (Chern類の別の定義)】 　 滑らかな射影的代数多様体X

上の階数 rの局所自由層F に対して，p : Y = P(F ) → Xを対応す
る射影空間束，ξ = c1(OY (1))とすると，

r∑
i=0

(−1)ip∗ci(F )ξr−i = 0

が成り立つ． �

【命題 4.76 (接束の第１Chern類)】 　 c1(F ) = c1(det(F ))となる．
特に，c(X) := c(TX)と定義すると，c1(X) = c1(−KX)が成り立つ．

�

【定義 4.77 (Chern標数)】 　 滑らかな射影的代数多様体X 上の階
数 rの局所自由層F に対して，次数 1の形式元 ξj (j = 1, · · · , r)を
用いてその全Chern類を

c(F ) =
r∏

j=1

(1 + ξj)

と形式的に分解する．このとき，

ch(F ) :=
∑

j

eξj ∈ H∗(X,Q)

によって定義される全コホモロジー環の元 ch(F ) を Chern 標数
(Chern characteristic)という．このとき，

ch(F ) =
∞∑
i=0

chi(F ); chi(F ) ∈ H i(X,Q)

により定義されるコホモロジー類 chi(F )は c1(F ), · · · , ci(F )の（r
に依存しない）多項式となる．具体的な形は，

ch0 = r,

ch1 = c1,

ch2 =
1

2

(
c21 − 2c2

)
,

ch3 =
1

6

(
c31 − 3c1c2 + 3c3

)
,

ch4 =
1

24

(
c41 − 4c21c2 + 4c1c3 + 2c22 − 4c4

)
.
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�

【定義 4.78 (Todd標数)】 　 滑らかな射影的代数多様体X上の階数
rの局所自由層F に対して，次数 1の形式元 ξj (j = 1, · · · , r)を用
いてその全Chern類を

c(F ) =
r∏

j=1

(1 + ξj)

と形式的に分解する．このとき，

td(F ) :=
∏

j

ξj
1− e−ξj

∈ H∗(X,Q)

によって定義される全コホモロジー環の元 td(F )をTodd標数 (Todd

characteristic)という．このとき，

td(F ) =
∞∑
i=0

tdi(F ); tdi(F ) ∈ H i(X,Q)

により定義されるコホモロジー類 tdi(F )は c1(F ), · · · , ci(F )の（r
に依存しない）多項式となる．具体的な形は，

td0 = 1,

td1 =
1

2
c1,

td2 =
1

12

(
c21 + c2

)
,

td3 =
1

24
c1c2,

td4 =
1

720

(−c41 + 4c21c2 + 3c22 + c1c3 − c4
)
.

�

4.3.8.2 Riemann-Rochの定理

【定理 4.79 (Hirzebruch-Riemann-Roch)】 　 滑らかな n次元射
影的代数多様体X上の局所自由層F に対して，次の関係式が成り
立つ：

χ(X,F ) = (ch(F ) td(TX))2n [X]. (4.3.24)

�
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説明. 例えば，F が可逆層のとき，c1(F ) = ξ, ci = ci(X)とおくと，n =

1, 2, 3, 4に対して

χ(X1,F ) = ξ +
1

2
c1,

χ(X2,F ) =
1

2
ξ2 +

1

2
c1ξ +

1

12
(c21 + c2),

χ(X3,F ) =
1

6
ξ3 +

1

4
c1ξ

2 +
1

12
(c21 + c2)ξ +

1

24
c1c2,

χ(X4,F ) =
1

24
ξ4 +

1

12
c1ξ

3 +
1

24
(c21 + c2)ξ

2 +
1

24
c1c2ξ

+
1

720

(−c41 + 4c21c2 + 3c22 + c1c3 − c4
)
.

【定理 4.80 (交点数とEuler数の関係)】 　 Xを n次元の射影的代数
多様体とする．

1. X上の可逆層L に対して，(L n) = (L · · ·L )とおくと，

χ(X,L ⊗m) =
mn

n!
(L n) + (mに関して低次の多項式).

2, X上の可逆層L1, · · · ,Lnに対して，

χ(X,L ⊗m1
1 ⊗ · · · ⊗L ⊗mn

n )

= (L1 · · ·Ln)m1 · · ·mn + (m1, · · · , mnに関する他の項)

�

4.3.9 射影的射

【定義 4.81 (相対射影的スキーム)】 　 代数的スキームXとその上の
次数付OX-多元環の層A =

⊕
m≥0 Amで次の条件を満たすものを考

える：

1) 任意のmに対して，Amは連接層となる．

2) A はA0多元環の層として，有限個のmに対するAmたちで生成さ
れる．
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このとき，Xの各アフィン開集合Ujにおいて，自然な射OX(Uj) →
A (Uj)は，スキーム射

Yi = Proj(A (Uj)) → Uj = Spec(OX(Uj))

を誘導し，張り合わせによりX上の代数的スキームY を定める．こ
の Y をProjXA と書き，X上の射影的スキームまたは射影的X-ス
キームとよぶ．射影 f : Y → X は射影的射 (projective morphism)

と呼ばれる． �

【定義 4.82 (射影空間束)】 　 代数的スキームX 上の局所自由層 V

から，対称テンソル積によりX 上の次数付加群層A = Sym∗
OX

V

を作る．この次数付加群層から構成されるX 上の射影的スキーム
ProjXA を射影空間束 (projective space bundle)といい，PX(V )で
表す． �

説明. Xの各点で適当なアフィン開集合U と k上の線形空間Vが存在し
て，V |U = OU ⊗k V となる．これより，A |U ∼= OU [V] = OU ⊗k k[V]

(k[V]は dimV 個の変数をもつ多項式環）となるので，W = PU(V |U) ∼=
U ×k P(V)となる．PX(V )はこれらを張り合わせたもの．したがって，
OPX(V )(1)|W = p∗2OP(V)(1)が成り立つ．
さらに，これより，p : PX(V ) → X を自然な射影的射とするとき，

p∗OW (m) = OU ⊗k Γ(P(V),P(V)(m))．よって，mが正の整数のとき，

p∗OPX(V )(m) ∼= Symm
OX

V

となる．

【定理 4.83 (射影空間束への埋め込み)】 　 Y が代数的スキームX上
の射影的スキームであることと，Y がX上の射影空間束の閉部分ス
キームであることは同等である．正確には次が成り立つ．
f : Y → Xを代数的スキームX上の射影的スキームとすると，X

上の射影空間束 p : PX(V ) → X への Y の閉スキームとしての埋め
込み j : Y ↪→ PX(V )が存在して，f = p◦jとなる．
逆に，代数的スキーム Y が，代数的スキームX 上の射影空間束

p : PX(V ) → X の閉スキームとすると，Y はX 上の射影的スキー
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ム f : Y = ProjXA → Xとなり，埋め込みを j : Y ↪→ PX(V )とし
て f = p◦jが成り立つ．ここで，OY (1) = OPX(V )(1) ⊗OPX (V )

OY に
対して，A =

⊕
j≥0 f∗OY (m). �

【定義 4.84 (f-豊富)】 　 f : Y = ProjXA → X をX 上の射影的
スキームとすると，アファイン開集合U ⊂ X上で，Ũ = f−1(U) =

ProjA (U)となるので，Ũ 上で可逆層 OŨ(1) = A (U)(1)̃が構成で
き，張り合わせにより，Y 上の可逆層OY (1)を定義する．このとき，
一般に Y 上の可逆層L について，

1. 適当な表現 Y = ProjXA のもとで，L ∼= OY (1)となるとき，非常
に f-豊富 (f -vary ample)であるという．

2. 適当な正の整数mが存在して，L ⊗mが非常に f -豊富となるとき，
f-豊富であるという．

�

4.3.10 豊富性の数値的判定

4.3.10.1 Z-可逆層

【命題 4.85 (閉部分スキームへの制限)】 　 射影的な代数的スキーム
X に対して，その上の可逆層L が豊富となるための必要十分条件
は，X の任意の閉部分多様体Z に対してL ⊗OX

OZ が豊富となる
ことである． �

【命題 4.86 (豊富さの伝播)】 　 射影的な代数的スキーム間の有限射
f : X → Y と Y 上の可逆層L に対して，L が豊富なら f ∗L も豊
富である．さらに，f が全射ならば，逆も成り立つ． �

【定理 4.87 (中井の判定条件)】 　 射影的な代数的スキームXの上の
可逆層L が豊富になるためには，任意の閉部分多様体Zに対して，

(L d · Z) > 0 (d = dimZ)

が成り立つことが必要十分である． �
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4.3.10.2 Q-可逆層，R-可逆層

【定義 4.88 (Q-可逆層，R-可逆層)】 　代数多様体Xに対して，Picard

群 Pic(X)をR係数に拡大した群Pic(X)R = Pic(X)⊗Z Rの元をR-

可逆層 (R-invertible sheaf)という．また，その部分群 Pic(X)Q =

Pic(X)⊗Z Qの元をQ-可逆層 (Q-invertible sheaf)という． �

【定義 4.89 (数値的同値性とネフ)】 　 Xを射影的な代数多様体とす
る．可逆層と閉部分多様体の交点数の定義はR-可逆層に自然に拡張
できる．

1. 任意の曲線 C ⊂ X に対して (L · C) ≥ 0となる（R-）可逆層L

は，数値的に半正 (numerically semi-positive)またはネフ (nef)であ
るという．

2. ２つのR-可逆層L とL ′は，X上の任意の曲線Cに対して (L ·C) =

(L ′ ·C)となるとき，数値的に同値であるといい，L ≡ L ′で表す．

3. X上の２つのR-１サイクルC,C ′ ∈ Z1(X)Rは，X上の任意の可逆
層L に対して，(L ·C) = (L ·C ′)となるとき，数値的に同値であ
るといい，C ≡ C ′で表す．

�

【定理 4.90 (射影公式)】 　 射影的な代数多様体間の射 f : X → Y が
与えられたとき，X上の曲線Cと Y 上の可逆層L に対して

(f ∗L · C) = (L · f∗C)

が成り立つ． �

【命題 4.91 (ネフの伝播)】 　 射影的な代数多様体間の射 f : X → Y

と Y 上のR-可逆層L に対して，L がナフなら，f ∗L もネフとな
る．さらに，f が全射なら，逆もなりたつ． �

【定理 4.92 (ネフ可逆層と部分多様体の交わり)】 　 射影的な n次元
代数多様体X 上のネフな可逆層をL とすると，任意の部分多様体
Y（dim Y = d）に対して，(L d · Y ) ≥ 0となる． �
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【定義 4.93 (豊富錘と曲線の錘)】 　 射影的な代数多様体X に対し
て，互いに双対な有限次元実ベクトル空間を次のように定義する：

N1(X) = {R-可逆層の数値的同値類 }
= R⊗Z {可逆層の数値的同値類 } ,

N1(X) = {R-1-サイクルの数値的同値類 }
= R⊗Z {1-サイクルの数値的同値類 }

N1(X)は，Neron-Severi群

NS(X) := c1(Pic(X)) ⊂ H2(Xh,Z)

に対応する実線形空間NS(X)Rと同型である：

N1(X) ∼= NS(X)R := R⊗Z NS(X).

この空間の次元をPicard数といい，

ρ(X) := dimNS(X)R

で表す．
豊富な可逆層の数値的同値類たち全体が生成する，N1(X)の中の

凸錐体Am(X)を豊富錘 (ample cone)という．豊富錘は開集合とな
る．また，曲線の数値的同値類たち全体が生成する，N1(X)の中の
閉じた凸錐体 Cv(X)を曲線の錘 (cone of curves)という．Cv(X)は
NE(X)とも表す． �

【定理 4.94 (Kleimanの判定条件)】 　 射影的な代数多様体X の豊
富錘と曲線の錘は次に意味で互いに双対錘となる：

Am(X) =
{
z ∈ N1(X)

∣∣ (z · w) > 0 ∀w ∈ Cv(X) \ {0}} ,
Cv(X) \ {0} = {w ∈ N1(X) | (z · w) > 0 ∀z ∈ Am(X)} ,

�

【注 4.95 (Abel曲面の豊富錘)】 　 ネフという概念は豊富という概念
に非常に近いものである．実際，Abel曲面（複素トーラスと同型と
なる滑らかな射影的代数曲面）に対しては，N1(X)の中で [L ]2 > 0

により定義される錘体は２つの連結成分を持ち，その一つがAm(X)

と一致する． �
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【定義 4.96 (相対的 1-サイクルと f-ネフ)】 　 f : X → Sを代数多様
体間の射影的正則射とする．

1. X上の曲線Cは，f(C)が S上の１点となるとき，f に関して相対
的 (relative)であるという．fに関して相対的な曲線たちの形式的な
R係数１次結合

∑
i aiCiを相対的R-1-サイクル (relative R-1-cycle)

という．

2. X上のR-可逆層L は，任意の相対的な曲線C ⊂ Xに対して (L ·
C) ≥ 0となるとき，f に関して数値的に半正 (numerically semi-

positive for f)または f-ネフ (f -nef)であるという．

3. ２つのR-可逆層 L とL ′は，任意の相対的な曲線Cに対して (L ·
C) = (L ′ · C)となるとき，f に関して数値的に同値 (numerically

equivalent for f)であるといい，L ≡S L ′で表す．
この定義の元で，互いに双対な有限次元実線形空間を

N1(X/S) = {R-可逆層の f に関する数値的同値類 }
= R⊗Z {可逆層の f に関する数値的同値類 } ,

N1(X) = {相対的R-1-サイクルの数値的同値類 }
= R⊗Z {相対的 1-サイクルの数値的同値類 }

により定義する．
f -豊富な可逆層の数値的同値類たち全体が生成する，N1(X/S)の
中の凸錐体Am(X/S)を f-豊富錘 (f -ample cone)という．f -豊富錘
は開集合となる．また，f に関して相対的な曲線の数値的同値類た
ち全体が生成する，N1(X/S)の中の閉じた凸錐体 Cv(X/S)を相対
的曲線の錘 (cone of relative curves)という．Cv(X/S)はNE(X/S)

とも表す．

�

4.3.11 Q-因子，R-因子

【定義 4.97 (諸定義)】 　 Xを正規多様体とする．

1. X 上の素因子の実数係数（有理数係数）線形結合D =
∑

i aiDiを
R-因子 (R-divisor)（Q-因子 (Q-divisor)）という．すべての aiが非
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負のとき，Dは有効であるという．R-因子の全体はR上の線形空間
Z1(X)R = Z1(X)⊗Rを，Q-因子の全体はQ上の線形空間Z1(X)Q =

Z1(X)⊗Qをなす．

2. R-因子はCartier因子Ejの実数係数の線形結合
∑

j bjEjで書かれる
とき，R-Cartier因子であるという．同様に，Q-因子はbjが有理数と
なる同様の線形結合で表されるとき，Q-Cartier因子であるという．
これらの全体のつくる可換群は，それぞれDiv(X)R = Div(X)⊗ZR，
Div(X)Q = Div(X)⊗Z Qで表される．

3. 準同型 s : Div(X) → Pic(X), D �→ OX(D)は自然に準同型 s :

Div(X)R → Pic(X)Rに拡張される．この拡張のもとで，２つのR-

Cartier因子D1, D2は，s(D1) = s(D2) ∈ Pic(X)Rのとき，R-線形
同値 (R-linearly equivalent)であるといい，D1 ∼R D2で表す．２
つのQ-Cartier因子D1, D2の，Q-線形同値 (Q-linearly equivalent)

D1 ∼Q D2も同様に定義される．

4. 全射正則写像 f : Y → X に対しては，R-Cartier因子
∑

j bjEj の
引き戻しが式 f ∗D :=

∑
j bjf

∗Ejにより定義でき，Dの表し方に依
存しない．また，R-可逆層の引き戻しとも整合的となる．

�

【定義 4.98 (Q-分解的)】 　 正規な代数多様体は，その上の任意の素
因子がQ-Cartier因子となるとき，すなわち適当な整数をかければ
Cartier因子となるとき，Q-分解的 (Q-factorial)であるという． �

4.3.12 双有理不変量

4.3.12.1 小平次元

【定義 4.99 (飯高・小平次元)】 　 Xを正規な射影的代数多様体，Dを
その上のCartier因子とする．正の整数mに対して，H0(X,mD) �= 0

なら，線形系 |mD|に伴う有理写像Φ|mD| : X � P(H0(X,mD))が
構成できる．このようなmが存在するとき，飯高・小平次元κ(X,D)

を
κ(X,D) := max

m∈N
dim Im (Φ|mD|)
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により定義する．一方，存在しないときには，κ(X,D) = −∞と約
束する．κ(X,D) = dimX となる因子は，巨大 (big)であるという．

�

【定理 4.100 (h0(X,mD)の増大度による特徴付け)】 　 一般に，正
の実数 α, βと正の整数m0が存在して，m0の任意の正倍数mに対
して，次の評価式が成り立つ．

αmκ(X,D) ≤ h0(X,mD) ≤ β mκ(X,D).

�

【定理 4.101 (飯高・小平次元の伝搬性)】 　 f : X → Y を正規で射
影的な代数多様体間の正則な全射，Dを Y 上のCartier因子とする
とき，

κ(X, f ∗D) = κ(Y,D)

が成り立つ． �

【定義 4.102 (射影多様体の種数と小平次元)】 　 X を滑らかな射影
的代数多様体とする．

1. 正の整数mに対して，

Pm(X) := dimH0(X,mKX)

をXのm重種数 (m-genus)という．特に，

pg(X) := P1(X)

をXの幾何種数 (geometric genus)という．

2. Xの小平次元 κ(X)を

κ(X) := κ(X,KX)

により定義する．特に，κ(X) = dimX となるとき，X は一般型
(general type)であるという．

151 目次へ



目次へ

�

【定理 4.103 (多重種数の双有理不変性)】 　 滑らかな射影的代数多様
体間の双有理正則射 f : X → Y を与える．このとき，任意の正の整
数mに対して，引き戻し準同型 f ∗ : H0(Y,mKY ) → H0(X,mKX)

は全単射となる．特に，κ(X) = κ(Y )． �

【定義 4.104 (数値的飯高・小平次元)】 　 L を n次元の射影的代数
多様体X 上のネフな可逆層とするとき，組 (X,L )の数値的飯高・
小平次元 (numerical Iitaka-Kodaira dimension)ν(X,L )を次のよう
に定義する：

ν(X,L ) := max
{
t ∈ Z≥0

∣∣ [L ]t �≡ 0
}
.

ここで，[L ]t �≡ 0は，t次元の閉部分多様体 Y が存在して，([L ]t ·
Y ) �= 0となることを意味する．定義から，0 ≤ ν(X.L ) ≤ nとなる．
ネフなCartier因子に対しては，

ν(X,D) := ν(X,OX(D))

とおく． �

【定理 4.105 (ν(X,D)と κ(X,D)の関係)】 　 Xが正規な射影的代数
多様体，DがネフなCartier因子のとき，

ν(X,D) ≥ κ(X,D)

が成り立つ． �
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4.4 被覆空間

4.4.1 被覆空間と分岐

【定義 4.106 (被覆空間)】 　正規な代数多様体間の有限射f : Y → X

を被覆空間 (covering space)という． �

【定理 4.107 (正規化による被覆空間の構成)】 　Xを正規な代数多様体，
K = k(X)をその関数体とすると，アフィン開被覆X = ∪jSpec Aj

に対して，Ajたちの商体はすべてKと一致し，AjはKの中で整閉
となっている．いま，LをK の有限次代数的拡大体として，Aj の
Lの中での整閉包をBjとすると，BjはAj-加群として有限生成で，
その商体はすべて Lとなる．さらに，Spec Bj を張り合わせること
により，k上の正規な代数多様体 Y（正規化）が得られ，自然な射
π : Y → Xは被覆空間となる．逆に，任意の被覆空間はこのように
して構成することができる． �

【定義 4.108 (分岐指数)】 　 f : Y → X を正規代数多様体から滑ら
かな代数多様体への全射有限射とする．Xの素因子Dの f による引
き戻しを，相異なる素因子Eiにより f ∗D =

∑
i aiEiと分解したと

き，ai ≥ 2となるなら f はEiで分岐している (ramified)といい，ai

を分岐指数 (ramification index)という． �

【定理 4.109 (分岐因子)】 　 f : Y → X を正規代数多様体から滑ら
かな代数多様体への全射有限射とする．このとき，Y 上の有効因子
Rが存在して，

KY = f ∗KX +R; R =
∑

i

(ai − 1)Ei

と書ける．Rは f の分岐因子と呼ばれ，写像 f の Jacobi行列式の因
子となる．ここで，Eiは分岐する素因子，aiは分岐指数である．特
に，分岐する素因子の数は有限である． �

【定義 4.110 (エタール)】 　滑らかな多様体間の全射有限射f : Y → X

は，f の分岐因子がゼロとなるとき，エタール (étale)であるという．
f がエタールとなるための必要十分条件は，複素解析多様体の射と
して局所同型射となることである． �
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【定理 4.111 (分岐集合の純粋性 [Zariski])】 　 f : Y → Xを正規代
数多様体から滑らかな代数多様体への全射有限射とする．もし，分
岐因子がゼロならば，Y も滑らかで，f はエタールとなる． �
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4.5 特異点

4.5.1 ブローアップ

4.5.1.1 一般的定義

【定義 4.112 (ブローアップ)】 　 代数的スキームXとその閉部分ス
キーム Cを与える．C に対応する連接イデアル層を I とし，B =⊕

d≥0 I dに自然な次数付OX-多元環の構造をいれる．このとき，X
上の射影的スキームからの自然な射 μ : Y = ProjXB → X を，C
を中心としたXのブローアップという． �

説明. ProjXBはXのアフィン開集合上のProjスキームの張り合わせな
ので，X がアフィンスキームX = Spec(A)の場合を考える．このとき，
Cの定義イデアルを Iとして，

B =
⊕
j≥0

Ij = A⊕ I ⊕ I2 · · · (4.5.1)

とおくと，μは

μ : Proj(B) → Spec(A); q �→ q ∩B0 = q0

で与えられる．ここで，次数付環としての１変数多項式環A[x]を

A[x] ∼= A⊕ A⊕ · · ·

と表すと，BはA[x]の（次数付環としての）部分環となる．また，Aの
素イデアル pに対して

p[x] = pA[x] ∼= p⊕ p⊕ · · ·

はA[x]の済次素イデアルとなる．よって，任意の p ∈ Spec(A)に対して，

p̃ := p[x] ∩ B = p⊕ (p ∩ I)⊕ (p ∩ I2)⊕ · · ·

はBの済次素イデアルとなり，p̃ �⊃ B+なら ProjA(B)の点となる．

1. X \C上での対応：p �∈ Cのとき，C = V (I)より，I �⊂ p．したがっ
て，h ∈ I, h �∈ pとなる h ∈ Aが存在．このとき，Bの hを含まな
い（済次）素イデアル qとBhの（済次）素イデアル qhは１対１に
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対応する（q = qh ∩ B）ので，q ∈ μ−1(p)はBhの済次素イデアル
qhで (qh)0 = phとなるものと１対１に対応．ところが，h ∈ Iより

Bh = Ah ⊕ Ih ⊕ (I2)h ⊕ · · ·
= Ah ⊕ Ah ⊕Ah ⊕ · · · = Ah[X]

となるので，qh = phAh[x] = p̂h，したがって q = p̃となる．これよ
り，X \ C上では μは１対１写像となる：

μ : p̃ �→ p ∈ X \ C.

また，μ−1(U(h)) = Ũ(h)で，OY (Ũ(h)) = B(h) = Ah = OX(U(h))

より，μはX \ C上で同型射となる．

2. p ∈ Cの逆像：このとき，I ⊂ p．まず，q ∈ μ−1(p)なら，q0 = pよ
り，q∩ (B0 \ p)．よって，m = pApをOX,p = Apの極大イデアルと
して，qは，

Bp = Ap ⊕ IAp ⊕ I2Ap ⊕ · · ·
の済次イデアル qpで (qp)0 = mとなるものと１対１に対応（問題の
局所化）．この qpに対する条件は，

pBp = m⊕ Im⊕ I2m⊕ · · · ,

とおくと，

pBp ⊂ qp ⊂ p̃p = m⊕ IAp ⊕ I2Ap ⊕ · · ·

と同等．したがって，qは

q̂ = qp/pBp ⊂ p̃p/pBp = 0⊕ k(p)I ⊕ k(p)I2 ⊕ · · ·

を満たす

B̂p = Bp/pBp = k(p)⊕ k(p)I ⊕ k(p)I2 ⊕ · · ·

の済次素イデアル q̂と１対１に対応．すなわち，

μ−1(p) ⇔ Proj(B̂p).
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3. 基本開部分集合の対応：h ∈ IdをBdの元と見るときはhdと書くこと
にすると，Y = ProjA(B)の基本開部分集合は，Ũ(hd)(h ∈ Id, d ≥ 1)

により与えられる．ここで，q ∈ Ũ(hd)は，斉次素イデアル

q = q0 ⊕ · · · ⊕ qd ⊕ · · · , h �∈ qd, B+ �⊂ q

により表される．X = Spec(A)の基本開部分集合U(h)の点p ∈ U(h)

に対して，h �∈ pより，p ∩ Id � Idとなるので，斉次素イデアル p̃

は Ũ(hd)に含まれる．また，p �∈ V (I)なら q = p̃ = μ−1(p)となり，
h �∈ qd = p ∩ Idより，h �∈ p，すなわち p ∈ U(h)．よって，

μ(Ũ(hd)) ⊃ U(h), μ(Ũ(hd)) \ U(h) ⊂ V (I).

μ(Ũ(hd))がV (I)のどのような部分を含むかは，Iの詳細の依存する．

4.5.1.2 例外因子

【定義 4.113 (イデアル層としての引き戻し)】 　スキーム射f : Y → X

とOX のイデアル層I に対して，逆像 f ∗I からの自然な準同型写
像 f ∗I ↪→ f ∗OX → OY の像から生成されるOY のイデアル層を，イ
デアル層としての逆像または引き戻し (inverse image or pull-back as

ideal sheaf)とよび，I · OY で表す． �

【定理 4.114 (ブローアップの例外因子)】 　 μ : Y → XをCを中心
としたX のブローアップ，I を C に対応する OX の連接イデアル
層とする．このとき，

(1) μは，同型写像 Y \ E → X \ Cを誘導する．

(2) I ·OY は可逆層となり，μ−1(C)に台をもつ有効なCartier因子（例
外因子)Eのイデアル層となる．しかも，−E は非常に μ-豊富な因
子となる．

�
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Proof. (1)は，ブローアップの定義に続く説明より明らか．(2)に関して，
U = Spec(A) ⊂ X，C ∩ U = V (I)とすると，μ−1(U) = ProjA(B), B =

A⊕ I ⊕ · · ·．

i) OY /I · OY の台：まず，(1)より

I · OY |Y \E = OY |Y \E .

つぎに，U ∩C �= ∅のとき，hd ∈ Idに対応するProjA(B)の基本開
集合 Ũ(hd)において，

Γ(OY , Ũ(hd)) = B(hd) = A+
Id

hd
+
I2d

h2
d

+ · · · ,

Γ(I · OY , Ũ(hd)) = IB(hd).

任意の q ∈ E ∩ Ũ(hd) = μ−1(C) ∩ Ũ(hd)に対して，q0 ∈ C ⇔
I ⊂ q0より，IB(hd) ⊂ q(hd)．よって，

Supp(OY /I · OY ) = E.

ii) I ·OY の可逆性：Y −Eで可逆層となることは明らか．一方，U上
では，I · OY |U ∼= (

⊕
j≥0 I

j+1)̃で，Uhd
上で

I · OY |Uhd

∼=
∑

0≤j≤kd,k≥0

Ikd−jIj+1

hk
d

=
∑

−1≤j≤kd,k≥0

Ikd−jIj+1

hk
d

∼= (
⊕
j≥−1

Ij+1)̃|Uhd

より，I ·OY |U ∼= B̃(1)．よって，I ·OY は可逆層で，かつμ-豊富．

【定義 4.115 (厳密変換と全変換)】 　 μ : Y → XをCを中心とした
X のブローアップ，E = μ−1(C)とする．このとき，C に含まれな
いXの閉部分多様体Zに対して，

i) μ−1 : X \ C → Y \ Eによる Z \ Cの像の閉包を μ−1
∗ Z と書き，Z

の厳密変換 (strict transform)または固有変換 (proper transform)と
いう．

158 目次へ



目次へ

ii) Z に対応する OX の連接イデアル層をI = OX(−Z)とするとき，
イデアル層としての引き戻しI ·OY = OY (−μ∗Z)に対応する閉部
分スキーム μ∗Zは，Zの全変換 (total transform)と呼ばれる．

一般の因子 D =
∑

i aiDi に対して，その厳密変換が μ−1
∗ D =∑

i aiμ∗Diにより定義される．また，Dが有効なCartier因子の差とし
てD = D′−D′′と書けるときには，Dの全変換がμ∗D = μ∗D′−μ∗D′′

により定義される． �

【命題 4.116 (閉部分スキームのブローアップ)】 　 μ : Y → X を C

を中心としたX のブローアップ，E = μ−1(C)をその例外因子，I

をCに対応する連接イデアル層とする:

μ : Y = ProjX
(⊕

j≥0

I j

)
→ X(⊃ C).

いま，Cに含まれないXの閉部分多様体Zに対して，J をその連
接イデアル層，W = μ−1

∗ Zとすると，射影μ|W : W → Zは，スキー
ム論的交わりC ∩ Zを中心としたZのブローアップと一致し，

μ|W : W = ProjZ
(⊕

j≥0

(I m + J )/J

)
→ Z(⊃ C ∩ Z).

さらに，ブローアップ μ|W の例外因子はスキーム論的交わりE ∩W
で与えられる． �

【定義 4.117 (ブローアップの中心に沿った位数)】 　 Xを滑らかな代
数多様体，Cをその滑らかな閉部分多様体，I をCのイデアル層，
μ : Y → XをCを中心とするブローアップとする：

μ : Y = ProjX
(⊕

j≥0

I j

)
→ X(⊃ C).

このとき，任意の閉点P ∈ Cに対して，開近傍Uとその上での局所
座標系 x1, · · · , xnが存在して，イデアル層I がU上では x1, · · · , xr

により生成されるようにできる．
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1. 例外因子 Eの Y 上でのイデアル層 OY (−E) = I · OY は，μ−1(U)

上で (
⊕

j≥0 I
j+1)̃と表されるので，E は U 上では IA =

⊕
j≥0 I

j+1

を含む A =
⊕

j≥0 I
j の有効斉次素イデアルの全体となる．これは，

A/IA =
⊕

j≥0 I
j/Ij+1 ∼= Sym∗

OX(U)/II/I
2の有効斉次素イデアルの

全体と１対１に対応．よって，E ∩ μ−1(U) ∼= U × Pr−1で，大域的
にはEはC上の Pr−1-束：

E ∼= PC(N ∗
C/X); N ∗

C/X = I /I 2 ∼= Ker(Ω1
X ⊗ OC → Ω1

C).

ここで，N ∗
C/X は C のX 内での法余層 (conormal sheaf)と呼ばれ

る．また，
KY = μ∗KX + (r − 1)E

となる．

さらに，UjをU ∩U(xj)とすると，Vj = μ−1(Uj)上でのY のアフィ
ン環は

OY (Vj) = k[x1, · · · , xn, x1/xj, · · · , xn/xj] ∼= k[y1, y2, · · · , yn],

xj = yj, xi = yjyi(i �= j, i ≤ r), xr+1 = yr+1, · · · , xn = yn.

このとき，

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn = (yj)
r−1dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn.

いま，μ∗ωXの有理切断をsとすると，（μ∗ωXとωY を共にωY⊗OY
MY

の部分層と見なすことにより）sは ωY の有理切断もあたえる．し
たがって，Vj上で

s = fjdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn = fj(yj)
r−1dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn

とすると，

KY = div(fj(yj)
r−1) = div(fj) + (r− 1)div(yj) = μ∗KX + (r− 1)E.

2. 点P ∈ Xと h ∈ OX,P に対して，h ∈ I d
P かつh �∈ I d+1

P が成り立つ
とき，dをイデアル層I に沿った（または中心Cに沿った）P での
hの零点の位数 (order)とよび，d = ordI(h) = ordC(h)で表す．ま
た，hd = h modI d+1

P ∈ I d
P/I

d+1
P を hの先導項 (leading term)と

いう．
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3. X 上の素因子Dが D = div(h)と表されるとき，d = ordC(h) =

minP∈X {ordC(hP )}は，DのCに沿っての重複度 (multiplicity)と呼
ばれ，multC(D)で表される．このとき，Dのμによる全変換μ∗D =

div(μ∗h)と厳密変換 μ−1
∗ Dの間には，μ−1

∗ D = μ∗D − dEの関係が
ある．また，ブローアップ μ−1

∗ D → Dの例外因子E ∩μ−1
∗ Dは，射

影空間束 Eの中で，先導項 hdにより定義される超曲面の族となっ
ている．

�

4.5.1.3 １点でのブローアップ

【例 4.118 (Anの１点ブローアップ)】 　 X = Anの原点Oを中心と
するブローアップ μ : Y → X は，O以外では，次のような Y の射
影空間束An × Pn−1への埋め込みと一致する：

An × Pn−1 ←↩ Y 
 (x1, · · · , xn, [x1 : · · · : xn])

p ↓ ↙μ

An = X 
 (x1, · · · , xn)

また，μ−1(O) = O × Pn−1となる．
Y は n個のアフィン開集合Uj (j = 1, · · · , n)により覆われ，Uj

∼=
Anとなる．Ujでの局所座標系を yji (i = 1, · · · , n)とすると，

μ∗xj = yjj, μ∗xi = yjjyji (i �= j)

が成り立つ．したがって，例外因子E = μ−1(O)は，E|Uj
= div(yjj)

と表され，次の対応により Pn−1と同型になる：

E ∩ Uj 
 (yj1, · · · , yj j−1, 0, yj j+1, · · · , yjn)

�→ [yj1 : · · · : yj j−1 : 1 : yj j+1 : · · · : yjn] ∈ Pn−1

さらに，標準因子は

dx1 ∧ · · · ∧ dxn = yn−1
jj dyj1 ∧ · · · ∧ dyjn

より，
KY = μ∗KX + (n− 1)E

により対応する． �
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【命題 4.119 (射影空間の標準線バンドルとの対応)】 　 アフィン空
間X = Anの原点を中心とするブローアップ p : Y → X において，
Y をAn × Pn−1の閉部分代数多様体と見なす．このとき，

1. Y は射影空間 Pn−1上の標準線バンドル γ1
n−1と同型である：

Y ∼= γ1
n−1 = APn−1(OPn−1(1)).

また，Pn−1の点をAnの原点を通過する直線Lと同一視すると，射
影 p : Y → Xは

Y = γ1
n−1 
 (L,x ∈ L) �→ x ∈ X = An

で与えられる．特に，例外因子E ∼= Pn−1は γ1
n−1のゼロ切断に対応

する．

2. 標準線バンドル Y = γ1
n−1 のゼロ断面 E = Pn−1への標準射影を

π : γ1
n−1 → Pn−1とおく．このとき，

OY (E) ∼= π∗OPn−1(−1)

が成り立つ．

�

証明. Pn−1 = Proj C[y1, . . . , yn] の標準アフィン被覆を
⋃n

j=1Uj (Uj =

Ũ(yj))とすると，その標準線バンドル γ1
n−1は

APn−1(OPn−1(1)) = Spec C[z1][t1] ∪ · · · ∪ Spec C[zn][tn]

= U1 ×A1 ∪ · · ·∪ Un × A1

∪ ∪
(z1, t1) · · · (zn, tn)

で与えられる．ここで，ziは Uj
∼= An−1のアフィン座標

zi = (y1/yi, · · · , yn/yi)

である．また，Vi = Ui×A1とおくと，Vi∩Vjでの座標変換は，ti/yi = tj/yj

より，
tk = zjktj , zk = zj/zjk

で与えられる．
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1. 標準線バンドルのこの開被覆のもとで，各アフィン開集合Vi = Spec C[zi][ti]

から Y への写像 νを

ν : Vi 
 (zi, ti) �→ (tizi, [zi]) ∈ Y ⊂ An × Pn−1

により定義すると，明らかに νは Vi ∩ Vjで一致し，γ1
n−1と Y の同

型対応を与える．この対応により Y と γ1
n−1を同一視すると，射影

p : Y → Xが題意の写像と一致し，例外因子Eが γ1
n−1のゼロ断面

(xi = 0)に対応することは明らか．

2. Y 上でE ∩ Vi = div(ti)となっている．ここで，f |V1 = 1/t1とおく
と，f は Y 上の有理関数となり，f |Vi

= yi/y1/ti．よって，

(E + div(f))|Vi
= div(yi/y1) = −div(y1)

これは，
OY (E) = π∗OPn−1(−1)

を意味する．

【例 4.120 (Pnの１点ブローアップ)】 　 Anの原点でのブローアップ
は，自然にPnの一点でのブローアップに埋め込まれる．そのために
は，An ↪→ Pn，An × Pn−1 ↪→ Pn × Pn−1として，次のような対応を
考えればよい：

Pn × Pn−1 = ProjPnOPn[y1, · · · , yn] ⊃ ProjUi
Ri[y1, · · · , yn]⋃ ↓yi = xi

Y = ProjPn

⊕
m≥0 I m ⊃ ProjUi

Ri[x1, · · · , xn]

∪
([x0, · · · , xn], [x1, · · · , xn])

⏐⏐"⏐⏐"μ
X = Pn 
 [x0, · · · , xn] ⊃ Ui = SpecRi.

ここで，

Pn = Proj C[x0, · · · , xn],

Ri = C [x0/xi, · · · , xn/xi] .
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また，I は原点O ∈ An = U0 ⊂ Pnに対応する Pn上の連接イデア
ル層である．
ブローアップ μの例外因子E = μ−1(O)は，O × Pn−1 (⊂ Y )と一

致する．また，射影 π : Pn × Pn−1 → Pn−1から誘導される写像

π : Y → Pn−1 ∼= E

は，μ−1(An) (⊂ Y )に制限すると，Pn−1の標準線バンドルの標準射
影 π : γ1

n−1 → E と一致する．Y は全体としては，γ1
n−1 のファイ

バーA1を P1にコンパクト化した空間（Thom空間）となり，コン
パクトで射影的代数多様体である．そのアフィン被覆は，Ui = Ũ(yi)

(i = 1, · · · , n)を Pn−1の開被覆として，

Vi0
∼= Ui ×A1 
 (y1/yi, · · · , yn/yi, ti) �→ ([yi, tiy1, · · · , tiyn], [y1, · · · , yn]),

Vi1
∼= Ui ×A1 
 (y1/yi, · · · , yn/yi, si) �→ ([siyi, y1, · · · , yn], [y1, · · · , yn]),

座標変換は

Vi0 ∩ Vj0 : ti/tj = yi/yj,

Vi1 ∩ Vj1 : si/sj = yj/yi,

Vi0 ∩ Vj1 : tisj = yi/yj

で与えられ，例外因子 Eは，E ∩ Vi0 = div(ti), E ∩ Vi1 = 0と表さ
れる．また，f |V10 = 1/t1は

f |Vi0
=

(
y1

yi

)−1
1

ti
, f |Vi1

=

(
y1

yi

)−1

si

により，Y 上の有理関数に拡大される．したがって，An のブロー
アップの場合と同様に，

Vi0 ∩ (E + div(f)) = div(yi/y1) = −div(y1),

Vi1 ∩ (E + div(f)) = div(siyi/y1) = −div(y1) + div(si).

よって，E ′ := μ−1(Pn \ An) ∼= Pn−1とおくと，

OY (E −E ′) = π∗OPn−1(−1)

を得る． �
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【命題 4.121 (射影空間上のP1バンドルとの対応)】 　射影空間X = Pn

の一点 P を中心とするブローアップ μ : Y → X において，Y を
Pn × Pn−1の閉部分代数多様体と見なす．このとき，

1. 点 P を通るX の直線 L (∼= P1)とその上の点 x ∈ Lの組の全体は，
Pn−1の標準線バンドル γ1

n−1のファイバーA1を P1にコンパクト化
して得られる多様体 γ̂1

n−1と同一視できる．このとき，Y はこのコ
ンパクトな射影的代数多様体 γ̂1

n−1と同型となる：

Y = γ̂1
n−1 
 (L,Q) st P,Q ∈ L �→ Q ∈ X = Pn.

特に，例外因子 E は γ̂1
n−1の中で {(L, P ) | P ∈ L} ∼= Pn−1に対応

する．

2. P1バンドル Y = γ̂1
n−1のPn−1への標準射影を π : γ̂1

n−1 → Pn−1，P ∗
L

を Lの中での P の共役点として

E ′ := {(L, P ∗
L)} ∼= Pn−1

とおく．このとき，

OY (E −E ′) ∼= π∗OPn−1(−1)

が成り立つ．

�

4.5.2 特異点解消

特異点解消とは，代数多様体の各双有理同値類が非特異代数多様体を
含むかどうかを問う問題である．

【定義 4.122 (特異点解消)】 　 代数多様体Xが与えられたとき，な
めらかな代数多様体 Y からの双有理的で射影的な射 f : Y → X を
特異点の解消 (resolution of singularities)という． �

【定理 4.123】 　正規で射影的な代数多様体間の双有理射f : X → Y

を与える．このとき，Y の余次元が２以上の閉集合 Zが存在し，制
限射 f : f−1(Y \ Z)→ Y \ Zは同型射となる． �
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【系 4.124】 　正規で射影的な代数多様体間の有理写像 f : X � Y を
与える．このとき，Xの余次元が２以上の閉集合Zが存在し，f が
射X \ Z → Y により代表される． �

【定義 4.125 (正規交差因子)】 　 滑らかな多様体Xの余次元１の閉
部分スキームDは，次の条件を満たすとき，正規交差因子 (normal

crossing devisor)という：

各閉点 P ∈ Xに対して，その近傍 U と局所座標系 x1, x2, · · · , xn

が存在して，ある整数 r (0 ≤ r ≤ n) によって OU(−D) =

(x1 · · ·xr)OU と書ける．ただし，r = 0は P �∈ Dに対応する．
�

【定義 4.126 (埋め込み特異点解消)】 　 滑らかな代数多様体Xとそ
の上の有効因子Dを考える．このとき，滑らかな代数的多様体から
の射影的双有理射 f : Y → X であって，全逆像 f ∗Dの台が正規交
差因子となるものを，組D ⊂ Xの埋め込み特異点解消という． �

【定義 4.127 (クレパント)】 　 正規代数多様体Xにおいて，標準因
子KXがCartier因子になっていると仮定する．このとき，特異点解
消 μ : Y → Xは，KY = μ∗KXとなるならば，クレパント (crepant)

であるという． �

【定義 4.128 (法平坦性)】 　代数多様体Xの部分多様体をC，そのイ
デアル層をICとする．もし，次数付きOC-加群層

⊕∞
j=0 I m

C /I m+1
C

が局所自由層となるとき，XはCに沿って法平坦 (normally flat)で
あるという． �

4.5.3 広中の定理

【定理 4.129 (広中の定理 I)】 　 C上の代数多様体Xに対して，次の
ようなブローアップの列

Y = XN
μN−−−→ XN−1 −−−→ · · · μ1−−−→ X0 = X

が存在する：
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i) Y はなめらかである．

ii) μi : Xi → Xi−1の中心 Ciは滑らかで，Xi−1の特異点集合に含ま
れる．

iii) Xi−1はCiに沿って法平坦である．

�

【定理 4.130 (交差の正規化)】 　 Xを滑らかなC上の代数多様体，Z
をその代数的閉部分集合とする．このとき，ブローアップの列

Y = XN
μN−−−→ XN−1 −−−→ · · · μ1−−−→ X0 = X

が存在して，次の条件を満たす：

i) μi : Xi → Xi−1の中心Ciは滑らかで，Zの集合論的逆像に含まれる．

ii) 合成写像μ : Y → Xに対して，集合論的逆像μ−1(Z)は正規交差因
子となる．

�

【定理 4.131 (線形系の自由化)】 　 Xを滑らかなC上の代数多様体，
Λ = {Dλ}をその上の線形系とする．このとき，ブローアップの列
の合成 μ : Y → Xが存在して，全逆像 μ∗Λ = {μ∗Dλ}が自由な線形
系ΛY = {Lλ}と固定部分 F に分解する：

μ∗Dλ = Lλ + F.

しかも，F の台が正規交差となるようにできる． �

【定理 4.132 (有理写像の不確定点除去)】 　 滑らかな射影的代数多
様体間の有理写像 α : X � Z に対して，ブローアップの列の合成
μ : Y → X が存在して，合成写像 α◦μ : Y → Zが正則写像となる．

�
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4.5.4 特異点の分類

4.5.4.1 Gorenstein族

【定義 4.133 (Cohen-Macaulay型)】 　 正規特異点P において，そ
の局所環が Cohen-Macaulay環となるとき，Cohen-Macaulay型
特異点という． �

【定義 4.134 (Q-Gorenstein特異点)】 　 正規特異点P の近傍Xに
おいて，ある正整数 rが存在し，ω⊗r

X が可逆層になるとき，(X,P )

を Q-Gorenstein特異点，rの最小値を指数 (index)という．指数
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rのQ-Gorenstein特異点を r-Gorenstein特異点という．また，1-

Gorensteinでかつ Cohen-Macaulay型となる特異点を単に Goren-

stein特異点という． �

【定義 4.135 (対数的特異点)】 　 正規な代数多様体Xとその上のR-

因子Dの組 (X,D)は，つぎの条件をみたすとき，対数的劣末端特異
点 (sub-log terminal singularity)のみをもつといい，略して subLT：

(1) KX +DはR-Cartier因子である．

(2) 非特異代数多様体からの射影的双有理正則射 f : Y → X と，Y
上の R-因子で正規交差な台をもつもの E が存在して，KY + E =

f ∗(KX +D)かつE =
∑

i eiEi, ei < 1(Eiは素因子）となる．

さらに，Dが有効ならば，組 (X,D)は対数的末端特異点 (log terminal

singularity)のみをもつといい，略してLTであるという．
上記の条件 (2)の代わりに ei ≤ 1が成り立つ場合，組 (X,D)は，

対数的劣標準特異点 (sub-log canonical singularity)のみをもつとい
い，略して subLCという．また，Dが有効ならば，組 (X,D)は対
数的標準特異点 (log canonical singularity)のみをもつといい，略し
てLCであるという �

4.5.5 有理特異点

【定義 4.136 (有理特異点)】 　 正規な代数多様体 Y の特異点解消
μ : X → Y において，

Rpμ∗OX = 0, ∀ p > 0

が成り立つとき，Y は有理特異点のみをもつという．[< [川又 97]]

�

【命題 4.137 (有理特異点の性質)】 　 有理特異点の局所環はCohen-

Macaulay環となる．[< [川又 97] < Kempf G, Knudsen F, Mumford

D & Saint-Donat B (1973)] �

【定理 4.138】 　正規な代数多様体とその上のR-因子の組 (X,D)が
LTであるなら，Xは有理特異点のみをもつ．特に，商特異点は有理
特異点である．[< [川又 97]] �
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4.5.6 代数曲面の特異点

4.5.6.1 極小特異点解消

【定義 4.139 (極小特異点解消)】 　 正規な代数曲面または複素解析
曲面の特異点解消 μ : X → Y において，例外曲線に (−1)-曲線が
含まれないとき，μは Y の極小特異点解消 (minimal resolution of

singularities)という．[< [川又 97]] �

【定理 4.140 (極小特異点解消の存在)】 　 任意の正規な代数曲面ま
たは複素解析曲面 Y は，同型を除いてただ１つの極小特異点解消を
もつ．
さらに，特異点解消 μ : X → Y が極小特異点解消であるための

必要十分条件は，KX が μ-ネフとなる，すなわち任意の例外曲線C

に対して，(KX · C) ≥ 0となることである．[< [川又 97]] �

【定義 4.141 (基本サイクル)】 　 正規な代数曲面 Y とその上の特異点
P に対して，極小特異点解消 μ : X → Y における P 上の例外曲線
たちをC1, · · · , Cmとする．このとき，次の２条件を満たす有効因子
Z =
∑

i aiCiを，特異点 (Y, P )の基本サイクル (fundamental cycle)

という：

i) すべての iに対して，ai > 0かつ (Z · Ci) ≤ 0．

ii) 任意のゼロでない因子W =
∑

i biCiに対して (W · Ci) ≤ 0, ∀iとな
るならば，W ≥ Zとなる．

基本サイクルは常に存在する．[< [川又 97]] �

【命題 4.142 (基本サイクルの数値的性質)】 　 正規な代数曲面の特
異点 (Y, P )の極小特異点解消 f : X → Y に対する基本サイクルを
Zとする．このとき，ZをXの閉部分スキームと見なすと，

(Z2) + (KX · Z) ≥ −2

が成り立つ．しかも，等号が成り立つ必要十分条件は，H1(Z,OZ) = 0

で与えられる．[< [川又 97]] �
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【定義 4.143 (有理特異点)】 　正規な代数曲面の特異点 (Y, P )の極小特
異点解消 f : X → Y に対する基本サイクルZに対してH1(Z,OZ) =

0が成り立つとき，(Y, P )を有理特異点 (rational singularity)という．
有理特異点は，(Z2) = −dのとき，有理 d重点 (rational d-uple

point)であるという．d ≥ 2である．[< [川又 97]] �

4.5.6.2 商特異点

【定義 4.144 (商特異点)】 　Gを複素一般線形群GL(n,C)の有限部分群
とする．このとき，GL(n,C)のアフィン空間Cnへの標準的な線形作
用から誘導されるGのC[x1, · · · , xn]への作用に関して不変な多項式
の全体C[x1, · · · , xn]Cは，C上有限生成で正規な多項式環となる．こ
の多項式環により定義されるアフィンスキームX = Spec C[x1, ·, xn]G

をAn/Gで表し，商特異点 (quotient singularity)をもつという． �

4.5.6.3 有理２重点

【定義 4.145 (An型特異点)】 　 正の整数 nに対して，多項式

An : x2 + y2 + zn+1 = 0

により定義される A3の超曲面の原点 P = (x, y, z)を An-型特異点
という．この特異点の特異点解消の例外因子は(−2)曲面のみからな
り，それらの交差はAn-型のDynkin図式で与えられる：

An:

�

【定義 4.146 (Dn型特異点)】 　 ４以上の整数 nに対して，多項式

Dn : x2 + y2z + zn−1 = 0

により定義される A3の超曲面の原点 P = (x, y, z)をDn-型特異点
という．この特異点の特異点解消の例外因子は(−2)曲面のみからな
り，それらの交差はDn-型のDynkin図式で与えられる：
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Dn:

�

【定義 4.147 (En型特異点)】 　 多項式

E6 : x2 + y3 + z4 = 0,

E7 : x2 + y3 + yz3 = 0,

E8 : x2 + y3 + z5 = 0

により定義される A3の超曲面の原点 P = (x, y, z)をそれぞれ E6-

型, E7-型, E8-型特異点という．この特異点の特異点解消の例外因子
は (−2)曲面のみからなり，それらの交差は次のDynkin図式で与え
られる：

E6:

E7:

E8:

�

【定義 4.148 (有理２重点)】 　 クレパントな特異点解消をもつ正規
代数曲面の特異点を，有理２重点 (rational double point)またはDu

Val特異点という． �

【定理 4.149 (有理２重点の特徴付け)】 　 正規な代数曲面Xの特異
点 P に対して，次の各条件は同値である．

(0) クレパントな特異点解消をもつ．
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(1) 極小特異点解消の例外因子が (−2)-曲線からなり，その Dynkin図
形が，An型，Dn型，En型のいずれかの特異点と同じになる．

(2) 複素解析空間としての P の実位相近傍が存在して，An型，Dn型，
En型のいずれかの特異点の複素解析空間としての近傍と同型になる．

(3) ２次元の標準特異点である．

(4) SL(2,C)の有限部分群によるアフィン空間C2の商特異点と複素解
析的に局所同型となる．

�

【命題 4.150 (有理２重点の商特異点としての記述)】 　 各タイプの
有理２重点は次のようなSL(2,C)の有限部分群Gに対応する商特異
点となる：

An: 位数 n+ 1の巡回群

Dn: 位数 4nの２項２面体群 (binary dihedral group)

E6: 位数 24の２項４面体群 (binary tetrahedaral group)

E7: 位数 48の２項８面体群 (binary octahedral group)

E8: 位数 120の２項１２面体群 (binary icosahedral group)

�
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4.6 代数曲面

4.6.1 双有理不変量

【定義 4.151 (種数と不正則数)】 　 Ωq
Sを代数的閉体 k上の代数曲面

Sの正則 q次微分形式の層とし，

hq,p = dimk H
p(S; Ωq

S)

とおく．

不正則数 (irregularity): q(S) = h0,1

幾何種数 (geometric genus): pg(S) = h2,0

算術種数 (arithmetic genus): pa(S) = h0,2 − h0,1

χ(OS) = h0,2 − h0,1 + h0,0

�

【定義 4.152 (多重種数と小平次元)】 　 KS を代数的閉体 k 上の
代数曲面 S の標準因子（の定める可逆層），ρ|mKS | を完備線形系
|mKS|(m = 1, 2, · · · )の定める有理写像

ρ|mKS | : H0(S;mKS)� CP dim |mKS |

とする．

m-種数 (多重種数): Pm = dimH0(S;mKS)

小平次元: κ = maxm dim Im ρ|mKS | ただし，Pm = 0(∀m)の時は
κ = −∞と定める．

�
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4.6.2 曲面上の交点理論

【定理 4.153 (仮想種数)】 　 Cを滑らかな射影的代数曲面X上の種
数 gの曲線とする．このとき，仮想種数 (virtual genus)と呼ばれる
ゼロ以上の整数 π(C) が存在して，

2 π(C)− 2 := (C2) + (KX · C) ≥ 2g − 2

が成り立つ．しかも，等号が成り立つのは，Cが滑らかであること
と同等である．[< [川又 97]] �

【命題 4.154 (KC ∼ 0 曲線)】 　 滑らかな射影的代数曲面X上の曲
線Cに対して，KC ∼ 0となるならば，つぎのいずれかが成り立つ：

1) Cは滑らかな楕円曲線 (g = 1)．

2) Cはただ１つの特異点P をもった有理曲線 (g = 0)である．しかも，
Xに伴う複素解析的曲面Xhでの P hの実位相での近傍で，局所座
標系x, yを用いて，Chが xy = 0（結節点）または x3 + y2 = 0（尖
点）で表される．

[< [川又 97]] �

【定理 4.155 (Riemann-Rochの定理)】 　 滑らかな射影的代数曲面
Xに対して，Riemann-Rochの定理は次のように表される：

χ(X,OX(D)) =
1

2
D(D −KX) + χ(X,OX),

χ(X,OX) =
1

12

(
K2

X + χ(X)
)
.

ここで，２番目の式はNoetherの公式と呼ばれる． �

【定理 4.156 (Hodgeの指数定理)】 　 滑らかで射影的な代数曲面X

に対して，q([D]) = (D2)で定義される２次形式 q : N1(X) → Rは，
符号数 (1, ρ(X)− 1)をもつ．[< [川又 97]] �

【定理 4.157 (例外曲線の交点行列)】 　 正規な代数曲面の特異点解
消 μ : Y → Xにおいて，μの例外曲線たちをC1, · · · , Cmとすると，
その交点行列 [(Ci · Cj)]i,jは負定値である．[< [川又 97]] �
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【定理 4.158 (代数曲線上のファイバーの交点行列)】 　滑らかな代数曲
面Xから滑らかな代数曲線Bへの，連結なファイバーをもった射影
的な射f : X → Bを与える．このとき，閉点P ∈ BのCartier因子と
しての引き戻しをf ∗P =

∑
i aiCiとすると，任意の因子D =

∑
i biCi

に対して (D2) ≤ 0で，等号はDが f ∗P の定数倍となる場合にのみ
成り立つ．[< [川又 97]] �

4.6.3 曲面の分類と極小モデル

【定義 4.159 ((−1)-曲線)】 　 滑らかな代数曲面X 上の曲線 C は，
C ∼= P1で (C2) = −1となるとき，(−1)-曲線という．また，C ∼= P1

で (C2) = −2となるとき，(−2)-曲線という． �

【定理 4.160 (滑らかな射影的代数曲面の粗分類)】 　 滑らかな射影
的代数曲面Xにおいて，次のいずれかが成り立つ：

i) 標準因子KX はネフになる．

ii) (−1)-曲線が存在する．

iii) Xは滑らかな射影的代数曲線B上の P1束になる．

iv) X ∼= P2

[< [川又 97]] �

【定義 4.161 (相対的極小モデル)】 　 滑らかな射影的代数曲面Xは，
次の性質をもつとき相対的に極小 (relatively minimal)であるという：

滑らかな射影的代数曲面X ′への双有理正則射 f : X → X ′が存在
するならば，f は同型射となる．

与えられた滑らかな射影的代数曲面X に双有理同値な相対的極
小曲面を，X の相対的極小モデル (relatively minimal model)とい
う．相対的極小モデルは常に存在するが，一意的とは限らない．[<

[宮西 90]] �
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【定理 4.162 (Castelnuovoの縮約定理)】 　 滑らかな射影的代数曲
面Xが (−1)-曲線Cをもつとする．このとき，もう一つの滑らかな
射影的代数曲面 Y と双有理正則射 f : Y → X で，次の条件を満た
すものが（同型を除いて）一意的に存在する：

i) P = f(C)は１点となる．

ii) f は P ∈ Y を中心とするブローアップに一致する．
[< [川又 97]] �

【命題 4.163 (縮約回数の有限性)】 　 Castelnuovoの縮約定理にお
けるブローアップ f : X → Y において，b2(Xh) = b2(Y

h) + 1,

ρ(X) = ρ(Y ) + 1が成り立つ．[< [川又 97]] �

【定理 4.164 (双有理射の分解定理)】 　 f : X → Y を射影的代数曲
面の間の双有理射とする．n(f)を，f により１点につぶれる既約曲
線の数とすると，f は n(f)個のブローアップの合成に分解される．
[< [Har77]] �

【定理 4.165 (相対的極小モデルの存在)】 　 滑らかな射影的代数曲面
が相対的に極小であるための必要十分条件は，(−1)-曲線を持たない
ことである．さらに，任意の滑らかな射影的代数曲面X に対して，
ある相対的極小モデル Y への双有理射 f : X → Y が存在する．[<

[Har77]] �

【定義 4.166 (（絶対的）極小モデル)】 　 滑らかな射影的代数曲面
Xが，（同型を除いて）ただ一つ相対的極小モデルをもつとき，それ
を（絶対的）極小モデル ((absolutely) minimal model)という．[<

[宮西 90]] �

【定理 4.167 (絶対極小モデルの存在条件)】 　 滑らかな射影的代数曲
面Xが，絶対極小モデルを持つための必要十分条件は，KX が擬有
効となることである．また，相対的極小モデルXが絶対的極小モデ
ルであるための必要十分条件は，KX がネフとなることである．[<

[川又 97]] �
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【定義 4.168 (数値的小平次元)】 　 滑らかで射影的な代数曲面 X

の標準因子KX がネフのとき，数値的小平次元 (numerical Kodaira

dimension)を ν(X) := ν(X,KX)により定義する．H を豊富因子と
して

ν(X) = 0 ⇔ (H ·KX) = 0,

ν(X) = 1 ⇔ (H ·KX) �= 0, (K2
X) = 0

ν(X) = 0 ⇔ (K2
X) > 0.

�

【定理 4.169 (極小曲面の分類)】 　 Xを極小曲面，すなわち標準因子
KXがネフとなる滑らかで射影的な代数曲面とする．このとき，次元
が ν(X)に等しい正規射影的代数多様体Bおよび連結なファイバー
をもつ全射正則射 π : X → Bが存在する．さらに，B上の豊富な
Q-因子Hが存在して，

KX ∼Q π
∗H

が成り立つ．詳しくは，次のいずれかが成り立つ：

1) ν(X) = 0のとき：

1-1) K3曲面: KX ∼ 0, q(X) = 0.

1-2) Enriques曲面: KX �∼ 0, 2KX ∼ 0, q(X) = 0.

1-3) Abel曲面: KX ∼ 0, q(X) = 2.

1-4) 超楕円曲面 (hyperelliptic)または２重楕円曲面 (bielliptic)：KX �∼
0, 12KX ∼ 0, q(X) = 1.

2) ν(X) = 1のとき：一般楕円曲面 (elliptic surface of general type): B

は滑らかな代数曲線で，π : X → Bの幾何学的一般ファイバーは楕
円曲線となる．

3) ν(X) = 2のとき：一般型曲面 (surface of general type): Bは高々有
理２重点をもつ正規な代数曲面で，KB は豊富な Cartier因子とな
る．また，πはクレパントな双有理正則射となる（KX = π∗KB)．

�
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4.6.4 有理曲面

【定義 4.170 (有理曲面)】 　 射影平面と双有理同値な曲面を，有理
曲面 (rational surface)という．[数学事典] �

【定理 4.171 (Castelnuovoの有理性判定条件)】 　 有理曲面に対し
て，q = Pn = 0(n = 1, 2, · · · )である．逆に，q = P2 = 0となる曲面
は有理曲面である．（この定理は，k = Cのみでなく標数正の体に対
しても成り立つ．）[数学事典] �

4.6.5 線織曲面

【定義 4.172 (線織曲面)】 　 滑らかな射影的代数曲面Xは，滑らか
な代数曲線への全射正則射 π : X → C が存在し，その任意のファ
イバーがP1と同型となるとき，C上の線織曲面 (ruled surface)とい
う．（線織面の射影 πは常に，大域的切断をもつ．）[< [Har77]] �

【定義 4.173 (双有理的線織曲面)】 　 射影直線 P1と代数曲線 C の
直積C × P1と双有理同値な曲面を，双有理的線織曲面 (birationally

ruled surface)という．[< [Har77]] �

【定理 4.174 (Enriquesの線織性判定条件)】 　 双有理的線織曲面
に対して，Pn = 0(n = 1, 2, · · · )(すなわち κ = −1)である．逆に，
P4 = P6 = 0(あるいは P12 = 0)となる曲面は双有理的線織曲面で
ある．（この定理は，k = Cのみでなく標数正の体に対しても成り立
つ．） �

【定理 4.175 (Castelnuovo-Enriquesの定理)】 　 曲面 Sが極小モ
デルを持つための必要十分条件は，Sが双有理的線織曲面でないこ
と，すなわち κ(S) ≥ 0となることである．[数学事典] �

【定理 4.176 (線織曲面の構造と分類)】 　 π : X → CをC上の線織
曲面とする．
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1. C 上の階数２の局所自由層 E が存在し，X ∼= P(E )となる．逆に，
このように書けるC上の射影的曲面は線織曲面となる．

2. E と E ′をC上の階数２の局所自由層とすると，P(E )と P(E ′)がC

上の線織曲面として同型となるための必要十分条件は，C上の可逆
層L を用いて E ′ ∼= E ⊗L と書けることである．

3. Cの種数を gとすると，

pa(X) = −q, pg(X) = 0, q(X) = g.

4. C0 ⊂ XをXの大域的切断とするとき，

Pic(X) ∼= Z⊕ π∗Pic(C).

ここで，ZはC0で生成される．また，

N1(X) ∼= Z⊕ Z.

生成元は，C0およびファイバー F ∼= P1で，(C0 ·F ) = 1, (F 2) = 0．

5. 表示X ∼= P(E )において，C上の階数２の局所自由層Eを，H0(C, E ) �=
0かつ任意の C 上の可逆層L で deg L < 0となるものに対して
H0(C, E ⊗L ) = 0という条件を満たすようとることができる．こ
のとき，e := −deg E は双有理不変量となり，Xの大域的切断C0に
対して

(C2
0) = −e

が成り立つ．

6. Cの種数を gとして，E を 5)のように規格化された C上の局所自
由層とするとき，次が成り立つ．

a) E が２つの可逆層の直和に分解可能なら，E ∼= OC⊕L（degL <

0）となる．特に，e ≥ 0で，この条件を満たす任意の eが許さ
れる．

b) E が分解不可能なら，−2g ≤ e ≤ 2g − 2となる．

[< [Har77]] �

180 目次へ



目次へ

4.6.6 楕円曲面

【定義 4.177 (楕円曲面)】 　曲面Sから完備非特異な代数曲線Cへの
全射正則写像 π : S → Cで幾何学的一般ファイバーが楕円曲線（種
数１の曲線）となるものが存在するとき，Sは楕円曲面の構造をも
つという．[川又雄二郎「代数多様体論」] �

4.6.7 代数的K3曲面

【定義 4.178 (代数的K3曲面)】 　 複素解析的K3曲面が代数的であ
るとき，代数的K3曲面という．代数的K3曲面 Sとその上の豊富
層L の組 (S,L )は，([L ]2) = 2dとなるとき，次数 2dの偏極K3

曲面という．[川又雄二郎：「代数多様体論」] �

【定理 4.179 (代数的K3曲面の存在)】 　 任意の正の整数 dに対し
て，次数 2dのK3曲面が存在する．[Barth, W., Peters, C. and Van

de Ven, A.: Compact Complex Surfaces (1984)] �
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4.7 代数群

【定義 4.180】 　代数多様体Gが群構造を持ち，(x, y)に xy−1を対応
させる写像G × G → Gが正則写像のとき，Gを代数群という．特
に，Gが既約な時，群多様体，完備な群多様体をAbel多様体とい
う． �

4.7.1 Abel多様体

4.7.1.1 Albanese多様体

【定義 4.181】 　既約代数多様体 V に対して，Abel多様体Aと V か
ら Aへの有理写像の組 (A, f)が次の条件を満たすとき，Aを V の
Albanese多様体，f をAlbanese写像という：

i) fの像はAを生成する，すなわち fの像から生成されるAの部分加
群の閉包がAと一致する．

ii) Abel多様体への任意の有理写像 g : V → Bに対して，Abel多様体
の準同型 h : B → Aと b ∈ Bが常に定まり，g = h◦f + bを満たす．

Albanese多様体は同型を除いて一意的に存在し，f は平行移動を除
いて一意的である．これらの定義で，有理写像を正則写像で置き換
えると，強い意味でのAlbanese多様体の定義となる．それは常に
存在し，Albanese多様体の商多様体である．特に，V が非特異の時，
両者は一致する．[数学事典] �

【命題 4.182】 　V を非特異完備複素多様体とするとき，そのAlbanese

多様体AとAlbanese写像 f は，V の適当な基点 oを固定して，oと
任意の点 x ∈ M を結ぶ曲線 γx にそう ω ∈ H1(V ; Ω1(V ))の積分
< x, ω >から決まる，M から複素トーラスへの写像で与えられる．

f : V → (H1(V ; Ω1(V )))∗/H1(V ; Z) = A

[数学事典] �
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4.8 トーリック多様体
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【定義 4.183 (トーリック多様体)】 　 kを代数的閉体とし，k∗ = k\{0}
とする．k 上局所有限生成の正規概型X に，代数的トーラス T =

(k∗)n が作用し，T と同型なX の開かつ稠密な軌道のあるとき，X
をトーラス埋め込み (torus embedding)あるいはトーリック多様体
(toric variety)という． �
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4.8.1 構成法

【定義 4.184 (扇)】 　 N ∼= ZnをRnの格子，OをRnの原点として，
次の条件を満たすRnのOを頂点とする強凸錘の集合Σを扇 (fan)と
呼ぶ．

i) 錘 σ ∈ ΣはN のベクトルで生成される．

ii) σ ∈ Σなら，σのすべての面に対応する錘もΣに含まれる．

iii) σ1, σ2 ∈ Σなら，σ1 ∩ σ2 ∈ Σ.

�

【定義 4.185 (指標群)】 　 代数的トーラス T の指標

χm : T → k∗

t = (t1, · · · , tn) �→ tm1
1 · · · tmn

n (4.8.1)

の全体M はZnに同型な可換群となる．
正則準同型

φu : k∗ → T

λ �→ (λu1 , · · · , λun) (4.8.2)

の全体N は Znと同型な可換群となる．
写像の結合χm◦φu(λ) = λ〈u,m〉は準同型M ×N → Zを定義し，こ

の内積 〈u,m〉により，N とM は互いに双対となる． �

【構成 4.186 (Toric Variety)】 　 Rnの扇Σ ⇒ Toric Variety XΣ:

1) 扇頂点集合Δ: Σの１次元スケルトン

Σ(1) = {Rv1, · · · ,Rvr}, vj ∈ Zn. (4.8.3)

から Znの格子点の集合

Δ := {v1, · · · , vr} (4.8.4)

が一意的に決まる．
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2) 変換指数ベクトル：Δの線形従属関係を生成する線形独立な格子ベ
クトル集合 q(1), · · · , q(r−n) ∈ Zr ，

q = l1q
(1) + · · ·+ ln−rq

(r−n) (lk ∈ Z) ⇔ q1v1 + · · ·+ qrvr = 0.

(4.8.5)

3) 除外集合 Z ⊂ kr: Pjを zj = 0となる座標面

Pj = {z = (z1, · · · , zr) ∈ kr | zj = 0} (j = 1, · · · , r), (4.8.6)

部分頂点集合 σ = {vj1 , · · · , vjl
} ⊂ Δに対して

Pσ = Pj1 ∩ · · · ∩ Pjl
, (4.8.7)

〈σ〉 = Rvj1 + · · ·+ Rvjl
(4.8.8)

とおくとき，
Z = ∪〈σ〉�∈ΣPσ. (4.8.9)

4) 以上の要素を用いて，扇Σに対応するトーリック多様体XΣが次で
定義される：

XΣ = (kr − Z)/ ∼; (4.8.10)

(z1, · · · , zr) ∼
(∏

l

λ
q
(l)
1

l z1, · · ·
∏

l

λq
(l)
r

l zr

)
, λ1, · · · , λr−n ∈ k∗

(4.8.11)

5) 埋め込み T → XΣ: 次の写像より誘導される．

z = (zj) ∈ kr − Z �→ t =

r∏
j=1

φvj
(zj) ∈ T (4.8.12)

6) 因子 Dj :

Dj = (Pj − Z)/ ∼ . (4.8.13)

7) アフィン開集合 Uσ (〈σ〉 ∈ Σ):

Uσ = ∩vj �∈σ(XΣ −Dj) (4.8.14)
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この開集合上で，指標 χmは

χm = tm =
∏

j

z
〈m,vj〉
j , m ∈M (4.8.15)

と表されるので，正則となる条件は，

m ∈ σ∨ = {x ∈MR | 〈x, v〉 ≥ 0 ∀v ∈ 〈σ〉} (4.8.16)

よって，Uσ上の座標環Aσが

Aσ = k[σ∨ ∩M ] ∼= {χm | m ∈ σ∨ ∩M} (4.8.17)

により定義され，

(Uσ,OX |Uσ) = (Spec(Aσ), Ãσ). (4.8.18)

[Kreuzer M:hep-th/0612307] �

【定理 4.187 (コンパクト性と正則性)】 　

1. 扇 Σに対応するトーリック多様体がコンパクトとなるための必要
十分条件は，扇が完全，すなわち |Σ| = ∪σ 〈σ〉 = NRとなることで
ある．

2. 扇Σに対応するトーリック多様体が非特異となるための必要十分条
件は，Σが単体的かつ基本的，すなわちすべての錐 〈σ〉がNの格子
基底の一部で生成されることである．

�

4.8.2 例

【例 4.188 (射影空間CP n)】 　

1) 扇：N をRnの標準格子Zn，r = n + 1として，頂点集合Δを

Δ = {v0, · · · , vn}] v1 = e1, · · · , vn = en, v0 = −
n∑

i=1

ei. (4.8.19)

と取り，扇Σを，σ ⊂ Δとして，

σ ∈ Σ ⇔ σ ⊂ Δ− {vj}∃j (4.8.20)

により定義する．
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2) 変換指数ベクトル：

q = (1, 1, · · · , 1) ∈ Rn+1. (4.8.21)

よって，同一視変換は

(λz0, · · · , λzn) ∼ (z0, · · · , zn) ∈ Cn+1. (4.8.22)

3) 除外集合：
Z = (0, · · · , 0) ∈ Cn+1. (4.8.23)

4) トーリック多様体：

XΣ = (Cn+1 − Z)/ ∼= CP n. (4.8.24)

5) 基本因子
Dj = (Pj − Z)/ ∼∼= [CP n−1]. (4.8.25)

これらはすべて線形同値．

6) アフィン開集合：σj = Δ− {vj}，Uj = Uσj
は

Uj = XΣ −Dj = (Cn+1 − Pj)/ ∼,
Uj 
 [z0 : · · · : zn] ∼= (ζ1, · · · , ζn) = (z0/zj, · · · , zn/zj).

7) 座標環：

U0 : σ∨ ∩M = Z+e1 + · · ·+ Z+en,

ζ1 = z1/z0, · · · , ζn = zn/z0 ⇒ Aσ
∼= Z[ζ1, · · · , ζn],

Ul : σ∨ ∩M = Z+(e1 − el) + · · ·+ Z+(en − el) + Z+(−el),

ζj = zj/zl (j �= l), ζl = z0/zl ⇒ Aσ
∼= Z[ζ1, · · · , ζn].

�

【例 4.189 (Hirzeburch surfac Fn)】 　

1) 扇：Δ = {v0, v1, v2, v3}を頂点集合とする単体的扇Σ.

v0 = (0,−1), v1 = (1, 0), v2 = (−1, n), v3 = (0, 1). (4.8.26)
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2) 除外集合：
Z = {z0 = w = 0} ∪ {z1 = z2 = 0}. (4.8.27)

3) 同一視：線形関係

q(1) = (1, 0, 0, 1) : v0 + v3 = 0, (4.8.28a)

q(2) = (n, 1, 1, 0) : nv0 + v1 + v2 = 0, (4.8.28b)

より，

Fn = (C4 − Z)/ ∼ 
 (λnμz0 : λz1 : λz2 : μw). (4.8.29)

4) 基本因子：

D0 := {(0 : z1; z2 : w)}, D1 := {(z0 : 0 : z2 : w)},
D2 := {(z0 : z1 : 0 : w)}, D3 := {(z0 : z1 : z2 : 0)}.

空でない交差を持つのは，

D0 ∩D1, D0 ∩D2, D1 ∩D3, D2 ∩D3. (4.8.30)

5) Affine開集合：

U0,1 = Fn −D2 −D3 : σ = {v0, v1}

σ∨ ∩M = Z+e1 + Z+(−e2),
ζ1 =

z1
z2
, ζ2 =

z0
zn
2 z3

⇒ A1
∼= Z[ζ1, ζ2]
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U0,2 = Fn −D1 −D3 : σ = {v0, v2}
σ∨ ∩M = Z+(−e1) + Z+(−ne1 − e2),

ζ1 =
z2
z1
, ζ2 =

z0
zn
1 z3

⇒ A1
∼= Z[ζ1, ζ2]

U1,3 = Fn −D0 −D2 : σ = {v1, v3}
σ∨ ∩M = Z+e1 + Z+e2,

ζ1 =
z1
z2
, ζ2 =

zn
2 z3
z0

⇒ A1
∼= Z[ζ1, ζ2]

U2,3 = Fn −D0 −D1 : σ = {v2, v3}
σ∨ ∩M = Z+(−e1) + Z+(ne1 + e2),

ζ1 =
z2
z1
, ζ2 =

zn
1 z3
z0

⇒ A0
∼= Z[ζ1, ζ2]

�

【例 4.190 (重み付き射影空間CP n11)】 　

1) 扇：Δ = {v0, v1, v2}を頂点集合とする単体的扇Σ.

v0 = (0,−1), v1 = (1, 0), v2 = (−1, n). (4.8.31)

2) 除外集合：
Z = {z0 = z1 = z2 = 0}. (4.8.32)

3) 同一視：線形関係

q = (n, 1, 1) : nv0 + v1 + v2 = 0, (4.8.33)

より，

X = (C3 − Z)/ ∼∼= CP n11 
 (λnz0 : λz1 : λz2). (4.8.34)

4) 基本因子：

D0 := {(0 : z1; z2)}, D1 := {(z0 : 0 : z2)},
D2 := {(z0 : z1 : 0)},

空でない交差を持つのは，

D0 ∩D1, D0 ∩D2, D1 ∩D2. (4.8.35)
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5) Affine開集合：

U0,1 = CP n11 −D2 : σ = {v0, v1}

σ∨ ∩M = Z+e1 + Z+(−e2),
ζ1 =

z1
z2
, ζ2 =

z0
zn
2

⇒ A1
∼= Z[ζ1, ζ2]

U0,2 = CP n11 −D1 : σ = {v0, v2}

σ∨ ∩M = Z+(−e1) + Z+(−ne1 − e2),

ζ1 =
z2
z1
, ζ2 =

z0
zn
1

⇒ A1
∼= Z[ζ1, ζ2]

U1,2 = CP n11 −D0 : σ = {v1, v2}

σ∨ ∩M = Z+e2 + Z+(e2 + e1) + · · ·+ Z+(e2 + ne1),

w0 =
zn
2

z0
, w1 =

z1z
n−1
2

z0
, · · · , wn =

zn
1

z0
⇒ A1

∼= Z[w0, w1, · · · , wn]/(w0wn = w1wn−1 = · · · = w[n/2]wn−[n/2])

6) 特異点解消：CP n11は U1,2内の点 (1 : 0 : 0)を巡回商特異点として
もつ．Hirzebruch面 Fnからこの多様体への有理写像 f を

f : Fn 
 (z0 : z1 : z2 : w) �→ (z0 : z1 : z2) ∈ CP n11 (4.8.36)

により定義すると，

f : Fn −D3
∼= CP n11 − (1 : 0 : 0) (4.8.37)

で，かつ

D3 = {(z0 : z1 : z2 : 0)} ∼= {(1 : z1 : z2 : 0)} /C∗ ∼= CP 1. (4.8.38)

よって，FnはブローアップによるCP n11の特異点解消を与える．

�

【例 4.191 (Conifold CP (1, 1,−1,−1))】 　
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1) 扇：Σを次の４個の頂点集合Δ = Δ4から生成される１個の錐 σ =

|Δ4|とその辺で構成する：

v0 = e1, v1 = e2, v2 = e1 + e3, v3 = e2 − e3. (4.8.39)

2) Δの従属関係は

q = (1, 1,−1,−1) : v0 + v1 = v2 + v3 (4.8.40)

で，除外集合はZ = ∅となるので，

XΣ = CP 4/∼ ∼= CP (1, 1,−1,−1) : (λz0 : λz1;
1

λ
z2;

1

λ
z3) = (z0 : z1 : z2 : z3)

(4.8.41)

3) 基本因子：

D0 := {(0 : z1 : z2 : z3)} , D1 := {(z0 : 0 : z2 : z3)} ,
D2 := {(z0 : z1 : 0 : z3)} , D3 := {(z0 : z1 : z2 : 0)} .

4) 座標環：

σ∨ ∩M = Z+e1 + Z+e2 + Z+(e1 − e3) + Z+(e2 + e3) (4.8.42)

より，

Uσ : x = z0z2, y = z1z3, u = z1z2, v = z0z3

⇒ Aσ = Z[x, y, u, v]/(xy = uv). (4.8.43)

これは，x = y = u = v = 0に conifold特異点をもつ．
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5) 特異点解消：Δ4を図 (2a)のように２つの単体錐

σα = 〈v1, v2, v3〉 , σβ = 〈v0, v2, v3〉 (4.8.44)

に分割して得られる扇Σ′を考えると，除外集合が

Z ′ = {(0 : 0 : z2 : z3)} (4.8.45)

となり，基本因子の交差は

D0 ∩D2, D0 ∩D3, D1 ∩D2, D1 ∩D3. D2 ∩D3. (4.8.46)

また，

σ∨
α ∩M = Z+e1 + Z+(e1 − e3) + Z+(−e1 + e2 + e3),

σ∨
β ∩M = Z+e2 + Z+(e2 + e3) + Z+(e1 − e2 − e3),

より，アフィン開近傍は

Uα = X ′ −D0:

ζ1 = z0z2 = x, ζ2 = z0z3 = v, ζ3 = z1/z0,

⇒ Aα = Z[x, v, z1/z0] (4.8.47)

Uβ = X ′ −D1:

ζ1 = z1z3 = y, ζ2 = z1z2 = u, ζ3 = z0/z1,

⇒ Aβ = Z[y, u, z0/z1] (4.8.48)

Xの特異点は (P0∩P1)∪ (P2∩P3) ⊂ CP 4に対応するので，X ′では
x = y = u = v = 0（(z0, z1) �= (0, 0)は任意）と対応．これは CP 1

と同型．

同様に，Δ4を次のような２つの単体

σγ = {v0, v1, v2} , σγ = {v0, v1, v3} (4.8.49)

に分割すると，除外集合が

Z ′′ = {(z0, z1, 0, 0)} (4.8.50)

となり，別のブローアップX ′′を与える．

（注）X ′ ∼= X ′′ ∼= (O(−1)⊕ O(−1)→ CP 1).

�
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4.8.3 性質

以下，XΣをN ∼= Rnの扇Σに対応する非特異コンパクトトーリック多
様体，Dj(j = 1, · · · , r)をその基本因子系，M を (C∗)n = XΣ\ ∪j Dj か
らC∗への正則準同型 χmの集合とする．

【定義 4.192 (Chow群)】 　 代数多様体Xの r次元閉部分既約多様体
の Z係数形式和Σiai[Zi]を（代数的)r-輪体 (algebraic r-cycle)とい
う．２つの r-輪体 c1, c2は，それらを含む (r + 1)次元部分多様体 Y

とその上の有理関数 f が存在し，Y 上の因子として c1 − c2 = (f)が
成り立つとき，有理同値 (rationally equivalent)という．X上の r-輪
体の有理同値類全体のつくる加群Ar(X)をChow群 (Chow group)

と呼ぶ． �

【命題 4.193 (トーリック多様体のChow環)】 　 トーリック多様体
XΣに対して，

1. Chow群Ak(XΣ)は，Vσ = ∩v∈σDv (σ ∈ Σ)により生成される．

2. |I| �⊂ ΣとなるI ⊂ ΔΣに対して，RI =
∏

v∈I Dvとおくとき，m ∈M
として，XΣのChow環は

A∗(XΣ) = Z[D1, · · · , Dr]/

〈
RI ,
∑

j

〈m, vj〉Dj

〉
(4.8.51)

で与えられる．

3. Ak(Xσ,Z) ∼= H2k(XΣ,Z)

�

【命題 4.194 (トーリック多様体のChern類)】 　 トーリック多様体
X = XΣに対して，

1. Xの標準層は

Ωn
X = OX(−

r∑
j=1

Dj). (4.8.52)
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2. Xの接バンドル TX の全Chern類と全Tod類は

c(TX) =

r∏
j=1

(1 + ∗[Dj])) =
∑
σ∈Σ

∗[Vσ], (4.8.53a)

td(TX) =

R∏
j=1

∗[Dj]

1− exp(− ∗[Dj])
= 1 +

1

2
c1 +

1

12
c21c2 + · · · .

(4.8.53b)

ここで，輪体 cに対して ∗cはそのPoincare双対. 特に，

c1(X) =
r∑

j=1

∗[Dj]. (4.8.54)

�

4.8.4 超曲面

【命題 4.195 (線バンドルの断面)】 　 Xを扇 Σに対応するトーリッ
ク多様体とする．

1. Weil因子D =
∑
ajDjがCartierとなるための必要十分条件は，Σ

の各極大錐 σに対し，〈mσ, vj〉 = −aj(∀vj ∈ Δ)となるmσ ∈ M が
存在することである．このとき，各開近傍Uσで

D|Uα = (χmσ). (4.8.55)

2. Xが非特異なら，Weil因子は常にCartierである．

3. Σが単体的ならば，kDがCartierとなる k ∈ Nが存在．

4. Cartier因子Dに対して，区分線形なNR上の関数

ψD(v) = 〈mσ, v〉 v ∈ σ (4.8.56)

を support関数という．

5. XがコンパクトでD =
∑
ajDjがCartierのとき，

194 目次へ



– O(D)が大域的断面で生成されるための必要十分条件はψDが
凸であることである．

– D が豊富であるための必要十分条件は，ψD が強凸であるこ
と，すなわち dim σ = nとなる錐 σと頂点 vj �∈ σ に対して
〈mσ, vj〉 > −ajとなることである．

6. Cartier因子Dに対して，

ΔD := {m ∈MR | 〈m, vj〉 ≥ −aj , ∀j} (4.8.57)

は凸な格子ポリトープを定義し，その格子点はO(D)の大域的切断
を与える．さらに

– Dが大域的切断で生成されるための必要十分条件は，ΔD が
{mσ}の凸包であること．

– Dが豊富であるための必要十分条件は，ΔD がmσ(σ ∈ Σ(n)）
を頂点とする n-次元体で，σ �= τ ∈ Σ(n)に対しmσ �= mτ とな
ることである．このとき，ΣはΔDの法扇となる．

7. ポリトープΔに対し，その極ポリトープΔ◦ ⊂ NRを

Δ◦ = {y ∈ NR | 〈x, y〉 ≥ −1, ∀x ∈ Δ} (4.8.58)

により定義する．このとき，Δの法扇 ΣΔは，Δ◦の面とその共通
の内点から作られる錐で生成される．

8. コンパクトでなめらかなトーリック多様体Xでは，すべての T -不
変な豊富因子は非常に豊富である．

8. トーリック多様体XΣが射影的であるための必要十分条件は，Σが
ある格子ポリトープΔ ⊂MRの法扇となることである．

�

【定理 4.196 (Batyrev)】 　 トーリック多様体XΣの超曲面 Y に対し
c1(Y ) = 0となるための必要十分条件は，O(D)の断面が Y を与える
因子Dに対して，ポリトープΔD ⊂ MRの極ポリトープΔ◦

D ⊂ NR

が，Σの格子頂点の凸閉包Δ∗と一致することである． �

【定義 4.197 (reflexive polytope)】 　 格子ポリトープは，その極ポ
リトープが再び格子ポリトープとなるとき，reflexiveであるという．

�
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5 Gauge Field Theories

[LastUpdate: 2002.11.16]

5.1 Fundamentals

Principal fibre bundle P (M,G) 局所座標系を (ψα,Uα)，局所切断を
σαとする：

ψα : π−1(Uα) 
 u �→ (π(u), φα(u)) ∈ Uα ×G, (5.1.1)

σα : Uα → π−1(Uα). (5.1.2)

このとき，次が成り立つ：

ψα(ug) = ψα(u)g, φα(ug) = φα(u)g, ∀g ∈ G, (5.1.3)

ψ−1
α (x, g) = σα(x)g. (5.1.4)

座標変換 ψβ◦ψ−1
α は変換関数

Uβα : Uα ∩Uβ → G, (5.1.5)

を用いて，
ψβ◦ψ−1

α (x, g) = (x, Uβα(x)g) (5.1.6)

と表される．また，局所切断を用いると

σβ(x) = σα(x)Uβα(x)−1 = σα(x)Uαβ(x) (5.1.7)

となる．
P (M,G)の接続形式 ωの局所切断による引き戻しを

ωα = σ∗
αω, (5.1.8)

とおくと，その座標変換に対する変換則は

ωβ = ad(U−1
αβ )ωα + U∗

αβθ (5.1.9)

となる．ここで，θはリー群の標準 1形式

θg(ξg) = (Lg−1)∗ξg (5.1.10)
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である．Gが行列群のとき，

ωα �→ A,

Uβα �→ U,

に対して，この変換則は

A′ = ad(U)A− dUU−1 (5.1.11)

と表される．

随伴ベクトルバンドル E(M,V,G, P ) 主バンドル P の随伴ベクトルバ
ンドルはGの左作用の定義された線形空間 V に対して，

E = P ×G V 
 [u, v]; [u, v] =
{
(ug, g−1v)

∣∣ g ∈ G} (5.1.12)

により定義される．P の局所座標 (ψα,Uα)に対応して，E の局所座標
(ψEα,Uα)が

ψEα : π−1
E (Uα) 
 [u, v] �→ (π(u), φα(u)v) ∈ Uα × V (5.1.13)

により定義される．ψEαは ψαに対応する P の局所切断 σαを用いて

ψ−1
Eα(x, v) = [σα(x), v] (5.1.14)

と表される．
Eの座標変換は

ψEβ◦ψEα(x, v) = (x, Uβαv) (5.1.15)

となる．したがって，Eの切断Φの座標表示を

ψEα◦Φ(x) = (x,Φα(x)) (5.1.16)

とおくと，Φαの変換則は

Φβ = UβαΦα, (5.1.17)

あるいは，省略記法で
Φ′(x) = U(x)Φ(x) (5.1.18)

となる．
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共変微分と曲率 局所座標表示に対する省略記法のもとで，ベクトル場
Φの共変微分は

DXΦ = XΦ + A(X)Φ, (5.1.19)

あるいは，
DΦ = dΦ + AΦ (5.1.20)

で定義される．また，曲率形式Ωの局所切断による引き戻し

F = σ∗Ω (5.1.21)

は，ゲージ場Aを用いて

F = dA+ A ∧ A (5.1.22)

と表される．ここで，

A ∧ A(X, Y ) = [A(X), A(Y )] (5.1.23)

である．これと共変微分の関係は

(DXDY −DYDX −D[X,Y ])Φ = FΦ (5.1.24)

となる．
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6 Noncommutative Geometry

[LastUpdate: 2006.10.30]

6.1 超幾何学

6.1.1 教科書とレビュー

• Kac VG: Lie superalgebras, Adv. Math. 26, 8–96 (1977).

• Kostant B: Graded manifolds, graded Lie theory and prequantiza-

tion, Differential Geometrical Methods in Mathematical Physics,

Lecture Notes in Mathematics 570 (Springer, 1977), 177–306.

• Batchelor M: Graded Manifoles and Supermanifolds, Mathematical

Aspects of Superspace, eds. Seifert H-J, Clarke CJS, Rosenblum

A, NATO ASI Series, Mathematical and Physical Sciences 132 (

D.Reidel Pub. Company, 1984), 91–134.

• Rogers A: Mathematical Aspects of Superspace, eds. Seifert H-J,

Clarke CJS, Rosenblum A, NATO ASI Series, Mathematical and

Physical Sciences 132 ( D.Reidel Pub. Company, 1984), 91–134.

• Brezin FA: Introduction to Superanalysis, D. Reidel Pub. Co. (1987).

• DeWitt B: Supermanifolds, Cambridge Univ. Press (1992).

• Bartocci C. Bruzzo U, Hernandez-Ruiperez D: The Geometry of

Supermanifolds, Mathematics and Its Applications, Kluwer (1992).

• Deligne P, Morgan JW: Notes on supersymmetry (following Joseph

Bernstein), Quantum Fields ans Strings: A Course for Mathemati-

cians, vols. 1, 2, Amer. Math. Soc. (1999).

• Deligne P, Freed DS: Supersolutions, Quantum Fields ans Strings:

A Course for Mathematicians, vols. 1, 2, Amer. Math. Soc. (1999)

[hep-th/9901094].

• Tuynman GM: Supermanifolds and Supergroups, Kluwer Academic

Pub. (2004).
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• Goertsches O: Riemannian Supergeometry, math.DG/0604143.

6.2 History

1966 超空間の導入 (Salam A, Strathdee J 1974[SS74]; Volkov DV, Akukov

VP 1973[VA73]; Wess J, Zumino B 1977[WZ77])

1975 次数付き多様体の導入 (Berezin FA, Leites DA 1975[BL75]; Kostant

B 1977[Kos77]; cf. Dell J, Smolin L 1979[DS79])

1977 幾何学的超多様体の導入 (DeWitt BS 1977; Batchelor M 1980[Bat80];

DeWitt BS 1984[Dew84] )

1980 G∞ 超多様体の導入 (接層が局所自由でない）(Rogers A [Rog80])

1981 JP 超多様体 (Jadczyk A, Pilch K 1981[JP81])

1986 超多様体の公理 (Rothstein MJ[Rot86])

− GH∞ 超多様体の導入（接層は局所自由だが、節空間が一般に同型
な超ベクトル空間とならない）(Rogers A [Rog86])

1987 G-超多様体 (Bartocci C, Bruzzo U[BB87]; Bartocci C, Bruzzo U,

Hernández-Ruipérez D 1989[BBHR89])
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6.3 超多様体
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