
量子重力理論と宇宙論
(上巻)

–共形場理論と重力の量子論–

浜田賢二

高エネルギー加速器研究機構 (KEK)

素粒子原子核研究所
http://research.kek.jp/people/hamada/

量子重力の世界は霧に包まれた距離感のない幽玄の世界にたとえること

ができる。深い霧が晴れて時空が現れる。国宝松林図屏風 (長谷川等伯筆)

平成 20年 11月初版/平成 21年 09月改定/

平成 25年 09月再改定 (上下巻に分離)



2

要約

量子重力理論の目的はPlanckスケールを越えた世界を明らかにするこ

とである。そこでは重力の量子的ゆらぎが大きく、距離の概念が失われ

たいわゆる背景時空独立な世界が実現していると考えられる。それは特

定の時空を伝播する重力子の量子化ではなく、時空そのものの量子化を

意味する。本書で紹介するくりこみ可能な量子重力理論はPlanckスケー

ルを越えた高エネルギー世界を共形場理論を用いて記述し、そこからの

ズレを摂動論で定式化した理論である。

はじめに共形場理論の一般的な事柄について解説する。その後に背景

時空独立な量子重力理論が特殊な共形場理論として記述できることを示

す。この理論では共形不変性がゲージ対称性である一般座標不変性の一

部として現れる。そのため共形変換によって結ばれる異なる背景時空が

ゲージ同値になって、その独立性が表現される。上巻では一般座標変換

を生成するBRST演算子を構成し、物理的場の演算子や物理状態につい

て解説する。

下巻では繰り込み理論及びその宇宙論的意義について解説する。次元

正則化によるくりこみ計算を行い、共形不変性からの破れを表す結合定数

が漸近自由性を示すことを見る。それはPlanckスケールを超えた紫外極

限で共形不変な世界が実現することを保障する。一方でその破れを表す新

しい力学的赤外スケールΛQGの存在も予言する。そのスケールをPlanck

質量スケールよりも低い 1017GeVとすると、次のような量子重力的イン

フレーションモデルが構築できる：スケール不変な原始宇宙がPlanckエ

ネルギー付近から指数関数的に膨張を始め、ΛQGまで下がると量子相関

が失われて、共形不変性が完全に壊れた現在の古典的な Friedmann時空

に相転移する。その発展の運動方程式を求めパワースペクトルを計算し

てCMBの観測結果と照合する。
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第1章 はじめに

広がりのない理想的な一点で表される素粒子像は重力理論と矛盾する

概念である。何故なら、それは重力理論から見ればブラックホールに他

ならないからである。一般的にある特定の背景時空を運動する粒子の描

像は重力と相容れない。ただ、粒子の質量がPlanckスケールより小さい

場合は固有のCompton波長がその質量のホライズンサイズより長くなる

ため、近似的に点状とみなすことができる。量子重力理論が必要とされ

る領域はまさに粒子描像が壊れる Planckスケールを超えた世界である。

この問題を解決するための方法はスケールそのものが存在しない世界

を実現することである。すなわち、スケールの異なる世界がゲージ同値

になるような世界を実現させることである。そのような性質を背景時空

独立性と呼ぶ。本書で紹介する量子重力理論はPlanckスケールを超えた

領域でゲージ化した共形不変性をもつ特別な共形場理論として記述され

る理論である。

1.1 学問的背景

2001年にNASAケネディ宇宙センターより打ち上げられた天文衛星、

Wilkinsonマイクロ波異方性探査機 (Wilkinson Microwave Anisotropies

Probe, WMAP)による宇宙マイクロ波背景放射 (cosmic microwave back-

ground, CMB)の観測によって宇宙論パラメータが高い精度で決定され、

インフレーション理論的な考えが正しいことが強く示唆された。1 一方

で、宇宙はなぜ膨張しているのか、インフレーションを誘起する斥力の

1D. Spergel et al., Astrophys. J. Suppl. 148 (2003) 175.
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源は何か、まだ多くの素朴で根源的な疑問が残されている。

指数関数的膨張を意味するインフレーション理論を自然に解釈すれば、

宇宙は誕生から現在までにおよそ 1060倍膨張したことになる。これは銀河

団より大きなサイズがインフレーション以前ではPlanck長さ内に納まっ

ていたことを意味する。このことはWMAPが観測したCMB異方性スペ

クトルの中に宇宙創生期の重力の量子的ゆらぎが記録されていることを

示唆している。

このように、宇宙膨張、ビッグバン、原始ゆらぎなど、それらの起源

を重力の量子効果に求めることは自然なことである。量子重力理論は時

空の誕生から現在に至るまでの宇宙の歴史を理解する上で必要な 21世紀

の物理学として期待される。本書の最終目的は紫外極限で背景時空独立

性をもつくりこみ可能な重力の量子論を使ってWMAPの結果を説明す

ることである。最近の研究から、時空の相転移が 1017GeVで起きたと考

えると多くの観測事実を簡潔に説明できることが分かってきた。

1.2 歴史的背景

ここでは、本書で紹介する繰り込み可能な量子重力理論について、そ

の歴史も交えて簡潔にまとめる。2 Einstein重力理論はその作用である

Ricciスカラー曲率が正定値でないことや、結合定数であるNewton定数

2黎明期の量子重力理論:
1. R. Utiyama and B. DeWitt, J. Math. Phys. 3 (1962) 608.
2. B. DeWitt, in Relativity, Groups and Topology, eds. B. DeWitt and C. DeWitt
(Gordon and Breach, New York, 1964); Phys. Rev. 160 (1967) 1113; Phys. Rev. 162
(1967) 1195, 1239.
3. G. ’t Hooft and M. Veltman, Ann. Inst. Henri Poincare XX (1974) 69; M. Veltman,
in Methods in Field Theory, Les Houches 1975.
4. S. Weinberg, in General Relativity, an Einstein Centenary Survay, eds. S. Hawking
and W. Israel (Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1979).
5. S. Deser, Proceedings of the Coference on Gauge Theories and Modern Field
Theories, edited by R. Arnowitt and P. Nath (MIT Press, Cambridge, 1975).
6. S. Weinberg, Proceedings of the XVIIth International Conference on High Energy
Physics, edited by J. R. Smith (Rutherford Laboratory, Chilton, Didcot, 1974).
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が次元をもつためにくりこみ不可能になるなど、量子論を構成する上で

好ましくない性質を多くもっている。ただ、くりこみ理論自体は重力理

論の基礎となる一般座標変換の下での不変性、以後は一般座標不変性と

呼ぶ、と矛盾しているわけではない。

1970年代の初期の量子重力研究では、Einstein重力に高階微分作用を

加えるだけで正定値でくりこみ可能な理論ができるのではないかと考え

られた。3 しかしながら、すべての重力場モードを摂動的に扱う方法では

どうしても漸近場として好ましくないゲージ不変なゴースト粒子が現れ

ることを防ぐことができなかった。

本書で議論するくりこみ可能な量子重力理論は一部に非摂動的な方法

を取り入れることでこれらの問題を解決しようとする試みである。それ

は、特定の背景時空を伝播する粒子描像そのものを捨ててしまうことで

もある。

量子化の方法論としての大きな進歩は 1980年代の後半に成された。2

次元量子重力の厳密解の発見である。4 1970年代から 1980年代前半にか

けて研究された従来の量子重力理論との大きな違いは、経路積分測度か

らの寄与を正しく取り入れて、重力場の中の共形因子を非摂動的に取り

扱ったことである。

この量子重力理論はある背景時空上の共形場理論 (conformal field the-

ory, CFT)として記述される。通常の共形場理論との違いは共形不変性が

3初期の高階微分量子重力理論:
1. K. Stelle, Phys. Rev. D16 (1977) 953; Gen. Rel. Grav. 9 (1978) 353.
2. E. Tomboulis, Phys. Lett. 70B (1977) 361; Phys. Lett. 97B (1980) 77.
3. E. Fradkin and A. Tseytlin, Nucl. Phys. B201 (1982) 469; Phys. Lett. 104B
(1981) 377.
4. E. Fradkin and A. Tseytlin, Phys. Rep. 119 (1985) 233 [Review].

42次元量子重力理論:
1. V. Knizhnik, A. Polyakov and A. Zamolodchikov, Mod. Phys. Lett. A 3 (1988)
819.
2. J. Distler and H. Kawai, Nucl. Phys. B321 (1989) 509.
3. F. David, Mod. Phys. Lett. A 3 (1988) 1651.
4. N. Seiberg, Prog. Theor. Phys. Suppl. 102 (1990) 319 [Review].
5. J. Teschner, Class. Quant. Grav. 18 (2001) R153 [Review].
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ゲージ対称性、すなわち一般座標不変性だということである。そのため、

通常の共形場理論では真空のみが共形不変で、物理場はルールに従って

変化するのに対し、量子重力では物理場もまた不変でなければならない。

このように、共形変換で移り変わることができる背景時空上の理論がす

べてゲージ同値となって、背景時空独立性が実現する。これは、古典重

力にはない純粋に量子論的な対称性である。

この方法を 4次元に応用して新しいくりこみ可能な量子重力理論が定

式化された。距離を支配する共形因子は 2次元量子重力のときと同様に

非摂動的に量子化することで背景時空独立性を共形不変性として実現し

た。一方、4次元では無視できない重力場のトレースレステンソルモード

のダイナミクスは高階微分のWeyl作用を加えて摂動論的に定式化した。

その結合定数が無次元になることから理論はくりこみ可能になる。

Einstein重力を基礎とした従来の場の量子論では通常Planckスケール

を紫外カットオフとみなしているため、特異点や紫外発散の問題、さらに

宇宙項の問題を実質的に避けている。一方、この新しいくりこみ可能な量

子重力理論は結合定数が漸近自由性を示すことから、量子色力学 (QCD)

のように紫外カットオフは必要なく、Planckスケールを越えた世界を記

述することができる。

1.3 理論の優れた点

漸近自由性は、QCDにおけるΛQCDのように、重力の新しい力学的赤

外エネルギースケールΛQGが存在することを示唆している。5 エネルギー

スケールΛQGより十分に高いエネルギー領域ではトレースレステンソル

モードの寄与が小さくなり、共形因子のゆらぎが支配的になる。このこ

とはトレースレステンソルモードを摂動論的に扱うことを正当化すると

ともに、重力の量子論として次のような物理的意味をもつ：

5これはくりこみ可能な理論の特徴で、ストリング理論のような明白に有限な理論に
は存在しないスケールである。また、有効作用が非局所的になることも特徴で、この点
も局所的な有効理論を与える明白に有限な理論とは異なる。
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• 特異点の解消： 漸近自由性は高エネルギーでRiemann曲率を含む

Weyl曲率テンソルが消えることを意味する。そのため、特異点の

ような曲率が発散する時空配置は量子論的に排除される。共形不変

性の実現からも、特異点のような特別な点の存在は否定される。

• 時空の相転移： 重力場の量子相関が力学的エネルギースケールで

急激に短距離になり、コヒーレンスを失って、量子的な時空から古

典的な現在の時空に移行すると考えられる。

このように特異点が解消することから、情報喪失パラドクスのような

非摂動的なユニタリ性の問題も議論することが可能になる。前にも述べ

たように、共形不変性は一般座標不変性の一部として現れるゲージ対称

性である。このことから、共形代数はいわゆるWheeler-DeWitt拘束条件

の実現である。そのため、物理演算子として共形不変なもののみが許さ

れ、物理量はその相関関数で与えられる。

一方、伝統的なS行列は物理量ではない。ここで述べている量子重力の

漸近自由性はMinkowski時空の実現を表しているわけではないので、いわ

ゆる漸近場の存在を意味しない。6 そのような時空では重力子 (graviton)

のような特定の背景時空のまわりの小さなゆらぎとして表される粒子的

描像はもはや成り立たなくなる。

最も優れた点は、量子重力のダイナミクスのみを用いて宇宙進化のモ

デルを作ることができることである。理論に固有な三つの重力的スケー

ルの大小をPlanck質量、漸近自由性に由来する力学的スケール、宇宙項

の順に選ぶと、現在までの宇宙の重力的な進化はこれらのスケールによっ

て区切られた四つの時代に分けることができる。Planckスケールを越え

た領域は共形因子の量子ゆらぎが優勢な共形不変な時空の時代である。共

形不変性がPlanckスケールで破れ始め第二のインフレーション時代に移

り、力学的スケールで長距離の相関が失われて第三の古典的なFriedmann

6S 行列を定義しようと思えば高エネルギーの粒子が衝突してブラックホールが出来
るような過程を考えるか、あるいはブラックホールに入射して出て行く過程を考えるし
かない。この場合はブラックホールから離れた場所は Einstein理論で記述され、漸近場
として重力子を定義することができる。
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時空に相転移する。そして現在は宇宙項の寄与が無視できない第四の de

Sitter時空の時代と考えることができる。

量子重力に基づく初期宇宙論の優れた点は、通常用いられるスカラー

(inflaton)場のような未知な自由度を導入することなく、重力場のダイナ

ミクスだけでインフレーションを誘起させることが出来ることである。ま

た、Friedmann時空に転移する際に高階微分重力場作用に含まれる余分

な共形因子の自由度が物質に転化することでビックバンを説明すること

ができる。さらに、構造形成のために必要な原始ゆらぎの起源は共形場

理論から予言されるスケール不変なスペクトルとして与えられる。この

ように既知の場である重力場のみを用いて、最小限の自由度でもって観

測と良く合う宇宙の発展モデルを構築することができる。
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共形場理論 (conformal field theory, CFT)が現れる場所として、ベータ

関数が消える場の量子論の固定点、本書の主目的である量子重力理論の

紫外極限、そして統計モデルの臨界点が挙げられる。

はじめにMinkowski時空での共形場理論の基本的な事柄についてまと

める。Minkowski時空では量子化の処方箋、Hamilton演算子、Hermite

性などの場の演算子の性質、公理などがEuclid空間での場の量子論より

明瞭だからである。Euclid空間での共形場理論はMinkowski時空から解

析接続して得られるものと考える。

一方で、作用関数や (非摂動的)量子化が明確でないような場合、Euclid

空間での議論の方がMinkowski時空固有の発散等を回避できて扱いやす

い。また、相関関数の性質や状態の定義等が明確になり、統計力学との

対応が分かりやすくなるなどの利点がある。Euclid空間での共形場理論

ついては次の章で議論する。

以下、共形場理論の基本的な性質を述べる際は一般的にD次元で記述

し、具体例を示す際は簡単のため次元を 4として計算する。

2.1 共形変換

共形変換とは角度を変えない座標変換で、座標を xµ → x′µと変換した

とき、線素が

ηµνdx
µdxν → ηµνdx

′µdx′ν = Ω(x)ηµνdx
µdxν (2.1.1)

と変換するものである。ここで、Ωは任意の関数である。Minkowski計

量は ηµν = (−1, 1, · · · , 1)を採用する。右辺を書き換えると共形変換は関
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係式

ηµν
∂x′µ

∂xλ
∂x′ν

∂xσ
= Ω(x)ηλσ

で表される。Ω = 1は Poincaré変換に相当する。

ここで、共形変換はあくまでも背景計量 ηµν上で定義されるもので、こ

の変換の下でこの計量自体は変化しない。一方、一般座標変換は、計量

テンソル場を導入して線素を定義し、スカラー量である線素が不変に保

たれるように計量も場として変換する座標変換で、共形変換とは区別し

なければならない。以下、テンソル場の足の上げ下げはすべて背景計量

ηµνで行う。

無限小の共形変換 xµ → x′µ = xµ + ζµを考えると、上の条件式から ζµ

は方程式

∂µζν + ∂νζµ −
2

D
ηµν∂λζ

λ = 0

を満たさなければならないことが分かる。この式のことを共形Killing方

程式と呼び、ζλを共形Killingベクトルと呼ぶ。このとき、任意関数は

Ω = 1 +
2

D
∂λζ

λ (2.1.2)

と決まる。

共形Killing方程式を変形すると (ηµν∂
2 +(D−2)∂µ∂ν)∂λζ

λ = 0を得る。

この式と元の式から ζµを三回微分したものはゼロになることが分かる。

そのことに注意して方程式を解くと (D+1)(D+2)/2個の解が求まる。そ

れらは自由度がD個の並進 (translation)、D(D−1)/2個のLorentz変換、

1個のdilatation、D個の特殊共形変換 (special conformal transformation)

に対応して、それぞれ ζλT,L,D,Sと表すと、

(ζλT )µ = δλµ, (ζλL)µν = xµδ
λ
ν − xνδ

λ
µ,

ζλD = xλ, (ζλS)µ = x2δλµ − 2xµx
λ (2.1.3)

で与えられる。最初の二つがKilling方程式 ∂µζν + ∂νζµ = 0を満たす等

長変換、すなわち Poincaré変換に対応する。
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有限の共形変換は、dilatationと特殊共形変換の場合、それぞれ

xµ → x′µ = λxµ, xµ → x′µ =
xµ + aµx2

1 + 2aµxµ + a2x2

で与えられる。これらに加えて、特殊共形変換の代わりとなる重要な変

換として、共形反転 (conformal inversion)

xµ → x′µ =
xµ

x2

を導入する。この変換と並進を組み合わせると、

xµ → xµ

x2
→ xµ

x2
+ aµ →

xµ

x2 + aµ(
xµ

x2 + aµ
)2 =

xµ + aµx2

1 + 2aµxµ + a2x2

のように特殊共形変換が導ける。

2.2 共形代数と場の変換性

並進、Lorentz変換、dilatation、特殊共形変換の生成子をそれぞれPµ、

Mµν、D、Kµと書くことにする。1 これら (D + 1)(D + 2)/2個の共形変

換の生成子は SO(D, 2)代数

[Pµ, Pν ] = 0, [Mµν , Pλ] = −i (ηµλPν − ηνλPµ) ,

[Mµν ,Mλσ] = −i (ηµλMνσ + ηνσMµλ − ηµσMνλ − ηνλMµσ) ,

[D,Pµ] = −iPµ, [D,Mµν ] = 0, [D,Kµ] = iKµ,

[Mµν , Kλ] = −i (ηµλKν − ηνλKµ) , [Kµ, Kν ] = 0,

[Kµ, Pν ] = 2i (ηµνD +Mµν) (2.2.1)

を成す。並進と Lorentz変換の生成子から構成される SO(D − 1, 1)の代

数は特に Poincaré代数と呼ばれる。生成子のHermite性は

P †
µ = Pµ, M †

µν = Mµν , D† = D, K†
µ = Kµ

1本書では時空の次元と dilatation生成子に同じ記号Dを使う。それらは文脈から用
意に区別できる。
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で与えられる。

この共形代数は一つにまとめて書くことが出来る。SO(D, 2)変換の生

成子を Jabとして、その代数

[Jab, Jcd] = −i (ηacJbd + ηbdJac − ηbcJad − ηadJbc)

を考える。ここで、生成子はHermite性J†
ab = Jab及び反対称性Jab = −Jba

を満たす。計量はηab = (−1, 1, · · · , 1,−1)で与えられ、a, b = 0, 1, 2, · · · , D,D+

1と番号付けする。時空の足を µ, ν = 0, 1, · · · , D − 1と選んで、

Mµν = Jµν , D = JD+1D, Pµ = JµD+1 − JµD, Kµ = JµD+1 + JµD

と書くと、それぞれ Lorentz変換、dilatation、並進、特殊共形変換の生

成子となり、共形代数 (2.2.1)が得られる。

共形変換の下で性質の良い変換をする場を特にプライマリー場と呼ぶ。

ここでは整数スピン lの場を表す対称トレースレステンソル場Oµ1···µl
を

考える。2 場の演算子はHermite性

O†
µ1···µl

(x) = Oµ1···µl
(x)

を満すものとし、その共形次元を∆とする。このとき、プライマリー場は

O′
µ1···µl

(x′) = Ω(x)−
∆−l

2
∂xν1

∂x′µ1
· · · ∂x

νl

∂x′µl
Oν1···νl

(x) (2.2.2)

と変換する。

ここで、直交群 SO(D− 1, 1)のベクトル表現をDµνと書くと、座標変

換の Jacobianは ∂xν

∂x′µ
= Ω(x)−1/2D ν

µ (x)と分解できる。このことから、任

意のスピンのプライマリー場をOj(x)と簡略し、それに作用する表現行

列をR[D]jkと書くと、共形変換は局所的に回転とスケール変換の組み合

2D = 4の場合、これは Lorentz群 SO(3, 1)の (j, j̃)表現の j = j̃ = l/2に属するテ
ンソル場で、Oµ1···µl = σµ1

α1α̇1
· · ·σµl

αlα̇l
Oα1···αlα̇1···α̇l と表示することが出来る。トレー

スレスの条件は σµ
αα̇σµβdotb ∝ εαβεα̇β̇ を用いて示すことが出来る。また、j ̸= j̃ の場

として、(1/2, 0)と (1/2, 0)のスピノル場、(1, 1/2)と (1/2, 1)の Rarita-Schwinger場、
(1, 0)と (0, 1)の二階反対称テンソル場、などがよく知られている。
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わせで書くことができて、O′
j(x

′) = Ω(x)−∆/2R[D(x)] kj Ok(x)と表すこと

ができる。それらの相関関数は

⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = ⟨0|O′
1(x1) · · ·O′

n(xn)|0⟩ (2.2.3)

を満たす。ここで、|0⟩は共形不変な真空である。右辺の場の引数が左辺
と同じ xjであることに注意する。

無限小変換 xµ → x′µ = xµ + ζµの下での共形変換則は、同じ引数 xを

もつOjとO′
jの差 δζOj(x) = Oj(x) − O′

j(x)を ζµで展開してその二次の

項を無視すると得られる。プライマリーテンソル場の無限小共形変換は、

O′
j(x

′) = O′
j(x)+ζµ∂µOj(x)、D µ

ν = δ µ
ν − (∂νζ

µ−∂µζν)/2、Ωの式 (2.1.2)

に注意すると、変換則 (2.2.2)より、

δζOµ1···µl
(x) =

(
ζν∂ν +

∆

D
∂νζ

ν
)
Oµ1···µl

(x)

+
1

2

l∑
j=1

(
∂µj

ζν − ∂νζµj

)
Oµ1···µj−1νµj+1···µl

(x)

で与えられる。

無限小変換は共形変換の生成子と場の演算子との交換子として

δζOµ1···µl
(x) = i [Qζ , Oµ1···µl

(x)]

と表される。ここで、Qζは共形Killingベクトル ζµに対する (D+1)(D+

2)/2個の生成子の総称である。共形Killingベクトルの具体形ζλT,L,D,S(2.1.3)

を代入すると、変換則はそれぞれ

i [Pµ, Oλ1···λl
(x)] = ∂µOλ1···λl

(x),

i [Mµν , Oλ1···λl
(x)] = (xµ∂ν − xν∂µ − iΣµν)Oλ1···λl

(x),

i [D,Oλ1···λl
(x)] = (xµ∂µ + ∆)Oλ1···λl

(x),

i [Kµ, Oλ1···λl
(x)] =

(
x2∂µ − 2xµx

ν∂ν − 2∆xµ + 2ixνΣµν

)
Oλ1···λl

(x)

(2.2.4)

となる。このときスピン項は

ΣµνOλ1···λl
= i

l∑
j=1

(
ηµλj

δσν − ηνλj
δσµ
)
Oλ1···λi−1σλi+1···λl
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と定義される。

スピン行列を ΣµνOλ1···λl
= (Σµν)

σ1···σl
λ1···λl

Oσ1···σl
と表すと、それは

Lorentz生成子Mµνと同じ代数を満たす行列である。ベクトル場の場合は

(Σµν)
σ

λ = i(ηµλδ
σ
ν − ηνλδ

σ
µ ) で与えられ、一般の lの式はこれを用いて

(Σµν)
σ1···σl

λ1···λl
=

l∑
j=1

δ σ1
λ1

· · · δ σj−1

λj−1
(Σµν)

σj

λj
δ
σj+1

λj+1
· · · δ σl

λl

と表される。

プライマリー場Oが半整数のスピン 1/2をもつフェルミオン場なら

Σµνψ = i
1

4
[γµ, γν ]ψ

で与えられる。ここで、ガンマ行列は {γµ, γν} = −2ηµνで定義する。

トレースレスの条件を満たすストレステンソルが存在するとき、共形

変換の生成子は共形Killingベクトルを用いて

Qζ =
∫
dD−1xζλTλ0

と表される。共形Killing方程式とトレースレス及び保存則の条件 T µµ =

∂µTµν = 0を使うと ∂ηQζ = 0が示せて、生成子が保存すること分かる。

ζλに ζλT,L,D,S(2.1.3)を代入すると具体的な式

Pµ =
∫
dD−1xTµ0, Mµν =

∫
dD−1x (xµTν0 − xνTµ0) ,

D =
∫
dD−1xxλTλ0, Kµ =

∫
dD−1x

(
x2Tµ0 − 2xµx

λTλ0

)
(2.2.5)

を得る。簡単な例として付録D.1に自由スカラー場の場合の共形代数と

場の変換則を導出した。

最後に相関関数が満たす微分方程式を与える。共形場理論は真空 |0⟩が
共形不変な理論である。すなわち、すべての生成子Qζ (= Q†

ζ)に対して

Qζ |0⟩ = ⟨0|Qζ = 0

が成り立つ。したがって、任意のn個の共形場を簡略してOj (j = 1, · · · , n)

と表すと、それらの相関関数は ⟨0| [Qζ , O1(x1) · · ·On(xn)] |0⟩ = 0を満た
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す。これより、

δζ⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = i
n∑
j=1

⟨0|O1(x1) · · · [Qζ , Oj(xj)] · · ·On(xn)|0⟩ = 0

が成り立つ。これは関係式 (2.2.3)の無限小版である。例えば、Ojを共形

次元∆jのプライマリースカラー場とし、Qζ としてDとKµの場合を考

えると、それぞれ変換則 (2.2.4)より

n∑
j=1

(
xµj

∂

∂xµj
+ ∆j

)
⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = 0,

n∑
j=1

(
x2
j

∂

∂xµj
− 2xjµx

ν
j

∂

∂xνj
− 2∆jxjµ

)
⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = 0

を得る。

2.3 Wightman関数と正定値性

整数スピン lのトレースレス対称プライマリーテンソル場の二点Wight-

man関数

Wµ1···µl,ν1···νl
(x− y) = ⟨0|Oµ1···µl

(x)Oν1···νl
(y)|0⟩ (2.3.1)

を考える。場の共形次元を∆とすると、それは一般的に

Wµ1···µl,ν1···νl
(x) = cPµ1···µl,ν1···νl

(x)
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

と表される。ここで、ϵは無限小のUVカットオフである。関数Pµ1···µl,ν1···νl

はプライマリーの条件から決まる [付録Bを参照]。

例えばプライマリースカラー場の 2点Wightman関数は、

⟨0|O(x)O(0)|0⟩ = c
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

= c
1

(x2 + 2iϵx0)∆

で与えられる。ここでは x0 ̸= 0として、ϵ2は無視している。スピン 1の

プライマリーベクトル場、スピン 2のトレースレス対称プライマリーテ
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ンソル場のWightman関数は

⟨0|Oµ(x)Oν(0)|0⟩ = cIµν
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

⟨0|Oµν(x)Oλσ(0)|0⟩ = c
1

2

(
IµλIνσ + IµσIνλ −

2

D
ηµνηλσ

)
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

と表される。ここで、座標 xµの関数 Iµνは

Iµν = ηµν − 2
xµxν

x2

と定義され、関係式 I λ
µ Iλν = ηµνと Iµµ = D− 2を満たす。一般の整数ス

ピン lの場合は

Pµ1···µl,ν1···νl
=

1

l!
(Iµ1ν1 · · · Iµlνl

+ perms) − traces

で与えられる。ここで、perms及び tracesはテンソル場が持つ対称トレー

スレスの性質を反映している。

全体にかかる定数 cは物理的 (ユニタリ性)条件から c > 0となる。以

下では c = 1とする。

Wightman関数 (2.3.1)を使って内積を定義する。任意の関数 f1,2(x)を

導入して次の量を定義する:

(f1, f2) =
∫
dDxdDyfµ1···µl∗

1 (x)Wµ1···µl,ν1···νl
(x− y)f ν1···νl

2 (y).

さらに、Wightman関数の Fourier変換

Wµ1···µl,ν1···νl
(k) =

∫
dDxWµ1···µl,ν1···νl

(x)e−ikµxµ

を導入して、内積を運動量空間で表すと

(f1, f2) =
∫ dDk

(2π)D
fµ1···µl∗

1 (k)f ν1···νl
2 (k)Wµ1···µl,ν1···νl

(k)

となる。ここで、f1,2(k)は対応する関数の Fourier変換で、−k2 → ∞で
すばやく減少するものとする。ユニタリ性を満たす物理的な理論では内

積が

(f, f) > 0
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のように正になる。これをWightman正定値性と呼ぶ。

正定値性からスピン sのプライマリー場の共形次元∆に制限がついて、

∆ ≥ D

2
− 1 for s = 0,

∆ ≥ D − 2 + s for s ̸= 0 (2.3.2)

となる。この条件をユニタリ性バウンド (unitarity bound)と呼ぶ。以下、

具体例を挙げてこの条件を考察する。

2.4 Fourier表示と正定値条件の具体例

これ以後の三節では簡単のためD = 4と置いてユニタリ性の条件を考

察する。

はじめに任意の共形次元∆を持つプライマリースカラー場を考える。

そのWightman関数W (x)の Fourier変換 [付録C参照]は

W (k) = (2π)2 2π(∆ − 1)

4∆−1Γ(∆)2
θ(k0)θ(−k2)(−k2)∆−2

で与えられる。これより内積 (f, f) =
∫
d4k|f(k)|2W (k)/(2π)4が正にな

る条件は

∆ ≥ 1

となる。下限の∆ = 1は自由場の場合で、lim∆→1(∆ − 1)θ(−k2)∆−2 =

δ(−k2)より、

1

(2π)2
lim
∆→1

(f, f) =
∫ d4k

(2π)4
|f(k)|22πθ(−k0)δ(−k2) =

∫ d3k

(2π)3

1

2|k|
|f(k)|2

と表され、正準量子化された自由場から直接計算したものと一致する。

次にベクトル場の場合の正定値条件を考える。ここでは、より一般的

な実ベクトル場Aµの 2点関数

⟨0|Aµ(x)Aν(0)|0⟩

=
(
ηµν − 2α

xµxν
x2

)
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

=
1

2∆

{
∆ − α

2(∆ − 1)(∆ − 2)
ηµν∂

2 − α

∆ − 1
∂µ∂ν

}
1

(x2)∆−1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ
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を考える。スカラー場のFourier変換の式を最後の項に代入するとベクト

ル場の Fourier変換が得られ、それをW (α)
µν と書くと、

W (α)
µν (k) = (2π)2 2π(∆ − 1)

4∆−1Γ(∆)Γ(∆ + 1)
θ(k0)θ(−k2)(−k2)∆−2

×
{

(∆ − α)ηµν − 2α(∆ − 2)
kµkν
k2

}

となる。

プライマリー場Oµは α = 1の場合に相当して、W (1)
µν = Wµν である。

一方、α = ∆と選ぶとAµは次節で導入するプライマリースカラー場O′

のデッセンダント場 ∂µO
′とみなすことが出来る。このときO′の共形次

元は∆′ = ∆ − 1である。

Wightman正定値条件は任意の関数 fµに対して fµ∗(k)f ν(k)W (α)
µν (k)が

正であることを要求する。重心系 kµ = (K, 0, 0, 0)を選んでも任意性は失

われないので、この場合について評価すると

fµ∗f νW (α)
µν = Cθ(K)θ(K2)

{
[(2∆ − 3)α− ∆]|f0|2 + (∆ − α)|fj|2

}
K2(∆−2)

ここで、係数 C = 4(2π)3(∆ − 1)/4∆Γ(∆)Γ(∆ + 1)は正の数とする。し

たがって、正定値条件は (2∆ − 3)α − ∆ ≥ 0かつ∆ − α ≥ 0で与えられ

る。αについて解くと

∆

2∆ − 3
≥ α ≥ 1

を得る。プライマリーベクトル場の場合、α = 1を代入するとよく知られ

たユニタリ性の条件

∆ ≥ 3

を得る。3 下限の∆ = 3をもつプライマリーベクトル場は ∂µOµ = 0の条

件を満たす保存カレントに相当する。実際、上の式に微分を作用させる

と ∂µWµν(x) = 0 (x ̸= 0)を得る。
3通常のゲージ場は次元 1なので、ユニタリ性の条件を満たさないが、ゲージ場自身

はゲージ不変な物理量ではないので問題ない。一方、ゲージ不変な光子の場 Fµν は反対
称場に対するユニタリ性条件∆ ≥ 2(ここでは議論しない)を満たす。
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2.5 デッセンダント場と正定値性

プライマリー場Oに並進の生成子 Pµを作用させて生成される場

∂µ · · · ∂νO

をプライマリー場Oのデッセンダント (descendant)と呼ぶ。共形場理論

では、通常、プライマリー場Oが物理的場であるならばそのデッセンダ

ントもまた物理的でなければならない。すなわち、デッセンダントの 2点

関数もまた正でなければならない。ここではその条件が前節で示した条

件と一致することを具体例を挙げて示す。

はじめに、D = 4でのプライマリースカラー場Oの第一デッセンダン

ト ∂µO及び第二デッセンダント ∂2Oの 2点相関について議論する。先ず

後者の例では

⟨0|∂2O(x)∂2O(0)|0⟩ = 16∆2(∆ + 1)(∆ − 1)
1

(x2)∆+2

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

を得る。∂2Oはスカラー量なのでユニタリ性の条件は簡単に 2点相関関

数の係数の符号が正であれば良く、∆ > 1が出てくる。∆ = 1は自由ス

カラー場の場合で、右辺が消えるのは運動方程式 ∂2O = 0が成り立つこ

とを表している。

第一デッセンダントの場合は

⟨0|∂µO(x)∂νO(0)|0⟩ = 2∆
{
ηµν − 2(∆ + 1)

xµxν
x2

}
1

(x2)∆+1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

を得る。この式に対して前節で議論したWightman正定値の条件を課す

と、やはり∆ ≥ 1の条件が出てくる。

次にプライマリーベクトル場Oµの場合を考えると、その第一デッセン

ダントの中でスカラー量 ∂µOµを考えると

⟨0|∂µOµ(x)∂
νOν(0)|0⟩ = 4(∆ − 1)(∆ − 3)

1

(x2)∆+1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

を得る。∆ > 3のとき係数が正になることが分かる。∆ = 3はOµが保存

するカレントの場合で、右辺が消えて ∂µOµ = 0が成り立っていることが

分かる。
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プライマリーテンソル場の場合も同様に、第一デッセンダント ∂µOµν

の 2点相関は

⟨0|∂µOµν(x)∂
λOλσ(0)|0⟩

= (∆ − 4)(4∆ − 7)
{
ηνσ − 2

5∆ − 11

4∆ − 7

xνxσ
x2

}
1

(x2)∆+1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

で与えられ、スカラー量になる第二デッセンダント ∂µ∂νOµνの場合は

⟨0|∂µ∂νOµν(x)∂
λ∂σOλσ(0)|0⟩

= 24∆(∆ − 1)(∆ − 3)(∆ − 4)
1

(x2)∆+2

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

となる。後者の式からすぐに∆ ≥ 4の条件が見て取れる。また、前者の

式に前節で求めたWightman正定値条件を課すとやはりこの条件が出て

くる。∆ = 4はOµν が保存するトレースレステンソルの場合で、右辺が

消えて保存の式 ∂µOµν = 0が成り立っているが分かる。

2.6 Feynman伝播関数とユニタリ性

ここでは、前節で考察してきた共形次元∆に対するユニタリ性バウン

ドを少し異なる見方で説明する。

Feynman伝播関数はWightman関数を用いて

⟨0|T [Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)]|0⟩

= θ(x0)⟨0|Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)|0⟩ + θ(−x0)⟨0|Oν1···νl
(0)Oµ1···µl

(x)|0⟩

と定義される。その Fourier変換を

⟨0|T [Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)]|0⟩ =
∫ d4k

(2π)4
eikµxµ

Dµ1···µl,ν1···νl
(k)

で定義する。

スカラー場の場合

⟨0|T [O(x)O(0)]|0⟩ = θ(x0)
1

(x2 + 2iϵx0)∆
+ θ(−x0)

1

(x2 − 2iϵx0)∆

=
1

(x2 + iϵ)∆
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となる。このとき、最後の式で 2ϵ|x0|を単に ϵと書き換えている。この式

の Fourier変換は

D(k) = −i(2π)2 Γ(2 − ∆)

4∆−1Γ(∆)
(k2 − iϵ)∆−2

で与えられる。

同様にプライマリーベクトル場の場合は

⟨0|T [Oµ(x)Oν(0)]|0⟩ =
1

2∆

{
1

2(∆ − 2)
ηµν∂

2 − 1

∆ − 1
∂µ∂ν

}
1

(x2 + iϵ)∆−1

で与えられ、そのFourier変換はスカラー場の結果を代入するとすぐに求

まって

Dµ,ν(k) = −i(2π)2Γ(2 − ∆)

4∆−1Γ(∆ + 1)

{
(∆ − 1)ηµνk

2 − 2(∆ − 2)kµkν
}

(k2 − iϵ)∆−3

となる。

プライマリースカラー場Oと外場 f との相互作用

Iint = g
∫
d4x (fO + H.c.)

を考えてみる。この相互作用による S行列を考え、S = 1 + iT とすると、

f †から f への遷移振幅は

i⟨f |T |f⟩ = −g2
∫
d4xf †(x)

∫
d4yf(y)⟨0|T [O(x)O(y)]|0⟩

= −g2
∫ d4k

(2π)4
f †(k)f(k)D(k)

で与えられる。

ユニタリ性は S†S = 1より 2Im(T ) = |T |2 ≥ 0を要求するので、

Im⟨f |T |f⟩ = g2
∫ d4k

(2π)4
|f(k)|2Im {iD(k)} ≥ 0

の条件が出てくる。ここで、公式 (x+iϵ)λ−(x−iϵ)λ = 2i sin(πλ)θ(−x)(−x)λ

及び sin(πλ) = π/Γ(λ)Γ(1 − λ)を使うと、

Im {iD(k)} = (2π)2 π(∆ − 1)

4∆−1Γ(∆)2
θ(−k2)(−k2)∆−2

が出てくる。右辺はWightman関数の Fourier変換と同じ形をしている

[θ(k0)が無いが、全体は 1/2になっている]。これが正であることからユ

ニタリ性の条件∆ ≥ 1が得られる。
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この章では Euclid空間上での共形場理論を考える。Minkowski時空と

違って相関関数が扱いやすく、状態やその内積を場の演算子を用いて定

義することが出来る。以下、Euclid空間では時空の足はすべて下付きで

書き、同一の足はデルタ関数で縮約するものとする。

3.1 臨界現象と共形場理論

IsingモデルのようなD次元の古典統計系を臨界点直上で連続極限をと

るとD次元Euclid空間上の共形場理論になる。1 ここでは、Euclid共形

場理論の基本的な構造について解説する前に、臨界現象との関係につい

て簡単に触れることにする。

温度などの統計系の臨界現象を決める変数を T として、その臨界点を

Tcとする。一般に、物理的な相関関数は非臨界点 T ̸= Tcのとき

⟨O(x)O(0)⟩ ∼ e−|x|/ξ

のように指数関数的に減衰する。ここで、ξ は相関距離である。臨界点

T = Tcでは ξ → ∞となり、相関関数が

⟨O(x)O(0)⟩ =
1

|x|2∆

のように冪の振る舞いをするようになる。これは共形不変性が現れたこ

とを示している。臨界点直上に現れた共形場理論を表す作用をSCFTと書

くことにする。通常、それは不明な場合がほとんどである。共形場理論

1D次元Minkowski時空上の共形場理論はD − 1次元の量子統計系が対応する。
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は、作用に頼らず、共形不変性とユニタリ性の条件から臨界現象を理解

する学問でもある。

臨界現象は、臨界点からの小さな摂動を考えたとき、臨界点への近づ

き方を表す指数によって分類される。例えば、共形次元が ∆ < D の

relevantな演算子 Oによる摂動を考えてみる。臨界点からのズレを t =

(T − Tc)/Tc (≪ 1)とすると、作用は

SCFT → SCFT + ta∆−D
∫
dDxO(x)

と変形される。ここで、aは紫外カットオフ長さである。このとき、相関

距離は ξ∆−D ∼ ta∆−D、すなわち

ξ ∼ at−1/(D−∆)

で与えられる。例えば、エネルギー演算子O = εは relevantなスカラー

場で、その共形次元を∆εとすると、対応する臨界指数 νは ξ ∼ at−ν で

定義されるこことから、ν = 1/(D − ∆ε)の関係式が得られる。このよう

に、共形場理論の場の演算子の次元を分類すると臨界指数、すなわち臨

界現象が分類できる。

3.2 Euclid共形場理論の基本構造

Euclid空間RDでの共形代数はSO(D+1, 1)で与えられ、計量を ηµνか

ら δµνに置き換えればMD上の場合の (2.2.1)と同じ形になる。共形変換

則も同様に (2.2.4)と同じ形になる。異なる点は生成子PµとDのHermite

性が

P †
µ = Kµ, D† = −D

に変わることである。

このことは SO(D, 2)代数の生成子 Jabを用いて次のように共形代数を

導出すると分かりやすい。計量 ηab = (−1, 1, · · · , 1,−1)を持つD + 2次
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元の足 a, b = 0, 1, · · · , D,D+ 1の内、ここではD次元Euclid空間部分を

µ, ν = 1, · · · , Dと選ぶ。さらに、SO(D + 1, 1)にするために 0成分を含

む生成子に虚数単位をつけて、

Mµν = Jµν , D = iJD+10, Pµ = JµD+1 − iJµ0, Kµ = JµD+1 + iJµ0

と同定すると、Jabの代数 (2.2.2)及びその Hermite性から上述の Euclid

空間での共形代数及びHermite性が得られる。

整数スピン lの共形次元∆を持つ対称トレースレスプライマリーテン

ソル場の二点相関関数を

⟨Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(y)⟩ = cPµ1···µl,ν1···νl

1

(x2)∆

と書く。Pµ1···µl,ν1···νl
はプライマリーの条件から決まる座標 xの関数で、

MDのときと同様に Euclid空間での Iµν関数

Iµν = δµν − 2
xµxν
x2

を用いると、

Pµ1···µl,ν1···νl
=

1

l!
(Iµ1ν1 · · · Iµlνl

+ perms) − traces

のように決まる。物理的な相関関数では係数 cは正の数でなければなら

ない。以下では c = 1と置く。

実プライマリーテンソル場のHermite性は共形反転

xµ → Rxµ =
xµ
x2

を用いて

O†
µ1···µl

(x) =
1

(x2)∆
Iµ1ν1(x) · · · Iµlνl

(x)Oν1···νl
(Rx) (3.2.1)

と定義される。

ここで、実際に、このHermite性が生成子のHermite性と矛盾しないこ

とを見る。例えばプライマリースカラー場の共形変換 i[Pµ, O(x)] = ∂µO(x)
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を考えると、そのHermite共役は i[P †
µ, O

†(x)] = ∂µO
†(x)となる。Hermite

共役場は、新しい座標 yµ = xµ/x
2を導入すると、O†(x) = (y2)∆O(y)と

書けるので、共形変換のHermite共役は P †
µ = Kµを代入すると

i(y2)∆[Kµ, O(y)] =
∂yν
∂xµ

∂

∂yν

{
(y2)∆O(y)

}
= (y2)∆

(
y2∂µ − 2yµyν∂ν − 2∆yµ

)
O(y)

となる。両辺の (y2)∆を除くとこれはプライマリースカラー場Oの特殊共

形変換である。同様に共形変換 i[D,O(x)] = (xµ∂µ + ∆)O(x)のHermite

共役を考えると、Hermite性D† = −Dと矛盾しないことが分かる。
プライマリーベクトル場の場合はもう少し複雑になるが同じである。

Iµν(x) = Iµν(y)に注意して、i[Pµ, Oν(x)] = ∂µOν(x)のHermite共役を考

えると

i(y2)∆Iνλ[Kµ, Oλ(y)] =
∂yν
∂xµ

∂

∂yν

{
(y2)∆IνλOλ(y)

}
= (y2)∆

{
Iνλ

(
y2∂µ − 2yµyσ∂σ − 2∆yµ

)
Oλ(y)

+

(
−2δµνyλ − 2δµλyν + 4

yµyνyλ
y2

)
Oλ(y)

}
を得る。IµλIλν = δµν に注意して両辺の余分な関数を取り除くとプライ

マリーベクトル場に対する特殊共形変換 i[Kµ, Oλ(y)] = (y2∂µ−2yµyσ∂σ−
2∆yµ+2iyσΣµσ)Oλ(y)が得られる。ここで、スピン項は iΣµσOλ = −δµλOσ+

δλσOµで与えられる。

共形反転を使ってOµ1···µl
とその共役演算子O†

µ1···µl
との相関関数を考え

る。例えばプライマリースカラー場の場合はRx2 = 1/x2から

⟨O†(x)O(0)⟩ =
1

(x2)∆
⟨O(Rx)O(0)⟩ = 1

となって、座標 xに依らず正定値となる (c = 1としている)。プライマ

リーベクトル場、テンソル場のときも同様に IµλIλν = δµνを用いると

⟨O†
µ(x)Oν(0)⟩ = δµν ,

⟨O†
µν(x)Oλσ(0)⟩ =

1

2

(
δµλδνσ + δµσδνλ −

2

D
δµνδλσ

)
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となる。これらの性質によりEuclid空間では場の演算子を用いて状態を

定義することが出来る。

プライマリー状態は共形変換の生成子に対して条件式

Mµν |{µ1 · · ·µl},∆⟩ = (Σµν)ν1···νl,µ1···µl
|{ν1 · · · νl},∆⟩,

iD|{µ1 · · ·µl},∆⟩ = ∆|{µ1 · · ·µl},∆⟩,

Kµ|{µ1 · · ·µl},∆⟩ = 0

を満たすものである。この状態は場の演算子を用いて2

|{µ1 · · ·µl},∆⟩ = Oµ1···µl
(0)|0⟩ (3.2.2)

と定義することができる。この関係を状態演算子対応 (state-operator cor-

respondence)と呼ぶ。ここで、真空 |0⟩は共形変換の生成子を作用させる
とすべて消える状態として定義される。この状態にPµを作用させて得ら

れる状態をそのデッセンダントと呼ぶ。

この状態のHermite共役は、yµ = Rxµとして、Iµν(x) = Iµν(y)に注意

すると原点での演算子のHermite共役が

O†
µ1···µl

(0) = lim
x2→0

(x2)−∆Iµ1ν1 · · · Iµlνl
Oν1···νl

(Rx)

= lim
y2→∞

(y2)∆Iµ1ν1 · · · Iµlνl
Oν1···νl

(y)

と書けることから、プライマリー状態 (3.2.2)の共役状態は

⟨{µ1 · · ·µl},∆| = ⟨0|O†
µ1···µl

(0)

= lim
x2→∞

(x2)∆Iµ1ν1 · · · Iµlνl
⟨0|Oν1···νl

(x)

と定義される。このときノルムの正定値性は任意の対称トレースレステ

ンソル fµ1···µl
を用いて

(f, f) = f †
µ1···µl

fν1···νl
⟨{µ1 · · ·µl},∆|{ν1 · · · νl},∆⟩

= |fµ1···µl
|2 > 0

と表される。
2Minkowski時空上ではこの対応は使えない。なぜならノルムが定義できないからであ

る。実際、スカラー状態 |∆⟩ = O(0)|0⟩のノルムを考えると、MD上ではO†(x) = O(x)
なので、⟨∆|∆⟩ = ⟨0|O†(0)O(0)|0⟩ = ⟨0|O(0)O(0)|0⟩となって、これは発散する。
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3.3 二点相関関数の再導出

この節では共形代数とHermite性を用いてプライマリースカラー場の

RD上での二点相関関数を再導出してみる。スカラー場の座標依存性は並

進の生成子を用いて

O(x) = eiPµxµO(0)e−iPµxµ

と表される。このHermite共役は P †
µ = Kµより、

O†(x) = eiKµxµO(∞)e−iKµxµ

で与えられる。ここで、O(∞) = O†(0) = limx2→∞(x2)∆O(x)である。

相関関数はこれらの式と場のHermite性 (3.2.1)を用いると

⟨O(x)O(x′)⟩ =
1

(x2)∆
⟨O†(Rx)O(x′)⟩ =

1

(x2)∆
⟨∆|e−iKµ(Rx)µeiPνx′ν |∆⟩

と表すことができる。プライマリー状態はそれぞれ |∆⟩ = O(0)|0⟩と ⟨∆| =

⟨0|O(∞)である。指数関数を展開して評価すると、Kµと Pν の数が等し

いときにのみ値を持つことが分かるので、上の式は

⟨O(x)O(x′)⟩ =
1

(x2)∆

∞∑
n=0

C∆
n (x, x′)

(
x′2

x2

)n/2

と表すことができる。展開の係数C∆
n は

C∆
n =

1

(n!)2

xµ1 · · ·xµnx
′
ν1
· · ·x′νn

(x2x′2)n/2
⟨∆|Kµ1 · · ·KµnPν1 · · ·Pνn|∆⟩

で定義される。共形代数を用いて生成子の数を減らしていくと、Gegen-

bauerの多項式が満たす漸化式

nC∆
n = 2(∆ + n− 1)zC∆

n−1 − (2∆ + n− 2)C∆
n−2

が得られる。ここで、z = x · x′/
√
x2x′2である。これよりC∆

n は変数 zを

持つGegenbauerの多項式 (∆ = 1/2は Legendreの多項式)であることが

分かる。母関数の公式

1

(1 − 2zt+ t2)∆
=

∞∑
n=0

C∆
n (z)tn
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を使って、zと t =
√
x′2/x2を代入すると、良く知られた相関関数の式

⟨O(x)O(x′)⟩ = 1/(x− x′)2∆が得られる。

3.4 演算子積 (OPE)と三点相関関数

この節ではプライマリースカラー場 ϕの演算子積 (operator product

expansion, OPE)について考える。積の右辺に現れる場は ϕ × ϕ ∼ I +

Tµν+
∑
l=0,2,4,···Oµ1···µl

と表すことができる。ここで、Iは単位演算子、Tµν

はストレステンソル (スピン 2、共形次元Dのプライマリー場)である。

Oµ1···µl
は整数スピン lを持ったプライマリー場で、スカラー場のOPEに

は偶数スピンの場しか現れない。これらプライマリー場のほかにそのデッ

センダント (プライマリー場の微分)も現れる。

プライマリースカラー場ϕとスピン lのプライマリーテンソル場の共形

次元をそれぞれ dと∆とし、それらの 2点相関関数を

⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩ =
1

|x12|2d
,

⟨Oµ1···µl
(x1)Oν1···νl

(x2)⟩ =
1

|x12|2∆
[
1

l!
(Iµ1ν1 · · · Iµlνl

+ perms) − traces
]

と規格化する。ここで、(x12)µ = x1µ − x2µ、Iµν = Iµν(x12)である。ま

た、三点相関関数の形は共形不変性より、全体の係数を除いて決まる。そ

れを f∆,lとして、

⟨ϕ(x1)ϕ(x2)Oµ1···µl
(x3)⟩ =

f∆,l

|x12|2d−∆+l|x13|∆−l|x23|∆−l (Zµ1 · · ·Zµl
− traces) ,

Zµ =
(x13)µ
x2

13

− (x23)µ
x2

23

(3.4.1)

と規格化する。f∆,lのことを構造係数又はOPE係数と呼ぶ。

プライマリースカラー場 ϕ同士のOPEは

ϕ(x)ϕ(y) =
1

|x− y|2d
+
∑
l=2n

f∆,l

[
(x− y)µ1 · · · (x− y)µl

|x− y|2d−∆+l
Oµ1···µl

(y) + · · ·
]

=
1

|x− y|2d
+
∑
l=2n

f∆,l

|x− y|2d−∆
C∆,l(x− y, ∂y)O∆,l(y)
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と表される。二列目の式では、スピン lのプライマリーテンソル場をO∆,l(y)

と簡略化した。一列目のドット及び係数C∆,l(x− y, ∂y)の中の微分演算子

はそのデッセンダントからの寄与を表す。

ここでは、l = 0の場合の係数C∆,0を求める。OPEの両辺にO = O∆,0

を作用させて期待値を取ると、

⟨ϕ(x)ϕ(y)O(z)⟩ =
f∆,0

|x− y|2d−∆
C∆,0(x− y, ∂y)⟨O(y)O(z)⟩

を得る。これより、関係式

C∆,0(x− y, ∂y)
1

|y − z|2∆
=

1

|x− z|∆|y − z|∆

が導かれる。この式の右辺を Feynmannパラメータ積分公式を用いて書

き換えると

Γ(∆)

Γ(∆
2
)Γ(∆

2
)

∫ 1

0
dt

[t(1 − t)]
∆
2
−1

[t(x− z)2 + (1 − t)(y − z)2]∆

=
1

B(∆
2
, ∆

2
)

∫ 1

0
dt[t(1 − t)]

∆
2
−1

∞∑
n=0

(∆)n
n!

[−t(1 − t)(x− y)2]n

([y − z + t(x− y)]2)∆+n

と書ける。(a)n = Γ(a+ n)/Γ(a)は Pochhammer記号である。さらに、

(∂2)n
1

(x2)∆
= 4n(∆)n(∆ + 1 −D/2)n

1

(x2)∆+n
,

1

[(y + tx)2]∆
= etx·∂y

1

(y2)∆

を使って、1/|y − z|2∆を yで微分する形に書き換える。それが左辺のよ

うに表されることから

C∆,0(x− y, ∂y) =
1

B(∆
2
, ∆

2
)

∫ 1

0
dt[t(1 − t)]

∆
2
−1

×
∞∑
n=0

(−1)n

4nn!

[t(1 − t)a2]n

(∆ + 1 −D/2)n
(∂2
y)
neta·∂y

∣∣∣∣
a=x−y

を得る。最初の数項を書き出すと

C∆,0(x− y, ∂y) = 1 +
1

2
(x− y)µ∂

y
µ +

∆ + 2

8(∆ + 1)
(x− y)µ(x− y)ν∂

y
µ∂

y
ν

− ∆

16(∆ + 1)(∆ + 1 −D/2)
(x− y)2∂2

y + · · ·
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となる。

同様にして三点相関関数の式 (3.4.1)から l ̸= 0の場合も計算すること

ができる。

3.5 四点相関関数とConformal Blocks

この節ではスカラー場の四点相関関数の性質について議論する。共形

次元∆j をもつプライマリースカラー場 ϕj の四点相関関数は共形対称性

より

⟨ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3)ϕ4(x4)⟩ =

(
|x24|
|x14|

)∆12
(
|x14|
|x13|

)∆34 G(u, v)

|x12|∆1+∆2 |x34|∆3+∆4

の形まで簡単化することができる。ここで、∆ij = ∆i − ∆j、変数 uと v

は

u =
x2

12x
2
34

x2
13x

2
24

, v =
x2

14x
2
23

x2
13x

2
24

で定義されている。

この式はϕ1とϕ2の間でOPEを取った形をしている。一方で、ϕ1とϕ4

の間でOPEを取っても答えは変わらないはずである。このことから右辺は

(x2,∆2)と (x4,∆4)を入れ替えても結果は変わらない。同様に、(x2,∆2)と

(x3,∆3)を入れ替えても結果は変わらない。この性質を交差対称性 (cross-

ing symmetry)と呼ぶ。これより、G(u, v)はG(v, u)やG(1/u, v/u)で表

すことができる。

簡単のため以下では∆1 = ∆2 = ∆3 = ∆4の場合を考える。OPEの単

位演算子に比例する部分を抜き出してG(u, v) = 1 +
∑

∆,l f
2
∆,lg∆,l(u, v)と

書くと、共形次元 dをもつプライマリースカラー場 ϕd同士の四点相関関

数は

⟨ϕd(x1)ϕd(x2)ϕd(x3)ϕd(x4)⟩ =
1

|x12|2d|x34|2d
[
1 +

∑
∆,l

f 2
∆,lg∆,l(u, v)

]
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と書ける。ここで、g∆,l(u, v)は conformal blockと呼ばれる関数である。

x2と x4の入れ替えからくる交差関係式 vdG(u, v) = udG(v, u)より、con-

formal blockは

ud − vd =
∑
∆,l

f2
∆,l

[
vdg∆,l(u, v) − udg∆,l(v, u)

]
(3.5.1)

を満たす。

Conformal block g∆,lをOPEから計算する。中間状態としてスカラー

(l = 0)が飛ぶ場合からの寄与は前節で計算したOPEを使って

g∆,0(u, v) = |x12|∆|x34|∆C∆,0(x12, ∂2)C∆,0(x34, ∂4)
1

|x24|2∆

と表すことができる。右辺を計算すると

C∆,0(x12, ∂2)C∆,0(x34, ∂4)
1

|x24|2∆
=

1

B(∆
2
, ∆

2
)2

∫ 1

0
dtds[t(1 − t)s(1 − s)]

∆
2
−1

×
∞∑

n,m=0

(−1)n+m

n!m!

(∆)n+m(∆̃)n+m

(∆̃)n(∆̃)m

[t(1 − t)x2
12]

n[s(1 − s)x2
34]

m

[(x24 + tx12 − sx34)2]∆+n+m

となる。ここでは ∆̃ = ∆ + 1 − D/2と書くことにする。さらに、A2 =

t(1 − t)x2
12、B

2 = s(1 − s)x2
34とすると、

(x24 + tx12 − sx34)
2 = Λ2 − A2 −B2,

Λ2 = tsx2
13 + t(1 − s)x2

14 + s(1 − t)x2
23 + (1 − t)(1 − s)x2

24

と書けるので、これらの変数を使って右辺を書き換えると

1

B(∆
2
, ∆

2
)2

∫ 1

0
dtds

[t(1 − t)s(1 − s)]
∆
2
−1

(Λ2 − A2 −B2)∆
F4(∆, ∆̃; ∆̃, ∆̃;X, Y )

となる。ここでX = −A2/(Λ2 − A2 − B2)、Y = −B2/(Λ2 − A2 − B2)

である。F4はAppell関数と呼ばれる変数を二つ持つ超幾何級数 (double

series)で、

F4(a, b; , c, d; x, y) =
∞∑

n,m=0

1

n!m!

(a)n+m(b)n+m

(c)n(d)m
xnym
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と定義される。この関数はGaussの超幾何級数 2F1と

F4(a, b; c, d;x, y) = (1 − x− y)−a2F1

(
a

2
,
a+ 1

2
; b;

4xy

(1 − x− y)2

)

ように関係しているので、これを使うと

1

B(∆
2
, ∆

2
)2

∫ 1

0
dtds

[t(1 − t)s(1 − s)]
∆
2
−1

(Λ2)∆ 2F1

(
a

2
,
a+ 1

2
; b;

4A2B2

Λ2

)

と書くことが出来る。最後に tと sのパラメータ積分を、公式∫ 1

0
dt

ta−1(1 − t)b−1

[tα+ (1 − t)β]a+b
=

1

αaβb
B(a, b),

∫ 1

0
ds

sa−1(1 − s)b−1

(1 − sα)c(1 − sβ)d
= B(a, b)F1(a, c, d; a+ b;α, β)

を使って順次行う。ここで、F1は変数を二つ持つ新たな超幾何級数

F1(a, b, c; d; x, y) =
∞∑

n,m=0

1

n!m!

(a)n+m(b)n(c)m
(d)n+m

xnym

で、特別な場合、Gaussの超幾何級数と

F1(a, b, c, b+ c;x, y) = (1 − y)−a2F1

(
a, b; b+ c;

x− y

1 − y

)

の関係がある。これらを使うと

1

|x13||x24|∆
v′

∆
2

∞∑
n=0

u′n

n!

(
∆
2

)4

n

(∆)2n(∆̃)n
2F1

(
∆

2
+ n,

∆

2
+ n; ∆ + 2n; 1 − v′

)

を得る。ここで、u′ = u/v、 v′ = 1/v である。係数 (∆)2n は関係式

4n(∆
2
)n(

∆+1
2

)n = (∆)2nに由来する。

さらに新たな二変数の超幾何級数

G(a, b, c, d;x, y) =
∞∑

n,m=0

(d− a)n(d− b)n
n! (c)n

(a)n+m(b)n+m

m! (d)2n+m

xnym

を導入して g∆,0を書き換える。その際、(∆
2

+n)m = (∆
2
)n+m/(

∆
2
)n、(∆+

2n)m = (∆)2n+m/(∆)2nを使う。四点相関関数は x3 ↔ x4の下で不変であ
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る、すなわち g∆,l(u, v) = g∆,l(u
′, v′)であることから、g∆,0を求めた後に

変数を u′と v′から uと vに書き換えると最終的に

g∆,0(u, v) = u
∆
2 G

(
∆

2
,
∆

2
,∆ + 1 − D

2
,∆;u, 1 − v

)
を得る。

偶数次元のときは conformal block g∆,lをGaussの超幾何級数の積で表

すことが出来る。新しい座標変数

u = zz̄, v = (1 − z)(1 − z̄)

を導入して、公式

G(a, b, c− 1, c;u, 1 − v) =
1

z − z̄

[
z 2F1(a, b; c; z)2F1(a− 1, b− 1; c− 2; z̄)

−z̄ 2F1(a, b; c; z̄)2F1(a− 1, b− 1; c− 2; z)
]

を使う。Gaussの超幾何級数で定義された関数

kβ(x) = x
β
2 2F1

(
β

2
,
β

2
, β;x

)
(3.5.2)

を導入すると、例えばD = 4では

g∆,0(u, v)|D=4 =
zz̄

z − z̄
[k∆(z)k∆−2(z̄) − (z ↔ z̄)]

と書くことが出来る。

スピンが l ≥ 1の場合も複雑ではあるが同様にOPEから求めることが

出来る。一般の lについての conformal blocksは lについての漸化式を立

てて求めることができる。結果だけを書くと、D = 4の場合、

g∆,l(u, v)|D=4 =
(−1)l

2l
zz̄

z − z̄
[k∆+l(z)k∆−l−2(z̄) − (z ↔ z̄)] (3.5.3)

で与えられる。また、2次元の場合一般式は

g∆,l(u, v)|D=2 =
(−1)l

2l
[k∆+l(z)k∆−l(z̄) + (z ↔ z̄)] (3.5.4)

で与えられる。一方、D = 3では lが小さい場合の式は求められている

が、一般式はまだ z = z̄のような特別な場合しか知られていない。
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3.6 Casimir演算子とConformal Blocks

この節では、conformal blockが満たす微分方程式をCasimir演算子を

使って求め、その解を調べる。

共形代数 SO(D + 1, 1)の生成子 Jabと交換する２次の Casimir演算子

C2 = 1
2
JabJabを考える。共形変換の生成子を用いて書くと

C2 =
1

2
MµνMµν −D2 − 1

2
(KµPµ + PµKµ)

となる。プライマリー状態はこの演算子の固有状態である。スピン l、共

形次元∆の場合は

C2|∆, l⟩ = C∆,l|∆, l⟩, C∆,l = ∆(∆ −D) + l(l +D − 2)

となる。

ここでは、四つの異なるプライマリースカラー場の相関関数を考える。

完全形を挟むとそれは

⟨ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3)ϕ4(x4)⟩ =
∑
∆,l

⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|∆, l⟩⟨∆, l|ϕ3(x3)ϕ4(x4)|0⟩

と書ける。そこで、関係式
1

2
⟨0|

[
Jab,

[
Jab, ϕ1(x1)ϕ2(x2)

]]
|∆, l⟩ = ⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)C2|∆, l⟩

= C∆,l⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|∆, l⟩

を考えることにする。スカラー場の共形変換の式を用いて左辺を書き換

えると、左辺は{
(x2

12∂
1
µ∂

2
µ − 2(x12)µ(x12)ν∂

1
µ∂

2
ν − 2∆1(x12)µ∂

2
µ + 2∆2(x12)µ∂

1
µ

+ (∆1 + ∆2) (∆1 + ∆2 −D)
}
⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|∆, l⟩

と書ける。

一方、中間状態がO∆,lで与えられる四点相関関数の conformal blockを

前節と同じように g∆,lと書くと、その部分は

⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|∆, l⟩⟨∆, l|ϕ3(x3)ϕ4(x4)|0⟩

=

(
x2

24

x2
14

)∆12/2 (x2
14

x2
13

)∆34/2 f 2
∆,lg∆,l(u, v)

(x2
12)

(∆1+∆2)/2(x2
34)

(∆3+∆4)/2
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と表される。このことを使うと、最終的に conformal blockが満たす微分

方程式は

Dg∆,l(u, v) =
1

2
C∆,lg∆,l(u, v),

D = (1 − u+ v)u
∂

∂u

(
u
∂

∂u

)
+
[
(1 − v)2 − u(1 + v)

] ∂
∂v

(
v
∂

∂v

)

−2(1 + u− v)uv
∂2

∂u∂v
−Du

∂

∂u

+
1

2
(∆12 − ∆34)

[
(1 + u− v)

(
u
∂

∂u
+ v

∂

∂v

)
− (1 − u− v)

∂

∂v

]

+
1

4
∆12∆34(1 + u− v)

で与えられる。

さらに、座標変数を zと z̄に変換すると

D = z2(1 − z)
∂2

∂z2
+ z̄2(1 − z̄)

∂2

∂z̄2
+

1

2
(∆12 − ∆34 − 2)

(
z2 ∂

∂z
+ z̄2 ∂

∂z̄

)

+
1

4
∆12∆34(z + z̄) + (D − 2)

zz̄

z − z̄

(
(1 − z)

∂

∂z
− (1 − z̄)

∂

∂z̄

)

と書ける。この微分方程式のD = 4, 2の解はそれぞれ (3.5.3)と (3.5.4)

で、関数 (3.5.2)を

kβ(x) = x
β
2 2F1

(
β

2
− ∆12

2
,
β

2
+

∆34

2
; β; x

)

と置き換えたものになる。

3.7 ユニタリ性バウンドの再考

先に定義した状態を用いて、ユニタリ性の条件 (2.3.2)について再考す

る。ここでは、具体的にD = 4の場合を考える。

例えば、プライマリーベクトル状態 |µ,∆⟩を考えるてみる。ユニタリ性
からその内積は正定値でなければならない。それを ⟨∆′, µ|ν,∆⟩ = δ∆′∆δµν

と規格化する。ユニタリ性はさらにそのデッセンダントもまた正定値で
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あることを要求する。第一デッセンダント状態 |µ; ν,∆⟩ = Pµ|ν,∆⟩を考
えると、その内積は共形代数を使って計算すると

⟨µ;λ,∆′|ν; σ,∆⟩ = ⟨λ,∆′|[Kµ, Pν ]|σ,∆⟩

= ⟨λ,∆′|2i (Dδµν +Mµν) |σ,∆⟩

= 2δ∆′∆ (∆δµνδλσ − δµλδνσ + δνλδµσ)

となる。ここで、Hermite性 P †
µ = Kµ、プライマリーの条件Kµ|ν,∆⟩ =

⟨ν,∆|Pµ = 0及び ⟨λ,∆|Mµν |σ,∆⟩ = (Σµν)λσを使った。これは、足の組

を a = (µ, λ)、b = (ν, σ)とすると、16 × 16の行列 ⟨a|b⟩と表され、その
固有値は 3種類で、2(∆ − 3)が一つ、2(∆ − 1)が六つ、2(∆ + 1)が九つ

出てくる。これらがすべて正であることから∆ ≥ 3が出てくる。

ここではより一般的に回転群 SO(4)の表現を {r}とし議論を進める。
その表現に属するプライマリー状態を |{r},∆⟩と表すと、プライマリー
の条件は

Mµν |{r},∆⟩ = (Σµν){r′},{r} |{r
′},∆⟩,

iD|{r},∆⟩ = ∆|{r},∆⟩,

Kµ|{r},∆⟩ = 0

と表される。ここで、SO(4)は SU(2) × SU(2)と表されることから左右

の SU(2)のスピンを j1, j2とすると、表現 {r}はその組み合わせ (j1, j2)

で表すことが出来て、その次元は (2j1 + 1)(2j2 + 1)となる。例えば、整

数スピン lのトレースレス対称テンソル場Oµ1···µl
は j1 = j2 = l/2で与え

られる。

プライマリー状態にPµを n回作用させて生成される状態を第 nデッセ

ンダントと呼び、

|µ1 · · ·µn; {r},∆⟩ = Pµ1 · · ·Pµn|{r},∆⟩

と表す。プライマリー状態の内積が正定値で ⟨{r′},∆′|{r},∆⟩ = δ{r′}{r}δ∆′∆

と規格化されているとすると、ユニタリ性はそのデッセンダントもすべ

て正定値であることを要求する。
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前と同様に第一デッセンダント状態 |µ; {r},∆⟩ = Pµ|{r},∆⟩の内積を
計算すると

⟨µ; {r′},∆′|ν; {r},∆⟩ = δ∆′∆

(
2∆δ{r′}{r} + 2⟨{r′},∆|iMµν |{r},∆⟩

)
(3.7.1)

を得る。ここで、Lorentz生成子が

iMµν = i
1

2
(δµαδνβ − δµβδνα)Mαβ =

1

2
(Σαβ)µνMαβ

と書けることを使うと、前々式の最後の項は、Σαβ 行列をベクトル状態

|µ⟩を導入して ⟨µ|M{v}
αβ |ν⟩ = (Σαβ)µνと表すと、

2⟨{r′},∆|iMµν |{r},∆⟩ = ⟨µ| ⊗ ⟨{r′},∆|M{v}
αβ ·M{r}

αβ |{r},∆⟩ ⊗ |ν⟩(3.7.2)

と書ける。これは、角運動量の合成のときと同じように解くことが出来

る。M{R}
αβ = M

{v}
αβ +M

{r}
αβ とすると

M
{v}
αβ ·M{r}

αβ =
1

2
M

{R}
αβ ·M{R}

αβ − 1

2
M

{v}
αβ ·M{v}

αβ − 1

2
M

{r}
αβ ·M{r}

αβ

= c2({R}) − c2({v}) − c2({r})

ここで、c2はSO(4)回転群の二次Casimir演算子である。任意の表現 {r}
を SU(2)× SU(2)の表示を使って (j1, j2)と表すと、ベクトル表現 {v}は
(1/2, 1/2)となる。合成された状態の表現 {R}は (J1, J2)で表される。こ

こで、J1,2は j1,2 ± 1/2の値を取る。これより、行列 (3.7.2)の固有値は

二次Casimirの値をそれぞれ代入すると 2J1(J1 + 1) + 2J2(J2 + 1) − 3 −
2j1(j1 + 1) − 2j2(j2 + 1)となる。この結果を使って第一デッセンダント

状態の内積 (3.7.1)の固有値を求めることが出来る。

ここで知りたいのは内積 (3.7.1)の最小の固有値である。それが正であ

ることがユニタリ性の条件になる。以下、場合分けしてそれを調べるこ

とにする。j1, j2 ̸= 0の場合、内積 (3.7.1)は J1 = j1 − 1/2, J2 = j2 − 1/2

のときに最小の固有値 2∆ − 2(j1 + j2 + 2)をもつ。これより、ユニタリ

性の条件は

∆ ≥ j1 + j2 + 2 for j1, j2 ̸= 0
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となる。ここで、j1 = j2 = l/2を代入すると前節で議論したスピン l

対称トレースレスプライマリーテンソル状態の場合のユニタリ性の条件

∆ ≥ l + 2が得られる。j1 = 0, j2 ̸= 0の場合は J1 = 1/2, J2 = j2 − 1/2の

とき最小値 2∆ − 2(j2 + 1)となる。これより、

∆ ≥ j2 + 1 for j1 = 0, j2 ̸= 0

を得る。j1と j2をひっくり返しても同様である。

j1 = j2 = 0のプライマリースカラー状態の場合は最小固有値が 2∆と

なり、∆ ≥ 0となって前節の結果とは異なる結果を得る。スカラー状態の

場合はさらに第二デッセンダント状態 P µPµ|∆⟩を考える必要がある。そ
の内積を計算すると ⟨∆′|KµKµP

νPν |∆⟩ = 32∆(∆ − 1)δ∆′∆となるので、

これが正であることを要求すると、

∆ ≥ 1 for j1 = j2 = 0

を得る。

3.8 Conformal Bootstrapからの制限

内積の正定値性に由来するユニタリ性バウンドは共形次元の下限しか

与えない。ここでは、四点相関関数に新たなユニタリ性の条件を加えて

共形次元を制限する話を紹介する。

3.5節で議論した同じスカラー場の四点相関関数の場合を考える。交差

関係式 (3.5.1)より conformal block g∆,lは∑
∆,l

p∆,lFd,∆,l(z, z̄) = 1,

Fd,∆,l(z, z̄) =
vdg∆,l(u, v) − udg∆,l(v, u)

ud − vd
(3.8.1)

を満たす。ここで、p∆,l = f2
∆,lである。例えば自由スカラー場 (d = 1)の

場合、lは偶数のみ非ゼロになって、p∆,l = δ∆,l+2δl,2n2
l+1(l!)2/(2l)!で与

えられる。
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いま実数の場の相関関数を考えているので、物理的に怪しげな事をし

ていなければ、OPE係数 f∆,lは実数になるはずである。すなわち、その

二乗は正であることから

p∆,l ≥ 0

となる。この正定値条件を新たに課すとOPEの右辺に現れる場の共形次

元に制限が付く。以下、具体的な結果を述べた後、その計算方法を簡単

に紹介する。

例えば、D = 4で共形次元 dのスカラー場同士のOPEϕd × ϕd ∼ 1 +

O∆ + · · ·を考えると、その右辺に現れる最も低い共計次元をもったスカ
ラー場にたいして

∆ ≤ 2 + 0.7(d− 1)1/2 + 2.1(d− 1) + 0.43(d− 1)3/2 + o((d− 1)2)(3.8.2)

のように上限が求められている。この条件はこの上限より高い共形次元

をもったスカラー場が存在しないといっているのではない。連続的、離

散的に関わらず右辺に現れるスカラー場は幾つあってもよいが、そのう

ちの最低次元をもつスカラー場がこの範囲に入っていなければならない

事を示している。

同様の事をD = 2で行うと、二次元共形場理論の厳密解と無矛盾な結果

が得られる。例えば Ising模型ではϕdはスピン演算子σ、O∆はエネルギー

演算子 εで、それらの厳密な共形次元は離散的で、それぞれd = ∆σ = 1/8

と∆ = ∆ε = 1で与えられる。そこで d = 1/8と置いてOPEの右辺に最

初に現れるスカラー場の共形次元の上限値を調べると∆ ≤ 1の条件が出

てくる。厳密解の値∆ = 1はまさに許される上限値の際に現れる。さら

に、その事実を使ってD = 3の Ising模型の解析を行うと、格子上のモン

テカルロ計算と無矛盾な結果が得られる。

その具体的な解析方法を以下に簡単に紹介する。新しい座標 z = 1/2 +

X + iY を導入して、Xと Y についてのN 次までの微分演算子

Λ[F ] =
∑

m,n=even
2≤m+n≤N

λm,n∂
m
X∂

n
Y F |X=Y=0
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を考える。ここで、X = Y = 0 (z = z̄ = 1/2)の点で評価するのは、単

に数値的に計算を実行する際にその点の収束性が良いからである。この

演算子を (3.8.1)に作用させると∑
∆,l

p∆,lΛ [Fd,∆,l] = 0 (3.8.3)

となる。この式は、もしすべての∆、lに対して不等式Λ[Fd,∆,l] ≥ 0が満

たされるなら、正定値の条件 p∆,l ≥ 0に反することを表している。

はじめにOPEの構造が

ϕd × ϕd ∼ 1 +
∑
∆≥f

O∆ +
∑
l>0

l=even

∑
∆≥D−2+l

O∆,l

で与えられる場合を考える。ここで、右辺に現れるのスカラー場O∆の共

形次元にユニタリ性バウンドより強い制限∆ ≥ f を課している。一方、

l > 0のテンソル場に対してはユニタリ性バウンド以上の制限は加えてい

ない。このとき、dと f を固定して、すべての∆ ≥ f (l = 0)とすべての

∆ ≥ D− 2 + l (l > 0)に対する不等式の集合Λ[Fd,∆,l] ≥ 0を考えたとき、

もしこの無限個の不等式系を満たす有限個の解 λm,nが存在するなら、そ

れは p∆,l ≥ 0より
∑

∆,l p∆,lΛ [Fd,∆,l] ̸= 0となって条件式 (3.8.3)と矛盾す

る。従ってそのような dと f の組み合わせは正定値の条件を満たさない

ため禁止される。もし解がなければ逆にその dと f の組は許される。こ

のようにして値が許される領域を調べて行く。dを固定して f を次第に

大きくしていくとあるところで許容領域から禁止領域に入る。その値を

fc(d)とすると、それが∆の上限となって、ユニタリ性による許容領域が

D/2 − 1 ≤ ∆ ≤ fc(d)となる。

実際の計算では無限個の不等式を有限個にする必要がある。lに上限を

設け、各 lの∆も離散化する。不等式系の解が有るか無いかの判定は線形

計画法 (linear programing method)の応用問題である。ここでは解であ

る λm,nの値そのものに意味はない。このようにして得られた式が (3.8.2)

である。

さらに、OPEの構造を詳しく見るために、スカラー場O∆の構造を分解

して考える。例えば、∆は連続な値をとるけれども、そのうち一点だけ許
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容領域内に飛び地のように選び、残りのスカラー場に対して∆ ≥ f ′ (≥ fc)

の条件を課して同様の計算を行う。すなわち、ギャップの存在を想定して

計算すると、許容領域がさらに制限される。特に、許容領域内の一点と

して臨界値∆ = fcを選ぶと、三次元 Ising模型のモンテカルロ計算と無

矛盾な結果∆σ = 0.5182(3)と∆ε = 1.413(1)を得ることが出来る。高次

元のスカラー場、テンソル場へと制限を強めていくと、さらに詳しい構

造を調べることが出来る。このようにして、離散的なOPEの構造が三次

元共形場理論の場合にも (準)解析的に見えてきている。

3.9 その他の方法 －イプシロン展開－

最後に場の量子論的方法として昔から良く知られている、Wilson-Fisher

のイプシロン展開について簡単に述べる。3 D = 4 − ϵ次元の 4点相互作

用を持つスカラー場理論

S =
∫
dDx

[
1

2
(∂ϕ)2 + λϕ4

]
を考え、次元正則化を用いてベータ関数を計算すると

βλ = −ϵλ+
9λ2

2π2

を得る。これは ϵ ̸= 0のときベータ関数が消える固定点 λ∗ = ϵ2π2/9を

持つ。場の演算子 ϕと複合場 : ϕ2 :の異常次元はそれぞれ γ = 3λ2/16π4

と δ = 3λ/2π2で与えられる。これらから固定点上での共形次元を計算す

ると、

∆ϕ =
D − 2

2
+

3λ2
∗

16π4
=
(
1 − ϵ

2

)
+

ϵ2

108

∆ϕ2 = D − 2 +
3λ∗
2π2

= (2 − ϵ) +
ϵ

3

を得る。右辺の第一項は正準次元である。ここで、Ising模型のOPEσ×σ ∼
εと ϕ × ϕ ∼ ϕ2の比較から∆σ = ∆ϕ、∆ε = ∆ϕ2 と同定される。三次元

3J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, Oxford Univ.
Press.



3.9. その他の方法 －イプシロン展開－ 47

Ising模型の臨界指数は ϵ→ 1と置くと、それぞれ∆σ = 0.51と∆ε = 1.33

を得る。これは、上記の結果と良く合っている。4

4計算は o(ϵ5)までなされていて、その結果はさら良く合って ∆σ = 0.5180、∆ε =
1.4102となる。ただ、この方法は正しさがどこまで保障されているのか疑問が残る。
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第4章 R × S3上の共形場理論

ここではR×S3のシリンダー空間上の共形場理論を考える。R×S3上

の共形場理論ではEuclid計量でもMinkowski計量でも同じように状態を

定義することができる。

4.1 R × S3空間への変換

はじめに R4 空間から R × S3 への変換を考える。R4 の座標 xµ の動

径座標 rを xµxµ = r2で定義し、単位 S3の座標をXµXµ = 1を満たす

Xµ = xµ/rで表すと、R4の計量 ds2
R4 = dxµdxµは

ds2
R4 = dr2 + r2dXµdXµ = e2τ

(
dτ 2 + dXµdXµ

)
= e2τds2

R×S3

と書ける。ここで、τ = log rとする。このように、R4とシリンダーR×S3

の計量 ds2
R×S3は座標変換で結びついている。

ここでは、プライマリー場をR4からR×S3へ変換することを考える。

はじめにプライマリースカラー場の場合を考える。スカラー場は座標 xµ

から座標 (r,Xµ)への変換では変わらず、O(x) = O(r,X)である。座標

(r,Xµ)から座標 (τ,Xµ)はスケール変換になっているので、スカラー場の

共形次元を∆とすると、

O(x) = e−∆τO(τ,X)

となる。このとき、並進の変換則は

i [Pµ, O(τ,X)] = e∆τ i [Pµ, O(x)] = e∆τ∂µO(x)
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= e∆τ
(
∂τ

∂xµ

∂

∂τ
+
∂Xν

∂xµ

∂

∂Xν

)
e−∆τO(τ,X)

= e−τ {Xµ∂τ + (δµν −XµXν) ∂/∂Xν − ∆Xµ}O(τ,X)

(4.1.1)

となる。同様に特殊共形変換を計算すると

i [Kµ, O(τ,X)] = e∆τ
(
x2∂µ − 2xµxν∂ν − 2∆xµ

)
O(x)

= eτ {−Xµ∂τ + (δµν −XµXν) ∂/∂Xν − ∆Xµ}O(τ,X)

(4.1.2)

となる。Dilatationと Lorentz変換はそれぞれ

i [D,O(τ,X)] = ∂τO(τ,X),

i [Mµν , O(τ,X)] =

(
Xµ

∂

∂Xν

−Xν
∂

∂Xµ

)
O(τ,X) (4.1.3)

となる。

このように、R × S3上では Dilatationは動径方向 r = eτ の発展を表

す。τ = 0での場の演算子 O(0, X)を O†(0, X) = O(0, X)の Hermite

性を満たす実Minkowski場とすると、任意の τ での演算子はO(τ,X) =

eiτDO(0, X)e−iτD と表すことができる。D† = −Dより実スカラー場の
Hermite性はO†(τ,X) = e−iτDO(0, X)eiτD = O(−τ,X)で与えられるこ

とが分かる。

これらの共形変換をS3上の調和関数を使ってさらに書き換える。Euler

角 x̂j = (α, β, γ)を導入し、その変域をそれぞれ [0, 2π], [0, π], [0, 4π]とし

て、単位 S3の線素を

dXµdXµ = γ̂ijdx̂
idx̂j =

1

4

(
dα2 + dβ2 + dγ2 + 2 cos βdαdγ

)
と表す。このとき座標Xµは Euler角を用いて

X0 = cos
β

2
cos

1

2
(α+ γ), X1 = sin

β

2
sin

1

2
(α− γ),

X2 = − sin
β

2
cos

1

2
(α− γ), X3 = − cos

β

2
sin

1

2
(α+ γ)
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と表され、S3の (誘導)計量 γ̂ijは座標Xµを用いて

γ̂ij =
∂Xµ

∂x̂i
∂Xν

∂x̂j
δµν (4.1.4)

と書ける。

ここで、後にR×S3上での共形場理論を考える際に有益な単位S3上の

スカラー調和関数YJMを導入する。それは23 = ∇̂j∇̂jをS3上のLaplace

演算子とすると、23YJM = −2J(2J + 2)YJM を満たす関数で、S3の回

転群 SO(4) = SU(2) × SU(2)の (J, J)表現に属し、指数M = (m,m′)、

m,m′ = J, J − 1, · · · − J はその縮退度を表す。この関数はWignerのD

関数を用いて

YJM =

√
2J + 1

V3

DJ
mm′

と表すことができ、全体の係数は∫
dΩ3Y

∗
J1M1

YJ2M2 = δJ1J2δM1M2

と規格化して決めている。ここで、dΩ3 =
√
γ̂d3x̂ = sin βdαdβdγ/8は単

位 S3の体積要素で、その体積は V3 =
∫
dΩ3 = 2π2である。Y ∗

JM はスカ

ラー調和関数の複素共役で、符号因子 ϵM = (−1)m−m′
を用いて Y ∗

JM =

ϵMYJ−Mと表すことができる。縮退度を表す指数Mのデルタ関数はδMN =

δmm′δnn′で与えられる。

ここでは特に J = 1/2のスカラー調和関数が必要になる。WignerのD

関数の J = 1/2成分は座標Xµを用いて

D
1
2
mm′ =

 X0 + iX3 X2 + iX1

−X2 + iX1 X0 − iX3

 =
√

2(Tµ)MXµ

と表すことができる。Tµはこの式で定義され、その複素共役を (T ∗
µ)M =

ϵM(Tµ)−M とすると、関係式

(T ∗
µ)M(Tµ)N = δMN ,

∑
M

(T ∗
µ)M(Tν)M = δµν



52 第 4章 R× S3上の共形場理論

を満たすことが分かる。1 この式を使うと J = 1/2のスカラー調和関数は
√
V3

2
Y 1

2
M = (Tµ)MXµ

と表すことができる。

このスカラー調和関数は次の関係式を満たすことが分かる:

V3

4

∑
M

Y ∗
1
2
MY 1

2
M = 1,

V3

4

∑
M

∇̂iY
∗
1
2
M∇̂jY 1

2
M = γ̂ij,

V3

4
∇̂iY

∗
1
2
M∇̂jY 1

2
N = δMN − V3

4
Y ∗

1
2
MY 1

2
N . (4.1.5)

また、最初の式から
∑
M Y ∗

1/2M∇̂jY1/2M = 0が成り立つ。これらの式はそ

れぞれXµXµ = 1、誘導計量の式 (4.1.4)、

γ̂ij
∂Xµ

∂x̂i
∂Xν

∂x̂j
= δµν −XµXν (4.1.6)

及びXµdXµ = 0に対応している。実際、これらの両辺に T ∗
µ と Tνを作用

させると、関係式 (4.1.5)が得られる。さらに、(4.1.6)の変形版である

γ̂ij
∂Xµ

∂x̂j
= (δµν −XµXν)

∂x̂i

∂Xν

(4.1.7)

を使うと関係式
√
V3

2
γ̂ij

∂

∂x̂j
Y 1

2
M = (Tµ)M (δµν −XµXν)

∂x̂i

∂Xν

が得られる。

これらの道具を使って共形代数及び共形変換を書き換える。共形代数

の生成子を (Tµ)M を用いて

H = iD, RMN = i(T ∗
µ)M(Tν)NMµν ,

QM = −i(T ∗
µ)MKµ, Q†

M = i(Tµ)MPµ

1関数 Tµ は単位行列 I と Pauli 行列 σi を用いて、(T0)M = 1√
2
(I)M、(Tj)M =

i√
2
(σj)M と表すことができる。ただ、このとき T ∗

µ は Hermite共役ではないことに注
意。ここでは関数の足M = (m,m′)の左右を入れ替えることはない。
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と表すと、H はHermite演算子になる。QM とQ†
M は互いにHermite共

役な関係で、S3の回転生成子は R†
MN = RNM、RMN = −ϵMϵNR−N−M

を満たす。このとき共形代数は[
QM , Q

†
N

]
= 2δMNH + 2RMN ,

[H,QM ] = −QM , [H,RMN ] = 0,

[QM , QN ] = 0, [QM , RNL] = δMLQN − ϵNϵLδM−NQ−L,

[RMN , RLK ] = δMKRLN − ϵMϵNδ−NKRL−M

−δNLRMK + ϵMϵNδ−MLR−NK (4.1.8)

と書き換えられる。

回転生成子RMN はHamilton演算子Hと交換するので共形次元がゼロ

の演算子である。特殊共形変換の生成子QMは共形次元−1(そのエルミー

ト共役は 1)を持つ。

回転生成子の代数は SU(2) × SU(2) である。その 4 表現の足 M =

{(1
2
, 1

2
), (1

2
,−1

2
), (−1

2
, 1

2
), (−1

2
,−1

2
)}を {1, 2, 3, 4}と表示して、A+ = R31、

A− = R†
31、A3 = 1

2
(R11+R22)、B+ = R21、B− = R†

21、B3 = 1
2
(R11−R22)

と書くと、RMN だけの代数は通常の SU(2) × SU(2)代数の形

[A+, A−] = 2A3, [A3, A±] = ±A±,

[B+, B−] = 2B3, [B3, B±] = ±B±

に書き換えることができる。ここで、A±,3とB±,3は交換する。

Dilatation及び Lorentz変換の変換則 (4.1.3)はHとRMN を用いて

i [H,O(τ, x̂)] = i∂τO(τ, x̂), i [RMN , O(τ, x̂)] = ρµMN∇̂µO(τ, x̂)

と書き換えられる。ここで、∇̂µ = (∂τ , ∇̂j)は計量テンソルを ĝµν = (1, γ̂ij)

と書いたときの共変微分である。最初の式はR × S3上の共形Killingベ

クトル υµ = (i, 0, 0, 0)に対応する共形変換と見ることができる。二番目

の式の ρµMN = (0, ρjMN)の空間成分は

ρjMN = i
V3

4

(
Y ∗

1
2
M∇̂jY 1

2
N − Y 1

2
N∇̂jY ∗

1
2
M

)
(4.1.9)
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で与えられる。ρjMN は S3 上の Killing方程式 ∇̂iρjMN + ∇̂iρjMN = 0を

満たすKillingベクトルである。足M,N について ρj∗MN = ρjNM、ρ
j
MN =

−ϵMϵNρj−N−M を満たすことからこの三次元ベクトルの自由度は６個に

なる。

共形変換の生成子QM とそのHermite共役Q†
M はそれぞれ特殊共形変

換と並進に相当する。それらも、KµとPµの変換則 (4.1.2)と (4.1.1)から、

i [QM , O(τ, x̂)] = ρµM∇̂µO(τ, x̂) +
∆

4
∇̂µρ

µ
MO(τ, x̂),

i
[
Q†
M , O(τ, x̂)

]
= ρ̃µ∗M ∇̂µO(τ, x̂) +

∆

4
∇̂µρ̃

µ∗
MO(τ, x̂)

と書き換えられる。ここで、ベクトル ρµM は

ρµM =
(
ρ0
M , ρ

j
M

)
=

(
i

√
V3

2
eτY ∗

1
2
M ,−i

√
V3

2
eτ∇̂jY ∗

1
2
M

)

で定義される。これは、EuclidR × S3 上の共形 Killing方程式 ∇̂µρνM +

∇̂νρµM = ĝµν∇̂λρ
λ
M/2を満たす四個の共形Killingベクトルである。ベク

トル ρ̃µM も共形Killingベクトルで、ρ̃0
M(τ, x̂) = −ρ0∗

M(−τ, x̂)、ρ̃jM(τ, x̂) =

ρj∗M(−τ, x̂)で定義される。
このように、DilatationのH、S3回転のRMN、特殊共形変換のQM 及

びその共役変換である並進のQ†
M に対応する共形Killingベクトルはそれ

ぞれ υµ、ρµMN、 ρµM、 ρ̃µM で与えられる。

次にテンソル場の場合を考える。R4の二つの座標系 dxµdxµと dr2 +

γ̂ijdx̄
idx̄jの間の変換は、ベクトル場を例に考えると、Oµ(x)dxµ = O0(r, x̄)dr+

Oj(r, x̄)dx̄
j となる。。ここで、dx̄j = rdx̂j である。さらに τ = log r

と変換すると Oµ(x)dxµ = eτ{O0(r, x̄)dτ + Oj(r, x̄)dx̂
j} となる。座標

(r, x̄j)からds2
R×S3の座標 (τ, x̂j)への変換はスケール変換なのでOµ(r, x̄) =

e−∆τOµ(τ, x̂)となる。これより、

Oµ(x) = e−∆τeτ
{
O0(τ, x̂)

∂τ

∂xµ
+Oj(τ, x̂)

∂x̂j

∂xµ

}

= e−∆τ

{
XµO0(τ, x̂) + γ̂jk

∂Xµ

∂x̂k
Oj(τ, x̂)

}
(4.1.10)
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を得る。最後の等式は dr = Xµdxµ及び (4.1.7)からそれぞれ導かれる関

係式 ∂τ/∂xµ = e−τXµと

∂x̂j

∂xµ
=
∂Xν

∂xµ

∂x̂j

∂Xν

= e−τ (δµν −XµXν)
∂x̂j

∂Xν

= γ̂jk
∂Xµ

∂x̂k

を使った。また、場のHermite性は (3.2.1)より、O†
µ(τ, x̂) = (−O0(−τ, x̂), Oj(−τ, x̂))

で与えられる。

一般的に、EuclidR×S3空間上の実プライマリーテンソル場Oλ1···λl
(τ, x̂)

の変換則はこれら 15個の共形Killingベクトル {υµ, ρµMN , ρ
µ
M , ρ̃

µ
M}をまと

めて ρµと表し、対応する生成子 {H,RMN , QM , Q
†
M}をQρと書くと、

i [Qρ, Oλ1···λl
] =

(
ρλ∇̂λ +

∆

4
∇̂λρ

λ
)
Oλ1···λl

+
1

2

l∑
i=1

(
∇̂λi

ρλ − ∇̂λρλi

)
Oλ1···λi−1λλi+1···λl

(4.1.11)

で与えられる。

さらにテンソルの足を書き換えてみる。そのために、関係式∑
M,N

hMN Ê
µ
M Ê

ν
N = ĝµν , Êµ

M ÊµN = hMN

を満たす多脚場関数

Êµ
M = (Tµ)M

(
Xµ, γ

jk ∂Xµ

∂x̂k

)
=

(√
V3

2
Y 1

2
M ,

√
V3

2
∇̂jY 1

2
M

)

を導入する。ここで、hMN = ϵMδ−MN である。多脚場関数の複素共役は

Êµ∗
M = ϵM Ê

µ
−M =

∑
N hMN Ê

λ
N で与えられるので、上式は

∑
M Êµ∗

M Ê
ν
N =

ĝµν、Êµ∗
M ÊµN = δMN と表すこともできる。この多脚場を使って場の足を

OM1···Ml
= Êλ1

M1
· · · Êλl

Ml
Oλ1···λl

のように書き換える。2 このとき、Hermite性は (3.2.1)より

O†
M1···Ml

(τ, x̂) =
∑

N1,···Nl

IM1N1 · · · IMlNl
ϵN1 · · · ϵNl

O−N1···−Nl
(−τ, x̂)

2変換式 (4.1.10)より、OM (τ, x̂) = Êµ
MOµ(τ, x̂) = e∆τ (Tµ)MOµ(x)の関係が成り立

つ。この関係式を使うとスカラー場のときと同様に Oµ(x)の共形変換則から OM (τ, x̂)
の共形変換則を導くことができる。
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となる。ここで、

IMN = (T ∗
µ)M(Tν)N (δµν − 2XµXν) = δMN − 2

V3

4
Y ∗

1
2
MY 1

2
N

である。この関数は関係式
∑
N IMNINL = δMLを満たす。3

このときOM1···Ml
(τ, x̂)の共形変換は4

i [H,OM1···Ml
] = i∂τOM1···Ml

,

i [RMN , OM1···Ml
] = (ρµMN∂µ + iΣMN)OM1···Ml

i [QM , OM1···Ml
] =

(
ρµM∂µ +

∆

4
∇̂µρ

µ
M +

1

2

∑
N

∇̂µρ
µ
NΣMN

)
OM1···Ml

i
[
Q†
M , OM1···Ml

]
=

(
ρ̃µM∂µ +

∆

4
∇̂µρ̃

µ
M

)
OM1···Ml

と書き換えられる。ここで、∂µ = (∂τ , ∂/∂x̂
j)は τ とEuler角による微分

である。スピン項は

ΣMNOM1···Ml
=

l∑
i=1

∑
Ni

(ΣMN)NiMi
OM1···Mi−1NiMi+1···Ml

で与えられ、

(ΣMN)KL = δMLδNK − ϵKϵLδM−KδN−L

はベクトル場の場合の回転生成子である。このとき、ΣMN はRMN と同

じ代数を満たす。また、RMN の変換則から、例えば
∑
M,N hMNAMBN(=∑

M,N hMNA
†
MB

†
N)や

∑
M,N hMNA

†
MBN などのように、計量 hMN で足を

縮約するとスカラー量になる。

3このほか、I∗MN = INM、
∑

N IMN∂jINL = −2iρjMN、
∑

L,K IMKILNρ∗jLK =
−ρjMN などが成り立つ。

4RMN の変換則は Êλ
M ∇̂0Oλ = ∂τOM と Êλ

M ∇̂jOλ = ∂jOM + i
∑

N ρjNMON 及
び iρj

MNρjKL + Êj
L∇̂jρ

k
MN Ê∗

kK = i(ΣMN )KL を使うと得られる。ここで、iρjNM

は (4.1.12) で定義されている接続１フォームに他ならない。QM と Q†
M の変換則は

Êλ
N (∇̂λρσ

M −∇̂σρλM )Ê∗
σL = 2iρj

MρjLN と Êλ
N (∇̂λρ̃σ

M −∇̂σρ̃λM )Ê∗
σL = −2iρ̃j

MρjLN 及
び iρj

MρjLN = δMNρ0
L − ϵLδM−LϵNρ0

−N と iρ̃j
MρjLN = δMLρ̃0

N − ϵNδM−N ϵLρ0
−L、さ

らに ρ0
M = ∇̂µρµ

M/4と ρ̃0
M = −∇̂µρ̃µ

M/4を用いると求まる。
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さらに、R× S3上の接続１フォーム

ω̂µMN = Êλ
M∇̂µÊ

∗
λN = (0, iρjNM) (4.1.12)

を導入して、共変微分を ∇̂µOM = ∂µOM +
∑
N ω̂µMNON と定義すると、

QM とQ†
M の共形変換は

i [QM , OM1···Ml
] =

(
ρµM∇̂µ +

∆

4
∇̂µρ

µ
M +

1

4
∇̂µρ

µ
NΣMN

)
OM1···Ml

i
[
Q†
M , OM1···Ml

]
=

(
ρ̃µM∇̂µ +

∆

4
∇̂µρ̃

µ
M +

1

4
∇̂µρ̃

µ
NΣMN

)
OM1···Ml

と書き換えることができる。

状態と演算子の関係は (3.2.2)より、

|{µ1 · · ·µl}; ∆⟩ = lim
τ→−∞

e−∆τOµ1···µl
(τ, x̂)|0⟩ (4.1.13)

で与えられる。テンソルの足を {M1 · · ·Ml}へ変えても同様である。この
とき、プライマリー状態は

H|∆, {r}⟩ = ∆|∆, {r}⟩,

RMN |∆, {r}⟩ =
∑
{r′}

(ΣMN){r′},{r} |∆, {r
′}⟩,

QM |∆, {r}⟩ = 0 (4.1.14)

と定義される。ここで、{r}は SU(2)×SU(2)のある表現でΣMN はスピ

ン因子である。そのデッセンダント状態は |∆, {r}⟩に演算子Q†
M を作用

させて生成される。

4.2 Minkowski R × S3上の共形代数

この節では、MinkowskiR × S3時空上の共形代数について考える。そ

の性質はM4よりも Euclid空間上の共形代数と対応していて、前節の結

果をWick回転することで求めることが出来る。
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ここでは、実際に MinkowskiR × S3 上の共形 Killing方程式 ∇̂µζν +

∇̂νζµ − ĝµν∇̂λζ
λ/2 = 0を解いて、15個の共形Killingベクトルを求めて

みる。共形Killing方程式を成分ごとに書くと

3∂ηζ0 + ψ = 0, ∂ηζi + ∇̂iζ0 = 0,

∇̂iζj + ∇̂jζi −
2

3
γ̂ijψ = 0 (4.2.1)

となる。ここで、ψ = ∇̂iζ
iである。これらをψについて解くと (23+3)ψ =

0と (∂2
η + 1)ψ = 0を得る。前の式は (4.2.1)の最後の式に ∇̂j∇̂iを作用さ

せると得られる。その結果を残りの共形Killing方程式に代入すると後の

式を得る。これより、この二つの方程式を同時に満たす解は ψ = 0又は

ψ ∝ e±iηY 1
2
M と表される。

方程式 ψ = 0を満たす解は、∂ηζ0 = 23ζ0 = 0及び S3の Killing方程

式 ∇̂iζj + ∇̂jζi = 0を満たす解で、その一つは時間発展のベクトル ηµ =

(1, 0, 0, 0)である。もう一つは ζ0 = 0と ∂ηζi = 0を同時に満たす S3上の

Killingベクトル

ζµMN = ρµMN = (0, ρjMN)

である。ここで、S3上のKillingベクトル ρjMN は前節で与えた (4.1.9)と

同じである。ψ ̸= 0の解が特殊共形変換を生成する共形Killingベクトル

ζµM =
(
ζ0
M , ζ

j
M

)
=

(√
V3

2
eiηY ∗

1
2
M ,−i

√
V3

2
eiη∇̂jY ∗

1
2
M

)

で、その複素共役 ζµ∗M が並進を生成する。

これらの解は、Euclid R×S3上の共形Killingベクトル ρµから、τ = iη

とWick回転することで得ることが出来る。Dilatationは i[H,Oλ1···λl
] =

∂ηOλ1···λl
となり、HはMinkowskiR×S3上ではHamilton演算子となる。

共形変換の生成子は共形 Killingベクトル ζµとストレステンソルを用

いて

Qζ =
∫
S3
dΩ3ζ

µTµ0 (4.2.2)
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で与えられる。(4.2.1)式とストレステンソルの保存則 ∇̂µTµ0 = −∂ηT00 +

∇̂iTi0 = 0を使うと、共形変換の生成子は ∂ηQζ = −
∫
dΩ3ψT

λ
λ/3 = 0の

ように保存することが分かる。

15個の共形Killingベクトル ζµ = {ηµ, ζµMN , ζ
µ
M , ζ

µ∗
M }に対応する共形変

換の生成子を前節と同じようにQζ = {H,RMN , QM .Q
†
M}と書くことにす

る。定義式からHamilton演算子と六個の S3回転の生成子はそれぞれ

H =
∫
S3
dΩ3T00, RMN =

∫
S3
dΩ3ζ

j
MNTj0

で与えられる。特殊共形変換の生成子はストレステンソルの保存則及び

共形Killing方程式を使うと

QM =
√

V3P
(+)
∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MT00 (4.2.3)

と書ける。ここで、P (+) = eiη(1 + i∂η)/2である。S3の空間積分を実行

すると e±iηの関数だけが残ることが示せるので、P (+)はそのうちの e−iη

部分のみを選択して生成子が時間に依存しないことを保障する因子であ

る。QM は四個の特殊共形変換の生成子で、その Hermite共役Q†
M は並

進の生成子である。

共形変換の生成子Qζ = {H,RMN , QM .Q
†
M}が満たす共形代数は前節で

与えた (4.1.8)と同じになる。実プライマリー対称トレースレステンソル

場Oλ1···λl
(η, x̂)の共形変換は、Euclid空間での式 (4.1.11)に於いて、計量

とともにQρと ρµをそれぞれQζ と ζµに置き換えた形になる。また、実

テンソル場のHermite性は通常のO†
λ1···λl

(η, x̂) = Oλ1···λl
(η, x̂)で与えられ

る。状態演算子対応は

|{µ1 · · ·µl}; ∆⟩ = lim
η→i∞

e−i∆ηOµ1···µl
(η, x̂)|0⟩ (4.2.4)

で与えられ、プライマリー状態は同じく (4.1.14)で定義される。

4.3 R × S3上の自由スカラー場の例

ここでは、簡単な例として、MinkowskiR × S3上の自由スカラー場の

場合を取り上げる。
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共形不変なスカラー場の作用はR× S3上で

I =
∫
dη
∫
S3
dΩ3

1

2
X
(
−∂2

η + 23 − 1
)
X

と書ける。作用の中で次元が不足して見える部分は S3の半径を 1に取っ

たことによる。調和関数を使ってX ∝ e−iωηYJM と展開すると、運動方

程式から分散関係 ω2 − (2J + 1)2 = 0を得るので、スカラー場は

X =
∑
J≥0

∑
M

1√
2(2J + 1)

{
φJMe−i(2J+1)ηYJM + φ†

JMei(2J+1)ηY ∗
JM

}

とモード展開される。

量子化は通常の手続きに従って行うことができる。共役運動量はPX =

∂ηXで与えられ、場の変数Xとの同時刻交換関係は [X(η,x),PX(η,x′)] =

iδ3(x − x′)と設定される。ここで、S3上のデルタ関数は完全系より

δ3(x − x′) =
∑
J≥0

∑
M

Y ∗
JM(x)YJM(x′)

= 8δ(α− α′)δ(cos β − cos β′)δ(γ − γ′)

と表すことができる。このとき、生成消滅演算子の交換関係は

[φJ1M1 , φ
†
J2M2

] = δJ1J2δM1M2

で与えられる。Hamilton演算子は作用関数から

H =
∫
S3
dΩ3 :

{
1

2
P2
X − 1

2
X (23 − 1)X

}
:

=
∑
J≥0

∑
M

(2J + 1)φ†
JMφJM (4.3.1)

と導かれる。

共形代数の生成子 共形不変なスカラー場の背景時空上のストレステン

ソルは

Tµν =
2

3
∇̂µX∇̂νX − 1

3
X∇̂µ∇̂νX − 1

6
ĝµν

{
∇̂λX∇̂λX +

1

6
R̂X2

}
+

1

6
R̂µνX

2
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と計算される。トレースを取ると T λλ = 1
3
X(−∇̂2 + 1

6
R̂)X = 0のように

運動方程式に比例して消えるので、共形変換の生成子は保存することが

わかる。

ストレステンソルを代入して S3上の積分を実行すると生成子を求める

ことができる。Hamilton演算子はすでに (4.3.1)式で与えられたものにな

る。特殊共形変換の生成子は (4.2.3)式に正規順序付けされたストレステ

ンソルを代入すると、

QM = P (+)
∑
J1,M1

∑
J2,M2

1

4

√
V3

(2J1 + 1)(2J2 + 1)

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MYJ1M1YJ2M2

×
{[

−(2J1 + 1)(2J2 + 1) + (2J2 + 1)2 − 1

2

]
×
(
φJ1M1φJ2M2e

−i(2J1+2J2+2)η

+ϵM1φ
†
J1−M1

ϵM2φ
†
J2−M2

ei(2J1+2J2+2)η
)

+
[
(2J1 + 1)(2J2 + 1) + (2J2 + 1)2 − 1

2

]
×
(
φJ1M1ϵM2φ

†
J2−M2

e−i(2J1−2J2)η

+ϵM1φ
†
J1−M1

φJ2M2e
i(2J1−2J2)η

)}
=

∑
J≥0

∑
M1,M2

C
1
2
M

JM1,J+ 1
2
M2

√
(2J + 1)(2J + 2)ϵM1φ

†
J−M1

φJ+ 1
2
M2

と書ける。関数Cは三つのスカラー調和関数の積をS3上で積分して得ら

れる SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数で、

CJM
J1M1,J2M2

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMYJ1M1YJ2M2

=

√
(2J1 + 1)(2J2 + 1)

2J + 1
CJm
J1m1,J2m2

CJm′

J1m′
1,J2m′

2
(4.3.2)

で与えられる。CJm
J1m1,J2m2

は通常のClebsch-Gordan係数で、これよりJ+

J1 +J2は整数で三角不等式 |J1 −J2| ≤ J ≤ J1 +J2及びM = M1 +M2を

満たす。生成子QMにはJ = 1/2をもつC係数が現れる。また、Cは実関

数で、関係式CJM
J1M1,J2M2

= CJM
J2M2,J1M1

= CJ−M
J1−M1,J2−M2

= ϵM2C
J1M1
JM,J2−M2

及びCJM
00,JN = δMN を満たす。
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回転生成子は 4表現の足M として前述の {1, 2, 3, 4}を使うと、5

R11 =
∑
J>0

∑
M

(m+m′)φ†
JMφJM , R22 =

∑
J>0

∑
M

(m−m′)φ†
JMφJM ,

R21 =
∑
J>0

∑
M

√
(J + 1 −m′)(J +m′)φ†

JMφJM ,

R31 =
∑
J>0

∑
M

√
(J + 1 −m)(J +m)φ†

JMφJM

を得る。上付及び下付の線をもった指数はM = (m,m′−1)とM = (m−
1,m′)で定義される。

自由スカラー場の共形次元 1のプライマリー場として変換する。実際

に生成子と場の演算子の交換関係を計算すると

i[Qζ , X] = ζµ∇̂µX +
1

4
∇̂µζ

µX

を得る。例えば共形Killingベクトルが ηµのときは生成子がHamilton演

算子なので、i[H,X] = ∂ηXと書けることがすぐに分かる。特殊共形変換

の場合は変換規則の右辺に ζµMを代入して、調和関数の積の展開式 (E.3.1)

を使って書き換えると左辺の交換関係 i[QM , X]と一致することが示せる。

プライマリー状態の構成 プライマリー状態は (4.1.14)式で定義される。

その最後の条件から、プライマリー状態の構成は特殊共形変換の生成子

QM と交換する生成演算子を捜すことと同じにある。

5回転生成子は、新たな SU(2)× SU(2)Clebsch-Gordan係数GJM
J1(M1y1);J2M2

(E.2.3)
を導入すると、簡潔に表すことができる。この係数を使うと S3 上の Killingベクトル
は ζj

MN = i(
√

V3/2)
∑

V,y G1/2M
1/2(V y);1/2NY j∗

1/2(V y) のように J = 1/2のベクトル調和関
数 [付録 E参照]で展開できることから、回転生成子は

RMN =
1
2

∑
J≥0

∑
S1,S2

∑
V,y

ϵV G
1
2 M
1
2 (−V y); 12 N

GJS1
1
2 (V y);JS2

φ†
JS1

φJS2

と表すことが出来る。具体的な値G1/2M
J(V y);JN = −

√
2J(2J + 2)C1/2m

J+yv,JnC
1/2m′

J−yv′,Jn′ と

GJM
1/2(V y);JN = −

√
2J(2J + 2)CJm

1/2+yv,JnCJm′

1/2−yv′,Jn′を代入すると本文の式になる。一
般的に、係数Gは J = 1/2のときは J1 = J2の場合にのみ値をもち、J1 = 1/2のとき
は J = J2 のときのみ値をもつ。
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スカラー場の生成モード φ†
JM とQM との交換関係は

[QM , φ
†
JM1

] =
√

2J(2J + 1)
∑
M2

ϵM2C
1
2
M

JM1,J− 1
2
−M2

φ†
J− 1

2
M2

で与えられる。このように、QMと交換する生成モードは共形次元 1を持

つ φ†
00だけである。ここでは、スカラー場に Z2対称性X ↔ −Xを課す

ことにして、φ†
00の偶数積だけを許すことにする。

次に生成モードの積で定義された演算子を考える。共形次元 2L+ 2を

持つ表現 J に属する生成複合演算子の一般形は

Φ
[L]†
JN =

L∑
K=0

∑
M1,M2

f(L,K)CJN
L−KM1,KM2

φ†
L−KM1

φ†
KM2

で与えられる。QM との交換関係を計算すると

[QM ,Φ
[L]†
JN ] =

L∑
K=0

∑
M1,M2

φ†
L−K− 1

2
M1
φ†
KM2

×
∑
S

{√
(2L− 2K)(2L− 2K + 1)f(L,K)ϵSC

1
2
M

L−K− 1
2
M1,L−K−SC

JN
L−KS,KM2

+
√

(2K + 1)(2K + 2)f
(
L,K +

1

2

)
ϵSC

1
2
M

KM2,K+ 1
2
−SC

JN
K+ 1

2
S,L−K− 1

2
M1

}
となる。

ここで、計算に役立つ交差関係式 (crossing relation)を与えて置く。四

つのスカラー調和関数の積を S3上で空間積分した∫
S3
dΩ3Y

∗
J1M1

YJ2M2Y
∗
J3M3

YJ4M4

を考える。二つのスカラー調和関数の積は別のスカラー調和関数を用いて、

YJ1M1YJ2M2 =
1√
V3

∑
J≥0

∑
M

CJM
J1M1,J2M2

YJM

と展開できる。この式を使って積分を二通りに評価すると、交差関係式

∑
J≥0

∑
M

ϵMCJ1M1
J2M2,J−MCJ3M3

JM,J4M4
=
∑
J≥0

∑
M

ϵMCJ1M1
J4M4,J−MCJ3M3

JM,J2M2
(4.3.3)

を得る。
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この関係式を用いると、交換子 [QM ,Φ
[L]†
JN ]が消えるための条件は、J = L

で、Lが正の整数、且つ f(L,K)が漸化式

f
(
L,K +

1

2

)
= −

√√√√(2L− 2K)(2L− 2K + 1)

(2K + 1)(2K + 2)
f(L,K)

を満たすときのみであることが分かる。この漸化式を解くと、Lに依存

した規格化定数を除いて、係数 f は

f(L,K) =
(−1)2K√

(2L− 2K + 1)(2K + 1)

 2L

2K

 (4.3.4)

と決まる。このようにしてQM と可換な生成複合演算子が求められ、そ

れを Φ†
LN = Φ

[L]†
LN と書くことにする。L = 0の演算子はすでに求めた

Φ†
00 = (φ†

00)
2となる。

演算子 Φ†
LN を SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数を用いて組み合わ

せると、QM と可換な生成演算子の基底をつくることができる。Clebsch-

Gordan係数がもつ交差関係等により、QM と可換ないかなる生成演算子

もそのような基本形で表すことができると思われる。このように、演算

子 Φ†
LN(L ∈ Z≥0)がスカラー場のプライマリー状態の基本的な構成要素

を与える。

具体的にプライマリー状態と場の演算子との関係を見てみる。先ず共

形次元 2nをもつ最も簡単なプライマリー状態 φ2n†
00 |0⟩は状態演算子対応

(4.2.4)によりX2nと対応する。共形次元 4をもつΦ†
1M |0⟩はトレースレス

ストレステンソル Tµν と対応する。6 同様に、プライマリー状態Φ†
LM |0⟩

は偶数スピン l = 2Lの対称トレースレステンソル場と対応する。共形次

元が 2L+ 2で、ユニタリ性条件 (2.3.2)の下限の等式を満たすことから、

そのテンソルは保存する。7 これは自由場の場合にのみ成り立つ。

6具体的には、Φ†
1M |0⟩ は limη→i∞ e−i4η

∑
M1,M2

C1M
1/2M1,1/2M2

Êµ
M1

Êν
M2

Tµν |0⟩ と
対応する。（注：C00

1/2M1,1/2M2
= ϵM2δM1−M2 = hM1M2 で縮約したものは∑

M1,M2
hM1M2Ê

µ
M1

Êν
M2

= ηµν よりストレステンソルのトレースに比例するので消
える。）

7自由場の場合、lが偶数のとき、ユニタリ条件の等式∆ = 2l+2を満たす対称トレー
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スレステンソル Tµ1···µl
が存在して、それは保存則 ∂µ1Tµ1···µl

= 0を満たす。このテン
ソルを用いると無限個の保存電荷 Qκ =

∫
dΩ3κ

µ1···µl−1Tµ1···µl−10 が構成できる。ここ
で、κµ1···µl−1 は共形 Killingテンソルである。
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第5章 共形異常と一般座標不

変性

この章では共形異常が一般座標不変性を保障するために現れる量であ

ることを見る。

5.1 Wess-Zumino積分可能条件

共形異常は共系不変な作用をもつ理論を考えたとき、Weyl変分 δgµν =

2ωgµνのもとで古典的には不変なのに、量子効果を含むその有効作用Γを

考えると不変でなくなることを指す。式で表すと

δωΓ =
∫
d4x

√
−gω

{
aC2

µνλσ + bG4 + cR2 + d∇2R + eF 2
µν

}
の右辺が共形異常である。ここで、C2

µνλσはWeylテンソルの二乗、G4は

Euler密度で、それぞれ

C2
µνλσ = R2

µνλσ − 2R2
µν +

1

3
R2,

G4 = R2
µνλσ − 4R2

µν +R2 (5.1.1)

と定義される。係数を無次元なものに限ると、重力場だけで構成される

可能な項は以上の４種類である。最後の F 2
µν はゲージ場の場の強さの二

乗で、Weyl二乗項との比較のために導入した。

共形異常は紫外発散にともなって生じる量で、右辺は紫外発散のくり

こみ項 (counterterm)、すなわち裸の作用 (bare action)の形を指定してい

る。ここでは、有効作用としていわゆるWess-Zumino積分可能条件 (Wess-

Zumino integrability condition)[δω1 , δω2 ] = 0を満たすものを考える。実
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際、有効作用 (5.1.1)をさらに変分すると

[δω1 , δω2 ] Γ = 24c
∫
d4x

√
−gR

(
ω1∇̂2ω2 − ω2∇̂2ω1

)
を得る事から c = 0の条件が出てくる。この条件は、重力場の共形因子に

ついての経路積分が経路の選び方によらずに厳密に実行できることを保

障するもので、曲がった時空上の場の量子論及び量子重力理論の有効作

用が存在するための条件と考えることができる。

このようにR2以外の共形異常項は積分可能になる。ここでは、実際に

重力場の共形因子について積分を実行して、有効作用を求めることを考

える。

5.2 Riegert-Wess-Zumino作用

時空の計量を共形因子とそれ以外に分解して、

gµν = e2ϕḡµν

と表し、ϕについて積分することを考える。

はじめにEuler密度を積分することを考える。ここでは、通常のEuler

密度に全微分項を加えた

E4 = G4 −
2

3
∇2R (5.2.1)

を考える。この拡張されたEuler密度E4は関係式
√
−gE4 =

√
−ḡ(4∆̄4ϕ+

Ē4)を満たすことから、すぐに積分が実行できて、

SRWZ(ϕ, ḡ) = − b1
(4π)2

∫
d4x

∫ ϕ

0
dϕ

√
−gE4

= − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−ḡ

(
2ϕ∆̄4ϕ+ Ē4ϕ

)
を得る。ここで、

√
−g∆4は自己随伴 (self-adjoint)条件

∫
d4x

√
−gA∆4B =∫

d4x
√
−g(∆4A)Bを満たす、スカラー場に対して共形不変な 4階微分演

算子で、

∆4 = ∇4 + 2Rµν∇µ∇ν −
2

3
R∇2 +

1

3
∇µR∇µ (5.2.2)
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と定義される。この作用のことを Riegert-Wess-Zumino作用と呼ぶ。こ

のことから、以下では共形モード ϕのことを “Riegert場”とも呼ぶことに

する。全体の係数 b1は実際に曲がった時空でループ補正を計算しなけれ

ば決まらない定数である。例えば、重力と共形不変に結合している自由

場として、NX 個のスカラー場、NW 個のWeylフェルミオン、NA個の

ゲージ場を考えると、その値は

b1 =
1

360

(
NX +

11

2
NW + 62NA

)
(5.2.3)

となる。

積分可能条件についてもう少し詳しく見てみる。曲がった時空での共

形不変な場 f の作用 I は Riegert場 ϕに依存しないことから、I(f, g) =

I(f, ḡ)(スカラー場の場合は場 f も変換して ϕの依存性を除く)が成り立

つ。そのため、Riegert場 ϕの依存性は経路積分の測度から来る、すなわ

ち計量 gµν(= e2ϕḡµν)上で定義された測度を計量 ḡµν 上の測度に書き換え

たときに生じる Jacobianを考慮して、[df ]g = [df ]ḡe
iS(ϕ,ḡ)と書くと、有効

作用は

eiΓ(g) =
∫

[df ]ge
iI(f,g)

= eiS(ϕ,ḡ)
∫

[df ]ḡe
iI(f,ḡ) = eiS(ϕ,ḡ)eiΓ(ḡ)

と書ける。ここで、計量 gµνを不変に保つ変換

ϕ→ ϕ− ω, ḡµν → e2ωḡµν

を上式に適用すると、左辺は不変で、右辺は

eiS(ϕ−ω,e2ω ḡ)eiΓ(e2ω ḡ) = eiS(ϕ−ω,e2ω ḡ)eiS(ω,ḡ)eiΓ(ḡ)

となる。これが元の eiΓ(g)に戻るためには Sは関係式

S(ϕ− ω, e2ωĝ) + S(ω, ĝ) = S(ϕ, ĝ)

を満たさなければならない。この関係式はWess-Zumino積分条件を別の

形で表現したもので、SRWZがこの条件を満たすことは定義式 (5.2.2)よ

り、積分領域 [0, ϕ]を [0, ω]と [ω, ϕ]に分解すれば、明らかである。
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このように、同時シフト変換 (5.2.4)の下での不変性は一般座標不変性

を保障するものであり、Riegert-Wess-Zumino作用はまさにそれを保障す

るために現れる。

Riegert-Wess-Zumino作用SRWZ自体は一般座標不変な形をしていない。

この作用にRiegert場ϕに依存しない非局所的な項を加えると一般座標不

変な有効作用を得ることができる。それは有効作用の関係式 (5.2.4)の中

の Γ(ḡ)に相当する部分を加えることで、ここでは

ΓRiegert(g) = SRWZ(ϕ, ḡ) + ΓRiegert(ḡ)

と表され、一般座標不変な有効作用は

ΓRiegert(g) = − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−gE4

1

∆4

E4

で与えられる。

Riegert-Wess-Zumino作用SRWZの重要性は次章で量子論的な一般座標

不変性を考えるとさらに明らかになる。

量子重力を考えたとき、Wess-Zumino積分可能条件は重力場の共形因

子の経路積分が経路の選び方によらずに厳密に実行できることを保障し

ている。また、ここでは右辺に現れる項として 4階微分作用項のみを考

えているが、Einstein作用や宇宙項を加えて同様の議論をするとそれら

は自明に積分可能になるので作用として加えることことができる。

5.3 共形異常と物理的結合定数

次にゲージ場の項及びWeyl二乗項について考える。最初に QEDの

U(1)ゲージ場の場合について議論し、それを基ににWeyl二乗項の場合

について議論する。

U(1)ゲージ場の共形異常F 2
µνを積分するとWess-Zumino作用SQED(ϕ, ḡ) =

−aϕ
√
−gF 2

µν/4が得られる。すなわち、この作用を ϕで微分すれば共形

異常が出てくる。その係数はすでに計算されているが、ここではそれが

一般座標不変性から、ベータ関数と関係して、決まることを見る。
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QEDは質量項を無視すれば共形不変なので、その作用は Riegert場 ϕ

に依存しない。ϕ依存性は測度から誘導される SQEDである。一方、有効

作用の ϕに寄らないの部分を ΓQED(ḡ)と書くと、運動量表示で、

ΓQED(ḡ) = −1

4

{
1 − e2

r

12π2
log

(
k2

µ2

)}
√
−gF 2

µν

と与えられる。ここで、µは繰り込みに伴う任意スケール、k2 = ḡµνkµkν

は計量 ḡµνの空間での運動量の二乗である。ḡµνとしてMinkowski計量を

選ぶと通常のQEDの 1ループの有効作用になる。これよりベータ関数は

βe = e3r/12π2と決まる。ここで、erは繰り込まれた結合定数を表す。これ

にWess-Zumino作用を加えると一般座標不変な有効作用が得られる。同

時シフト変換 (5.2.4)の下で不変であることを要求すると、k2 → e−2ωk2

に注意すると、Wess-Zumino作用の係数は a = e2r/6πと決まって

−1

4

{
1 +

e2
r

6π2
ϕ− e2

r

12π2
log

(
k2

µ2

)}
√
−gF 2

µν

を得る。ここで、元々の計量 gµν(= e2ϕḡµν)で定義される運動量の二乗

p2 =
k2

e2ϕ
(5.3.1)

を導入すると、一般座標不変な有効作用は

ΓQED(g) = −1

4

{
1 − e2

r

12π2
log

(
p2

µ2

)}
√
−gF 2

µν

と求まる。このように、ゲージ場の共形異常は繰り込みの共形不変性を

破るスケール µに伴って現れる非局所項を一般座標不変な形に保つため

に表れる。宇宙論では、pを物理的運動量、k を共動運動量 (comoving

momentum)と呼ぶ。

同様にして、Weyl二乗項の場合について考える。ここでは新しい無次

元の結合定数 tを導入したWeyl作用−(1/t2)
∫
d4x

√
−gC2

µνλσ を考える。

この作用はゲージ場と同様に共形不変であることから、ḡµν だけで書け

る。ここでは曲がった時空上の共形不変な場の量子論を考え、それによ

るWeyl作用への量子補正を計算すると、有効作用は

ΓWeyl(g) = −
{

1

t2r
+ β0 log

(
k2

µ2

)
− 2β0ϕ

}
√
−gC2

µνλσ (5.3.2)
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で与えられる。右辺の第二項は ḡµν上の場の理論として計算した量である。

例えば、トレースレステンソル場 hµνを導入して、計量 ḡµνをMinkowski

時空の回りで ḡµν = ηµν + thµν と展開すると、重力場との相互作用は

Iint =
∫
d4xthµνT

µν/2で与えられる。ここで、T µνは共形不変な場のスト

レステンソルで、トレースレスの条件を満たす。この相互作用を用いて

hµνの 2点相関関数を計算すると第二項が得られる。係数 β0は

β0 =
1

240(4π)2
(NX + 3NW + 12NA)

と計算され、結合定数 tのベータ関数が βt = −β0t
3
rと求まって、漸近自

由性を示す。

第三項が同時シフト変換 (5.2.4)の下で不変になるために現れるWess-

Zumino作用で、一般座標不変な有効作用は物理的運動量 pで表されたラ

ンニング結合定数

t
2
r(p) =

1

β0 log(p2/Λ2
QG)

(5.3.3)

を用いると、

ΓWeyl(g) = − 1

t
2
r(p)

√
−gC2

µνλσ (5.3.4)

の形にまとめることができる。ここで、ΛQG = µ exp(−1/2β0t
2
r)は新しい

重力の赤外スケールである。

背景時空 (例えばMinkowski時空)上での共形不変な場のストレステン

ソル T µνとすると、重力場との相互作用は Iint = t
∫
d4x

√
−ĝhµνT µν/2で

与えられるので、ストレステンソルの 2点相関関数の係数は β0 に比例

する。

最後に注意すべき点として、量子重力あるいは重力と結合した量子場

理論には必ず共形異常が現れるが、第 6章で議論するように、これは一

般座標不変性を保障するために必要な項であって、ゲージ理論に於ける

「量子異常」とは区別して考えなければならない。1

1また、Adler-Bardeen定理のような 1ループ計算が厳密になるという定理も共形異
常には存在しない。
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量子重力に現れる共形異常は結合定数に依存する部分と依存しない部

分に分けて考える必要がある。先にも述べたように、結合定数 tによらな

い最低次の共形異常 (Riegert作用)はむしろその名に反して共形不変性を

保障するために現れる。一方、結合定数に依存した共形異常は通常の共

形不変性の破れを表す量で、その係数はベータ関数で与えられる。この

ように、tの高次の摂動項は t = 0で与えられる共形場理論からのズレの

度合いを表している。
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量子重力の作用を決めるために、次の三つの基本条件を課す:

• 一般座標不変性/背景時空独立性

• 有限性

• 4次元時空

最初に挙げた一般座標不変性は Einstein重力理論の基本原理の一つであ

り、この対称性が量子論でも成り立つと考える。重力の量子論は計量場

の経路積分として定義されるので、一般座標不変性は厳密には背景時空

独立性として表される。

物理的に意味のある量は有限でなければならない。二番目の条件は量

子重力ではくりこみ可能性のことを指すとともに、時空に特異点が存在

しないことも意味している。また、いくつかの高次元時空のモデルが提

案されているが、4次元時空は知られている量子場のくりこみ可能性を保

障する次元であり、観測からも余剰次元の存在を示唆する事実もないこ

とから、時空は 4次元とする1。

6.1 量子重力の作用

量子重力は一般座標不変な無次元の作用 Iによる重み eiIを計量場につ

いて経路積分することで定義される。本書で議論するくりこみ可能な重
1最近の実験によって Einstein理論に宇宙項を加える必要があることが確かめられ

た。これは、ニュートリノの質量と同様に、対称性によって否定されない項は存在する
ことを示唆している。量子重力の作用を決めるに当たって、上記の三つの条件から排除
されない項はすべて考えることにする。
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力の量子論は

I =
∫
d4x

√
−g
{
− 1

t2
C2
µνλσ − bG4 +

1

h̄

(
1

16πG
R− Λ + LM

)}
(6.1.1)

で定義される。最初の二項は (5.1.1)で導入した共形不変なWeyl作用と

Euler項で、tは量子重力のダイナミクスを支配する無次元の結合定数で

ある。Euler項に比例した発散を取り除くために係数 bを導入している。

また、Euler項は運動項を含まないことから、この定数は独立な結合定数

ではなく他の結合定数を用いて展開される。

定数GとΛはそれぞれNewton定数と宇宙項を表す。̄hは換算Planck定

数で、光速 cは 1としている。また、前章で述べたように、Wess-Zumino

積分可能条件を満たさないR2作用は理論から排除する。

重力場は、ゲージ場などとは異なり、無次元の場である。重力場の 4階

微分作用は 4次元では完全に無次元な量になる。そのため、h̄はEinstein

項など二階微分以下の作用の前にのみ現れ、4階微分重力作用の前には現

れない。このことは本質的で、4階微分重力場作用が純粋に量子論的なダ

イナミクスを記述するものであることを表している。

作用 Iから分かるようにPlanckエネルギースケールを越えた領域では

共形不変な 4階微分作用が支配的になる。その領域でWeyl作用の前に現

れる結合定数 tによる展開を考える。それはCµνλσ = 0を満たす共形平坦

(conformal flat)な配置のまわりで摂動展開することを意味する。そこで

共形因子をくくりだして重力場を

gµν = e2ϕḡµν , ḡµν = (ĝeth)µν = ĝµν + thµν +
t2

2
hµλh

λ
ν + · · · (6.1.2)

と展開する。ここで、hµνはトレースレステンソル場で、hµµ = ĝµνhµν = 0

を満たす。背景場 ĝµνは計算を遂行するために実用上人為的に導入された

非力学的計量である。共形因子は正定値になるように指数関数の形で与

えられ、その指数であるRiegert場 ϕは共形平坦の条件から何も制限を受

けないことから、新たな結合定数を導入することなく厳密に取り扱う。

共形因子の運動項や相互作用項は前章で見たように測度からWess-Zumino
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作用として誘導される。2 一般座標不変な gµνの測度を非力学的な背景時

空 ĝµν上で定義された実用的な測度に書き換える際に、一般座標不変性を

保障するヤコビアンとして現れる。このため経路積分は

eiΓ =
∫

[dgdf ]g exp{iI(f, g)}

=
∫

[dϕdhdf ]ĝ exp {iS(ϕ, ḡ) + iI(f, g)} (6.1.3)

と書き換えることができる。作用 Sが測度から誘導されたWess-Zumino

作用と呼ばれる量で、共形異常を積分して得られる量である。fは共形不

変な運動項をもつ物質場を表している。Wess-Zumino作用は結合定数 tに

よる展開のゼロ次から現れて、それが ϕ場の運動項を含むRiegert-Wess-

Zumino作用 (5.2.2)である。

ここでは、経路積分の定義式 (6.1.3)に従って、重力場の量子化を考え

る。はじめに、トレースレステンソル場の性質について述べることにす

る。前章で議論したように、結合定数 tのベータ関数 βt = −β0t
3
rへの物

質場の寄与は負となって、hµν場は漸近自由性を示す。さらに、重力場か

らの１ループの寄与を加えると

β0 =
1

(4π)2

{
197

60
+

1

240
(NX + 3NW + 12NA)

}

を得る。最初の項が ϕと hµνからの寄与−1/15と 199/30の合計で、それ

ぞれRiegert-Wess-Zumino作用及びWeyl作用から導かれる。この漸近自

由性は紫外極限で Cµνλσ = 0を満たす共形平坦な時空のまわりで摂動展

開することを正当化している。

Riegert-Wess-Zumino作用の前の係数 b1は結合定数 tの最低次 (ゼロ次)

2作用 I にはトレースレステンソル場のダイナミクスを支配するWeyl作用は含まれ
ているけれども、共形因子のそれが存在しない。通常は共形因子のダイナミクスを扱う
ために共形不変でない R2 作用を運動項として導入するが、この作用には問題がある。
歴史的には R2作用を下にバウンドされた正しい符号で加えると１ループレベルの計算
で漸近自由性を示さないため、正しい摂動論が構成できないことが指摘されている。し
かし、ここでは R2作用が経路積分可能条件を満たさないことから最初から排除してい
る。
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で、

b1 =
769

180
+

1

360

(
NX +

11

2
NW + 62NA

)
(6.1.4)

と計算されている。最初の項が重力場からの寄与で、内訳は −7/90が

Riegert場 ϕから 87/20がトレースレステンソル場からの寄与である。こ

のことは、Riegert-Wess-Zumino作用が正定値であることを表している。
3

ここで、漸近自由性の意味について簡単に述べておく。先ず、この漸

近自由性は自由場の存在を意味するものでないことに注意しなければな

らない。トレースレステンソル場のゆらぎは小さくなるが、距離を支配

する共形因子のゆらぎは大きく非摂動的なままである。それは高エネル

ギー領域で共形不変な時空が実現することを表している。以下で述べる

ように、この共形不変性は理論が背景計量 ĝµνの選び方によらないことを

意味する背景時空独立性を実現したもので、量子論的な一般座標不変性

と同等である4。

また、漸近自由性は時空の特異点が排除されることを意味する。なぜ

なら、短距離になるとRiemann曲率を含むWeyl曲率テンソルがゼロに

なることを意味しているので、Schwarzschild解のようなRiemann曲率が

発散する時空は量子論的に排除される。

以下では、結合定数 tが消える極限のみを考える。このとき、背景時空

ĝµν上で定義された 4次元量子重力の作用は

I4DQG = SRWZ(ϕ, ĝ) + I(f, g)|t→0 (6.1.5)

で与えられる。Weyl作用は t2で割って定義されていることから、hµνの

二次の運動項のみが残る。また、この極限では計量 ḡµνは背景時空 ĝµνと

なるので、トレースレステンソル場とその他の量子場との相互作用項は
3Euclid計量で議論すると分かりすい。重みが e−I となり、正定値性は I > 0と表さ

れる。Weyl作用は Euclid計量では I = (1/t2)
∫ √

gC2
µνλσ となりこの条件を満たして

いる。
4トレースレステンソル場は摂動的に扱っているのでこのモードについては背景時空

独立といえないが、漸近自由性はそれが紫外極限で重要でないことを表している
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消える。また、この章では次元を持ったPlanck質量や宇宙項、物質場の

質量項などは無視する。

この極限で背景時空独立性が実現する。Riegert場で積分しているので

ϕ → ϕ − ωと積分変数を変えても理論は不変である。一方、理論は同時

シフト変換の下でも不変であるから、背景時空を ĝµν → e2ωĝµν と変換し

ても理論は不変になる。

6.2 一般座標不変性と共形不変性

一般座標変換は反変ベクトル (contravariant vector)ξµを用いて

δξgµν = gµλ∇νξ
λ + gνλ∇µξ

λ

と定義される。計量場 gµνを (6.1.2)のように共形因子 e2ϕと計量 ḡµνに分

解すると、一般座標変換は

δξϕ = ξλ∂λϕ+
1

4
∇̂λξ

λ,

δξḡµν = ḡµλ∇̄νξ
λ + ḡνλ∇̄µξ

λ − 1

2
ḡµν∇̂λξ

λ

と書ける。ここで、∇̄λξ
λ = ∇̂λξ

λが成り立つことを使っている。さらに

二番目の式の両辺をトレースレステンソル場について展開すると変換則

δξhµν =
1

t

(
∇̂µξν + ∇̂νξµ −

1

2
ĝµν∇̂λξ

λ
)

+ ξλ∇̂λhµν

+
1

2
hµλ

(
∇̂νξ

λ − ∇̂λξν
)

+
1

2
hνλ

(
∇̂µξ

λ − ∇̂λξµ
)

+ · · ·(6.2.1)

を得る。このとき座標変換の共変ベクトル (covariant vector)は背景計量

を用いて ξµ = ĝµνξ
νと定義される。

結合定数 tが消える極限での一般座標変換は良く知られたWeyl作用の

ゲージ変換と共形変換に分けることができる。前者はゲージ変数をκ = ξ/t

と置き換えて、t→ 0の極限をとると

δκhµν = ∇̂µκν + ∇̂νκµ −
1

2
ηµν∇̂λκ

λ (6.2.2)
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と δκϕ = 0が得られる。

ゲージ変換 (6.2.2)を通常通りゲージ固定しても、まだ共形 Killing方

程式

∇̂µζν + ∇̂νζµ −
1

2
ηµν∇̂λζ

λ = 0 (6.2.3)

を満たすゲージ自由度 ξµ = ζµが残る。このとき、トレースレステンソ

ル場の変換 (6.2.1)の最低次の項が消えて、一般座標変換は

δζϕ = ζλ∂λϕ+
1

4
∇̂λζ

λ,

δζhµν = ζλ∇̂λhµν +
1

2
hµλ

(
∇̂νζ

λ − ∇̂λζν
)

+
1

2
hνλ

(
∇̂µζ

λ − ∇̂λζµ
)

(6.2.4)

となる。第一式は共形次元ゼロのスカラー場の共形変換にシフト項が付

いたものである。第二式は共形次元ゼロのトレースレステンソル場の共

形変換に他ならない。

この共形変換は背景時空 ĝµν上で定義されている。通常の共形場理論と

異なり、この共形変換はゲージ変換であり、Riegert場及びトレースレス

テンソル場はゲージ場であって、それ自身が物理的場ではないことであ

る。したがって、通常のゲージ場と同様、これらの場自身が共形次元に

対するユニタリ性の条件 (2.3.2)を満たす必要はない。

背景時空独立性はこのように共形変換で移り変わることが出来るすべ

ての背景時空上の理論がゲージ同値になる対称性として表される。

6.3 重力場の量子化

量子化を実行するために、背景計量場 ĝµνを選ぶ必要がある。漸近自由

性から結合定数 tが消える極限ではWeylテンソルがゼロになる時空が選

ばれることから背景時空は共形平坦でなければならない。以下、この章

では背景時空 ĝµνとしてMinkowski時空 ηµν = (−1, 1, 1, 1)を採用する。
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この節ではRiegert場とトレースレステンソル場の量子化を行う。その

際、ゲージ変換 (6.2.2)の自由度 κµは完全に固定して、共形変換 (6.2.4)

のゲージ自由度 ζµだけが残るようにする。

6.3.1 Riegert場

Riegert-Wess-Zumino作用 (5.2.2)は、Minkowski背景時空では、−(b1/8π
2)×∫

d4xϕ∂4ϕで与えられる。このとき Riegert場 ϕに比例した項は消える。

その項の寄与は次節で導入するストレステンソルに現れる。

高階微分場である重力場をDiracの処方箋に従って正準量子化する。こ

こでは共形モードについて議論する。新しい変数

χ = ∂ηϕ (6.3.1)

を導入するとRiegert場の作用は

SRWZ =
∫
d4x

{
− b1

8π2

[
(∂ηχ)2 + 2χ |∂2χ+

(
|∂2ϕ

)2
]

+ v (∂ηϕ− χ)

}

のように 2階微分の作用関数に書き換えることができる。最後の項はLa-

grange未定定数 (Lagrange multiplier)である。これより χ、ϕ、vの正準

共役運動量 Pχ、Pϕ、Pvを求め、Poisson括弧

{χ(η,x),Pχ(η,x
′)}P = {ϕ(η,x),Pϕ(η,x

′)}P

= {v(η,x), Pv(η,x
′)}P = δ3(x − x′)

を設定する。

新しい場 χ は時間について 2 階微分なので通常の運動量変数 Pχ =

−(b1/4π
2)∂ηχを持つが、ϕと vはそれぞれ 1階及び 0階微分なので拘束

条件5

φ1 = Pϕ − v ≃ 0, φ2 = Pv ≃ 0

5Lagrange未定定数項を (v∂ηϕ − ϕ∂ηv)/2のように対称化して考えると、拘束条件
は φ1 = Pϕ − v/2と φ2 = Pv + ϕ/2になるが結果は同じである。
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になる。拘束条件は六つの変数、ϕ、χ、v及びその共役運動量 Pϕ、Pχ、

Pv、が張る位相空間のなかの部分空間を表す。弱い等式はそれらが部分

位相空間上で等式として成り立つことを意味している。

拘束条件の間の Poisson括弧は

Cab = {φa, φb}P =

 0 −1

1 0


となる。ここでは簡単のため3次元デルタ関数を1と表している。detCab ̸=
0を満たすことから、これらは第 2種拘束条件と呼ばれるものである。第

二種拘束条件を扱うためにDiracの処方箋に従ってDirac括弧

{F,G}D = {F,G}P − {F, φa}PC
−1
ab {φb, G}P

を導入する。Dirac括弧はPoisson括弧が満たす基本的な性質を満たして

いる。任意関数 F にたいして拘束条件が {F, φa}D = 0を満たすことか

ら、Dirac括弧は部分位相空間上の Poisson括弧と見ることができる。F

としてHamilton関数を代入するとこれは拘束条件が時間発展しないこと

を表し、最初に φa = 0と置けば 0が保たれることを意味する。したがっ

て、Dirac括弧を使えば拘束条件は厳密な等式としてゼロと置くことがで

きる。

部分位相空間の四つの変数の間のDirac括弧は

{χ(η,x),Pχ(η,x
′)}D = {ϕ(η,x),Pϕ(η,x

′)}D = δ3(x − x′)

で与えられ、Hamilton関数は

H =
∫
d3x

{
−2π2

b1
P2
χ + Pϕχ+

b1
8π2

[
2χ |∂2χ+

(
|∂2ϕ

)2
]}

(6.3.2)

と書ける。これより運動方程式は

∂ηϕ = {ϕ,H}D = χ, ∂ηχ = {χ,H}D = −4π2

b1
Pχ,

∂ηPχ = {Pχ, H}D = −Pϕ −
b1

2π2
|∂2χ,

∂ηPϕ = {Pϕ, H}D = − b1
4π2

|∂4ϕ (6.3.3)
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となる。

正準量子化はDirac括弧を交換子に置き換えて

[ϕ(η,x),Pϕ(η,x
′)] = [χ(η,x),Pχ(η,x

′)] = iδ3(x − x′) (6.3.4)

と設定する。その他の交換子は消える。運動量変数は (6.3.3)より

Pχ = − b1
4π2

∂ηχ, Pϕ = −∂ηPχ −
b1

2π2
|∂2χ (6.3.5)

で与えられる。

Riegert場の運動方程式は ∂4ϕ = 0で与えられる。運動量変数を用いて

表すと ∂ηPϕ = −(b1/4π
2) |∂4ϕとなる。その解は kµx

µ = −ωη + k · xとす
ると、eikµxµ

と ηeikµxµ
及びその複素共役で与えられる。ここで、ω = |k|

である。

Riegert場はこれらの解を用いて展開される。場を消滅及び生成部分に

分けて ϕ = ϕ< + ϕ>と書くと

ϕ<(x) =
π√
b1

∫ d3k

(2π)3/2

1

ω3/2
{a(k) + iωηb(k)} eikµxµ

ここで、ϕ> = ϕ†
<である。これを変数の定義式 (6.3.1)と (6.3.5)に代入す

ると、それぞれの変数の消滅部分は

χ<(x) = −i π√
b1

∫ d3k

(2π)3/2

1

ω1/2
{a(k) + (−1 + iωη)b(k)} eikµxµ

,

Pχ<(x) =

√
b1

4π

∫ d3k

(2π)3/2
ω1/2 {a(k) + (−2 + iωη)b(k)} eikµxµ

,

Pϕ<(x) = −i
√
b1

4π

∫ d3k

(2π)3/2
ω3/2 {a(k) + (1 + iωη)b(k)} eikµxµ

となる。正準交換関係 (6.3.4)から各モードの交換関係

[
a(k), a†(k′)

]
= δ3(k − k′),[

a(k), b†(k′)
]

=
[
b(k), a†(k′)

]
= δ3(k − k′),[

b(k), b†(k′)
]

= 0
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を得る。Hamilton演算子はモードを使って表すと

H =
∫
d3kω

{
a†(k)b(k) + b†(k)a(k) − b†(k)b(k)

}
となる。ここで、Hamilton演算子は (6.3.2)を正規順序付けしたもので

ある。

6.3.2 トレースレステンソル場

トレースレステンソル場を量子化するために、ゲージ対称性δκhµν (6.2.2)

を固定する必要がある。ここでは、Coulombゲージ固定条件 ∂ih
i
µ = 0を

課し、さらに残りのゲージ自由度を使って非力学的自由度であるh00(= hi i)

成分を取り除く、輻射ゲージ固定条件

h00 = 0, h0j = hj, hij = hij

を採用する。ここで、hjと hijはそれぞれ ∂ihi = 0と ∂ihij = hi i = 0を満

たす横波ベクトルモードと横波トレースレステンソルモードである。

この輻射ゲージでは κµ のすべてのゲージ自由度が固定され、残りの

ゲージ自由度は共形変換の ζµ(6.2.4)だけが残る。

Riegert場のときと同様に、Diracの処方箋に従って量子化を行うため

に、横波トレースレステンソルモードに対して新しい変数

uij = ∂ηhij

を導入する。一方、横波ベクトルモードは時間について 2階微分なので新

たな変数を導入する必要はない。新しい変数 uijを使うと、Weyl作用は

I =
∫
d4x

{
−1

2
hij
(
∂4
η − 2 |∂2∂2

η + |∂4
)

hij + hj |∂2
(
−∂2

η + |∂2
)

hj

}
=

∫
d4x

{
−1

2
∂ηu

ij∂ηuij − uij |∂2uij −
1

2
|∂2hij |∂2hij + λij (∂ηhij − uij)

+∂ηh
j |∂2∂ηhj + |∂2hj |∂2hj

}
と書き換えることができる。ここで、λijは Lagrange未定乗数である。
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拘束条件を解いて未定乗数 λijを取り除くと、正準変数 uij、 hij、 hjと

それらの共役運動量

Piju = −∂ηuij, Pijh = −∂ηPiju − 2 |∂2uij,

Pj = 2 |∂2∂ηh
j

で張られる位相空間が得られる。それらの正準交換関係は[
hij(η,x),Pklh (η,y)

]
=

[
uij(η,x),Pklu (η,y)

]
= iδij,kl3 (x − y),[

hi(η,x),Pj(η,y)
]

= iδij3 (x − y), (6.3.6)

と設定される。ここで、デルタ関数は δij3 (x) = ∆ijδ3(x)と δij,kl3 (x) =

∆ij,klδ3(x)で与えられ、通常のデルタ関数に作用する微分演算子はそれ

ぞれ

∆ij = δij −
∂i∂j
|∂2
,

∆ij,kl =
1

2
(∆ik∆jl + ∆il∆jk − ∆ij∆kl)

で定義される。これらは、横波とトレースの条件 ∂i∆ij = 0、 ∆j
j = 2、

∂i∆ij,kl = 0、∆i
i,kl = 0及び関係式∆ik∆

k
j = ∆ij、∆ij,kl∆

kl,
mn = ∆ij,mn

を満たす。

Hamilton演算子は

H =
∫
d3x :

{
−1

2
Piju Pu

ij + Pijh uij + uij |∂2uij +
1

2
|∂2hij |∂2hij

+
1

4
Pj |∂−2Pj − |∂2hj |∂2hj

}
:

と求まる。ここで、 |∂−2 = 1/ |∂2で、: :は正規順序付けすることを表す。

横波トレースレステンソルモードの運動方程式は ∂4hij = 0で与えられ

る。運動量変数を使って表すと ∂ηP
ij
h = − |∂4hij になる。Riegert場と同

様、消滅演算子と生成演算子に分けて、hij = hij< + hij>と書くと、消滅演

算子部分は

hij<(x) =
∫ d3k

(2π)3/2

1

2ω3/2

{
cij(k) + iωηdij(k)

}
eikµxµ
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と展開される。生成演算子部分は hij> = hij†< となる。一方、横波ベクトル

モードの運動方程式は |∂2∂2hj = 0、運動量変数では ∂ηP
j = 2 |∂4hjと時間

について二階微分なので、hj = hj< + hj>、hj> = hj†< とすると

hj<(x) =
∫ d3k

(2π)3/2

1

2ω3/2
ej(k)eikµxµ

と展開される。その他の変数の消滅演算子部分は

uij<(x) = −i
∫

d3k

(2π)3/2

1

2ω1/2

{
cij(k) + (−1 + iωη)dij(k)

}
eikµxµ

,

Piju<(x) =
∫ d3k

(2π)3/2

ω1/2

2

{
cij(k) + (−2 + iωη)dij(k)

}
eikµxµ

,

Pijh<(x) = −i
∫ d3k

(2π)3/2

ω3/2

2

{
cij(k) + (1 + iωη)dij(k)

}
eikµxµ

,

Pj<(x) = i
∫ d3k

(2π)3/2
ω3/2ej(k)eikµxµ

で与えられる。

これらの式を正準交換関係 (6.3.6)に代入すると各モードの交換関係

[
cij(k), ckl†(k′)

]
= δij,kl3 (k − k′),[

cij(k), dkl†(k′)
]

=
[
dij(k), ckl†(k′)

]
= δij,kl3 (k − k′),[

dij(k), dkl†(k′)
]

= 0,[
ei(k), ej†(k′)

]
= −δij3 (k − k′)

を得る。ここで、デルタ関数の運動量表示 δij3 (k)と δij,kl3 (k)は通常のデル

タ関数 δ3(k)に関数

∆̃ij(k) = δij −
kikj
k2

,

∆̃ij,kl(k) =
1

2

{
∆̃ik(k)∆̃jl(k) + ∆̃il(k)∆̃jk(k) − ∆̃ij(k)∆̃kl(k)

}
をそれぞれ掛けたものである。

交換関係をさらに簡単にするために、分極ベクトルεi(a) (a = 1, 2)及び分

極テンソル εij(a) (a = 1, 2)を導入する。それぞれ横波条件 kiε
i
(a) = 0と横波
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トレースレス条件kiε
ij
(a)(k) = ε i

(a)i(k) = 0を満たし、
∑2
a=1 ε

i
(a)(k)εj(a)(k) =

∆̃ij(k)、εj(a)(k)ε(b)j(k) = δab及び
∑2
a=1 ε

ij
(a)(k)εkl(a)(k) = ∆̃ij,kl(k)、εij(a)(k)ε(b)ij(k) =

δabと規格化されている。これらを用いると各モードは

cij(k) =
2∑

a=1

εij(a)(k)c(a)(k), dij(k) =
2∑

a=1

εij(a)(k)d(a)(k),

ej(k) =
2∑

a=1

εj(a)(k)e(a)(k)

と展開され、交換関係は[
c(a)(k), c†(b)(k

′)
]

= δabδ3(k − k′),[
c(a)(k), d†

(b)(k
′)
]

=
[
d(a)(k), c†(b)(k

′)
]

= δabδ3(k − k′),[
d(a)(k), d†

(b)(k
′)
]

= 0,[
e(a)(k), e†(b)(k

′)
]

= −δabδ3(k − k′)

で与えられる。Hamilton演算子は

H =
2∑

a=1

∫
d3kω

{
c†(a)(k)d(a)(k) + d†

(a)(k)c(a)(k) − d†
(a)(k)d(a)(k) − e†(a)(k)e(a)(k)

}
と書き換えられる。

6.4 一般座標変換の生成子

共形変換の形をした一般座標変換 δζ(6.2.4)の生成子を導出する。ここ

ではRiegert場の変換の生成子を導出する。トレーステンソル場の変換の

生成子については煩雑なので付録D.2にまとめる。

量子重力はいま背景時空上の場の量子論として定義されているので、ス

トレステンソルはその作用 I4DQGを背景時空で変分して、

T µν =
2√
−ĝ

δI4DQG
δĝµν

と定義される。このとき、足の上げ下げは T̂µν = ĝµλĝνσT̂
λσのように背景

計量場を用いて行われる。変分の後、背景時空をMinkowski計量にする。
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Riegert場のストレステンソルは

Tµν = − b1
8π2

{
−4∂2ϕ∂µ∂νϕ+ 2∂µ∂

2ϕ∂νϕ+ 2∂ν∂
2ϕ∂µϕ+

8

3
∂µ∂λϕ∂ν∂

λϕ

−4

3
∂µ∂ν∂λϕ∂

λϕ+ ηµν

(
∂2ϕ∂2ϕ− 2

3
∂2∂λϕ∂λϕ− 2

3
∂λ∂σϕ∂

λ∂σϕ
)

−2

3
∂µ∂ν∂

2ϕ+
2

3
ηµν∂

4ϕ
}

で与えられる。ここで、最後の二つの線形項は Riegert-Wess-Zumino作

用 (5.2.2)の第二項を変分して導かれる。トレースレスの条件と保存則

は運動方程式を用いてそれぞれ T λλ = −(b1/4π
2)∂4ϕ = 0及び ∂µTµν =

−(b1/4π
2)∂4ϕ∂νϕ = 0のように成り立つ。

四つの正準変数を用いると、(00)成分は

T00 = −2π2

b1
P2
χ + Pϕχ− Pχ |∂2ϕ− ∂kPχ∂

kϕ

+
b1

8π2

(
2

3
χ |∂2χ− 4

3
∂kχ∂

kχ+ |∂2ϕ |∂2ϕ− 2

3
∂k |∂2ϕ∂kϕ− 2

3
∂k∂lϕ∂

k∂lϕ
)

+
1

3
|∂2Pχ +

b1
12π2

|∂4ϕ

と表される。(0j)成分は

T0j =
2

3
Pχ∂jχ− 1

3
∂jPχχ+ Pϕ∂jϕ

+
b1

8π2

(
4∂jχ |∂2ϕ− 8

3
∂kχ∂j∂

kϕ− 2χ∂j |∂2ϕ+ 2 |∂2χ∂jϕ+
4

3
∂j∂kχ∂

kϕ
)

−1

3
∂jPϕ −

b1
12π2

∂j |∂2χ

となる。

これらの式を定義式 (2.2.5)に代入して、正規順序付けを行うと共形変

換の生成子Qζが求まる。先ず、並進の生成子として

P0 = H =
∫
d3xA, Pj =

∫
d3xBj

を得る。ここで、局所演算子Aと Bjは

A = −2π2

b1
:P2

χ : + :Pϕχ : +
b1

8π2

(
2 :χ |∂2χ : + : |∂2ϕ |∂2ϕ :

)
,

Bj = :Pχ∂jχ : + :Pϕ∂jϕ :
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で与えられる。Lorentz変換の生成子は

M0j =
∫
d3x {−ηBj − xjA− :Pχ∂jϕ :} ,

Mij =
∫
d3x {xiBj − xjBi}

となる。 Dilatationと特殊共形変換の生成子は

D =
∫
d3x

{
ηA + xkBk+ :Pχχ : +Pϕ

}
と

K0 =
∫
d3x

{(
η2 + x2

)
A + 2ηxkBk + 2η :Pχχ : +2xk :Pχ∂kϕ :

− b1
4π2

(
2 :χ2 : + :∂kϕ∂

kϕ :
)

+ 2ηPϕ + 2Pχ

}
,

Kj =
∫
d3x

{(
−η2 + x2

)
Bj − 2xjx

kBk − 2ηxjA− 2xj :Pχχ :

−2η :Pχ∂jϕ : − b1
2π2

:χ∂jϕ : −2xjPϕ

}
で与えられる。ここで、M0j、D、Kµは定義式に時間変数 ηを含んでい

るけれども、時間依存性はなく ∂ηM0j = ∂ηD = ∂ηKµ = 0のように保存

する。生成子DとKµの線形項は変換 δζϕ(6.2.4)のシフト項を生成する。

6.5 共形変換と場の演算子

前節で求めた生成子を用いて、場の演算子の変換則について調べる。そ

のために、先ず計算の方法について述べる。簡単な練習問題として、ス

カラー場の場合を付録D.1に与えている。

ここでは、Hermite演算子を考える。二つのHermite演算子AとBの

演算子積 (operator product)は

A(x)B(y) = ⟨0|A(x)B(y)|0⟩+ :A(x)B(y) :

と表すことができる。短距離で発散する部分、すなわち二点相関関数は

⟨0|A(x)B(y)|0⟩ = [A<(x), B>(y)]
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で与えられる。前で定義したように、A<は演算子Aの消滅部分、B>は

演算子Bの生成部分である。 :A(x)B(y) :=:B(y)A(x) :であることから、

二つの演算子の交換関係は

[A(x), B(y)] = ⟨0|A(x)B(y)|0⟩ − ⟨0|B(y)A(x)|0⟩

と表すことができる。右辺の第二項は ⟨0|B(y)A(x)|0⟩ = ⟨0|A(x)B(y)|0⟩†

と書けることから、交換関係は右辺が実関数ならば消える。

Riegert場の演算子積を計算する。短距離で発散する項は

⟨0|ϕ(x)ϕ(x′)|0⟩ =
π2

b1

∫
ω>z

d3k

(2π)3

1

ω3
{1 + iω (η − η′)} e−iω(η−η′−iϵ)+ik·(x−x′)

= − 1

4b1
log

{[
−(η − η′ − iϵ)2 + (x − x′)2

]
z2e2γ−2

}
− 1

4b1

iϵ

|x − x′|
log

η − η′ − iϵ− |x − x′|
η − η′ − iϵ+ |x − x′|

(6.5.1)

と計算される。ここで、ϵは紫外発散を正則化するための紫外カットオフ

パラメータである。6 さらに、Riegert場が無次元であることから生じる

赤外発散を処理するために無限小の質量スケール zを導入した。これは

作用に仮の質量項を加えることに相当するが、それは一般座標不変でな

いために z依存性は一般座標不変な量を考えたときには現れない。7 上記

の積分は z ≪ 0で実行したものである。一方、紫外カットオフ ϵは有限

のままにして、すべての計算を実行した後にゼロに取る。

ほかの場の変数を含む二点相関関数はその展開式から直接求めること

も出来るし、(6.5.1)を場の変数の定義式に従って微分することで得るこ

とも出来る。それらの結果を用いて

[ϕ(η,x),Pϕ(η,x
′)] = ⟨0|ϕ(η,x)Pϕ(η,x

′)|0⟩ − ⟨0|ϕ(η,x)Pϕ(η,x
′)|0⟩†

= i
1

π2

ϵ

[(x − x′)2 + ϵ2]2

6紫外カットオフ ϵは、積分表示で、指数関数の位相のところにしか入っていないこ
とに注意。このように正則化することで、正しい正準交換関係が得られる。

7Einstein作用や宇宙定数項はここで採用している計量の展開 (6.1.2)ではRiegert場
の指数関数が現れてここで述べている通常の質量項にはならない。
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を計算することが出来る。最後の項は

δ3(x) =
∫ d3k

(2π)3
eik·x−ϵω =

1

π2

ϵ

(x2 + ϵ2)2
(6.5.2)

のように正則化されたデルタ関数である。χと Pχの交換子も上と同じ結

果になる。一方、その他の交換子は ϵが有限のままでゼロになり、正準交

換関係が正しく成り立っていることが分かる。

複合演算子に対してWickの演算子積展開を行うと、公式

[:AB(x) :, :
∏
k

Ck(y) :]

=
∑
i

[A(x), Ci(y)] :B(x)
∏
k( ̸=i)

Ck(y) : +
∑
i

[B(x), Ci(y)] :A(x)
∏
k(̸=i)

Ck(y) :

+
∑

i,j(i̸=j)

{⟨0|A(x)Ci(y)|0⟩⟨0|B(x)Cj(y)|0⟩ − H.c.} :
∏

k(̸=i,j)

Ck(y) :

を得る。最後の項は量子補正を表す項で、H.c.は { }内の最初の項のHer-

mite共役を表す。量子補正項はそれが実数ならば消える。

この演算子展開を使って生成子を含む複合演算子が成す代数を計算す

ることが出来る。自由スカラー場の場合 [付録D.1]と比べて、Riegert場

の場合はより複雑な量子補正関数が現れるが、すべて相殺して共形代数

(2.2.1)が閉じることを示すことが出来る。

ここでは有限の量子補正項が現れる場の変換則についてのみ考えるこ

とにする。複合演算子 :ϕn :の変換則を考える。生成子に現れる局所演算

子Aとの同時刻交換関係を計算すると

[A(x), :ϕn(y) :] = −inδ3(x − y) :χϕn−1(y) :

= −iδ3(x − y)∂η :ϕn(y) : (6.5.3)

を得る。ここでは時間依存性を省いて場の演算子を表記した。これ以後

も同時刻交換関係を考えるときは簡単のため書かないことにする。

局所演算子 Bjとの交換関係には量子補正項が現れて、

[Bj(x), :ϕn(y) :] = −iδ3(x − y)∂j :ϕn(y) :

+i
1

2b1
n(n− 1)ej(x − y) :ϕn−2(x) : (6.5.4)
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となる。ここで、量子補正を表す関数 ej(x)は

ej(x) =
1

π2

ϵxj[1 − h(x)]

x2(x2 + ϵ2)2
, h(x) =

iϵ

2|x|
log

iϵ+ |x|
iϵ− |x|

で与えられ、関数 hは h†(x) = h(x)と limx→0 h(x) = 1を満たす。

共形変換の生成子は保存する (時間に依存しない)ので、その代数は同

時刻交換関係を用いて計算することが出来る。交換関係 (6.5.3)と (6.5.4)

及び [:Pχ∂jϕ(x) :, :ϕn(y) :] = 0から、並進及び Lorentz変換は

i[Pµ, :ϕ
n(x) :] = ∂µ :ϕn(x) :,

i[Mµν , :ϕ
n(x) :] = (xµ∂ν − xν∂µ) :ϕn(x) :

となる。ここで、量子補正はLorentz生成子の反対称性により消える。そ

れは、ejが奇関数であることに注意して、
∫
d3x ej(x) = 0及び∫

d3x xiej(x) =
1

3
δij

∫ ∞

0
4πx2dx

1

π2

ϵ[1 − h(x)]

(x2 + ϵ2)2
=

1

6
δij (6.5.5)

を満たすことから示せる。

同様にして、dilatation及び特殊共形変換は

i[D, :ϕn(x) :] = xµ∂µ :ϕn(x) : +n :ϕn−1(x) : − 1

4b1
n(n− 1) :ϕn−2(x) :,

i[Kµ, :ϕ
n(x) :] =

(
x2∂µ − 2xµx

ν∂ν
)

:ϕn(x) :

−2xµ

(
n :ϕn−1(x) : − 1

4b1
n(n− 1) :ϕn−2(x) :

)
と計算される。ここで、:ϕn−1 :項はこれらの生成子の中のPϕについて線

形な項との交換子から導かれる。それぞれの変換の最後の 1/b1を含む項

は量子補正である。DやK0のそれは積分公式 (6.5.5)を用いて計算でき

る。Kjはその公式を発展させた∫
d3x

{
x2ej(x − y) − 2xjx

kek(x − y)
}

= −yj

を用いて計算される。

ここで、n = 1の変換則はRiegert場の一般座標変換 (6.2.4)で i[Qζ , ϕ] =

δζϕとなる。このときは量子補正項は現れない。
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最も簡単なプライマリースカラー場は

Vα(x) =:eαϕ(x) :=
∞∑
n=0

αn

n!
:ϕn(x) : (6.5.6)

で与えられる。新たに導入した指数αのことをRiegert電荷と呼ぶ。上で

求めた :ϕn :の変換則より、Vαの共形変換は

i[Pµ,Vα(x)] = ∂µVα(x), i[Mµν ,Vα(x)] = (xµ∂ν − xν∂µ)Vα(x),

i[D,Vα(x)] = (xµ∂µ + hα)Vα(x),

i[Kµ,Vα(x)] =
(
x2∂µ − 2xµx

ν∂ν − 2xµhα
)
Vα(x)

と計算され、共形次元は

hα = α− α2

4b1
(6.5.7)

となる。この 1/b1に比例した第二項が量子補正である。

次に、微分演算子を含むLorentzスカラー場について考える。微分を二

つもつ場の演算子は

R1
β =

∞∑
n=0

βn

n!
:ϕn∂2ϕ : = :eβϕ

(
4π2

b1
Pχ + |∂2ϕ

)
:,

R2
β =

∞∑
n=0

βn

n!
:ϕn∂λϕ∂

λϕ : = :eβϕ
(
−χ2 + ∂kϕ∂

kϕ
)
:

の二つである。これらは並進及びLorentz変換については通常のスカラー

場の変換則を満たす。Dilatationの変換則は

i[D,R1,2
β (x)] = (xµ∂µ + hβ + 2)R1,2

β (x)

となり、特殊共形変換はそれぞれ

i[Kµ,R1
β(x)] =

{
x2∂µ − 2xµx

λ∂λ − 2xµ (hβ + 2)
}
R1
β(x) + 4 :∂µϕe

βϕ(x) :,

i[Kµ,R2
β(x)] =

{
x2∂µ − 2xµx

λ∂λ − 2xµ (hβ + 2)
}
R2
β(x) − 4

hβ
β

:∂µϕe
βϕ(x) :



94 第 6章 量子重力と共形場理論

で与えられる。ここで、hβは (6.5.7)式で定義される。これらより、二つ

を組み合わせた場の演算子

Rβ = R1
β +

β

hβ
R2
β =:eβϕ

(
∂2ϕ+

β

hβ
∂λϕ∂

λϕ

)
: (6.5.8)

を考えると、Rβは共形変換の下で

i[Pµ,Rβ(x)] = ∂µRβ(x), i[Mµν ,Rβ(x)] = (xµ∂ν − xν∂µ)Rβ(x),

i[D,Rβ(x)] =
(
xλ∂λ + hβ + 2

)
Rβ(x),

i[Kµ,Rβ(x)] =
{
x2∂µ − 2xµx

λ∂λ − 2xµ (hβ + 2)
}
Rβ(x)

のように変換する共形次元 hβ +2をもつプライマリースカラー場になる。

さらにこれを一般化すると、微分を 2m階含むスカラー場

R[m]
γ =:eγϕ

(
∂2ϕ+

γ

hγ
∂λϕ∂

λϕ

)m
:

は共形次元hγ+2mをもつプライマリースカラーとなる。ここで、m = 0, 1

はそれぞれ VαとRβに相当する。

6.6 物理的場の演算子

量子重力では共形不変性は一般座標不変性、すなわちゲージ不変性と

して現れるので、通常の共形場理論と違い、真空だけでなく場の演算子

も共形変換の下で不変にならなければならない。そのような物理的場の

演算子は一般座標不変性の条件

[Qζ ,
∫
d4xO(x)] = 0 (6.6.1)

を満たすもので与えられる。この物理的条件を満たす場の演算子は共形

次元 4をもつプライマリースカラー場である。このとき、すべての共形

Killingベクトル ζµに対して

i[Qζ ,Vα(x)] = ∂µ {ζµVα(x)}
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が成り立つことから物理条件を満たすことが分かる。一方、テンソル場

はスピン項が存在するために満たさない。プライマリー場のデッセンダ

ントも変換則が乱れているので条件を満たさない。

物理的演算子Oの最も簡単な例は hα = 4を持つ演算子 Vα(6.5.6)であ

る。条件式 hα = 4を解くとRiegert電荷は

α = 2b1

(
1 −

√
1 − 4

b1

)
(6.6.2)

と決まる。このとき、二つある解のうち、重力場と結合している物質場の

数を無限大 (ラージN極限)にする古典極限 b1 → ∞で αが正準値 4に近

づく、すなわちVαが古典的な体積要素
√
−gに近づく方を選んでいる。こ

の値を持つ Vαのことを量子論的な宇宙項演算子と呼ぶ。ここで、(6.1.4)

より b1 > 4なので、αは実数で与えられ、この演算子は重力理論から期

待されるように実演算子となる。

同様に、hβ = 2を持つプライマリスカラー場Rβは物理条件を満たす。

条件式を解いて、古典極限 b1 → ∞で正準値2になる解を求めるとRiegert

電荷は

β = 2b1

(
1 −

√
1 − 2

b1

)
(6.6.3)

と決まる。この解を持つRβ を量子論的な Ricciスカラーと呼ぶ。実際、

古典極限で β → 2、β/hβ → 1となって定義式 (6.5.8)から古典的なRicci

スカラー
√
−gRが得られることが分かる。

一般的には、hγ = 4−2mを満たすRiegert電荷γ = 2b1(1−
√

1 − (4 − 2m)/b1)

を持つプライマリースカラー場R[m]
γ はRicciスカラーのm乗

√
−gRmに

相当する物理的演算子である。

6.7 BRST演算子

この節では一般座標変換 (6.2.4)のBRST演算子を考える。BRST変換

は 15個のゲージ変数 ζµをゲージゴースト cµに置き換えた変換である。
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ゲージゴーストは 15個のGrassmannモード、cλ−、 cµν、 c、 cλ+を用いて

cλ = cµ−
(
ζλT
)
µ

+ cµν
(
ζλL
)
µν

+ cζλD + cµ+
(
ζλS
)
µ

= cλ− + 2xµc
µλ + xλc + x2cλ+ − 2xλxµc

µ
+

と展開される。ここで、cµνは反対称で、ゲージゴーストはHermite演算

子である。cと cµνは無次元で、cµ−と cµ+はそれぞれ次元−1と 1を持つ。

同時にゲージゴーストと同じ性質を持った15個の反ゴーストモードbλ−、

bµν、b、bλ+を導入する。ゲージゴーストとの反交換関係を

{c, b} = 1, {cµν , bλσ} = ηµληνσ − ηµσηνλ,

{cµ−, bν+} = {cµ+, bν−} = ηµν

と設定すると、ゲージゴースト部分の共形代数 (2.2.1)の生成子は

P µ
gh = i

(
−2bcµ+ + bµ+c + bµλc

λ
+ + 2bλ+cµλ

)
,

Mµν
gh = i

(
bµ+cν− − bν+cµ− + bµ−cν+ − bν−cµ+ + bµλcνλ − bνλcµλ

)
,

Dgh = i
(
bλ−c+λ − bλ+c−λ

)
,

Kµ
gh = i

(
2bcµ− − bµ−c + bµλc

λ
− + 2bλ−cµλ

)
で与えられる。以下、ゲージゴースト部分には “gh” をつける。

これらの生成子を用いると、BRST変換の生成子は

QBRST = cµ−

(
Pµ +

1

2
P gh
µ

)
+ cµν

(
Mµν +

1

2
Mgh

µν

)
+ c

(
D +

1

2
Dgh

)
+cµ+

(
Kµ +

1

2
Kgh
µ

)
= c

(
D +Dgh

)
+ cµν

(
Mµν +Mgh

µν

)
− bN − bµνNµν + Q̂

と定義される。ここで、Pµ、Mµν、D、Kµはゲージゴースト部分以外の

共形変換の生成子の和である。その他の演算子は

N = 2icµ+c−µ, Nµν =
i

2

(
cµ+cν− + cµ−cν+

)
+ icµλcνλ,

Q̂ = cµ−Pµ + cµ+Kµ
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で与えられる。BRST演算子の冪ゼロ性は生成子Pµ、Mµν、D、Kµが満

たす共形代数を用いて

Q2
BRST = Q̂2 −ND − 2icµ+cν−Mµν = 0

と示すことが出来る。BRST演算子と反ゴーストとの反交換関係は

{QBRST, b} = D +Dgh, {QBRST, b
µν} = 2

(
Mµν +Mµν

gh

)
,

{QBRST, b
µ
−} = Kµ +Kµ

gh, {QBRST, b
µ
+} = P µ + P µ

gh

で与えられることから、冪ゼロ性は [QBRST, D+Dgh] = 0等を表している。

BRST変換は一般座標変換のゲージ自由度 ζµをゲージゴースト場に置

き換えたものになる。 Riegert場の BRST変換はその共形変換則からす

ぐに

i[QBRST, ϕ(x)] = cµ∂µϕ(x) +
1

4
∂µc

µ(x)

と導ける。前節で求めたVαやRβのようなプライマリースカラー場Oの
BRST変換はその共形次元を∆とすると、

i[QBRST,O(x)] = cµ∂µO(x) +
∆

4
∂µc

µO(x)

と変換することが分かる。これより、前に示したように、∆ = 4のとき、

i[QBRST,
∫
d4xO(x)] =

∫
d4x∂µ{cµO(x)} = 0

のようにBRST不変になる。これは物理条件 (6.6.1)を書き換えたもので

ある。

ゲージゴースト場を使うとBRST不変な局所演算子を構成することが

出来る。完全反対称テンソルで足をつぶしたゲージゴーストの関数

ω =
1

4!
ϵµνλσc

µcνcλcσ

を導入する。ゲージゴースト場のBRST変換は

i{QBRST, c
µ(x)} = cν∂νc

µ(x)
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で与えられることから、関数 ωは

i[QBRST, ω(x)] = cµ∂µω(x) = −ω∂µcµ(x)

と変換する。このとき二番目の等式で cµω = 0を使った。この交換関係

を使うと、ωと共形次元∆ = 4のプライマリースカラー場の積は

i[QBRST, ωO(x)] =
1

4
(∆ − 4)ω∂µc

µO(x) = 0

のようにBRST不変な局所演算子になる。

このように、BRST不変な場の演算子は共形次元が 4のプライマリー

スカラー場で与えられる。一方、プライマリーテンソル場やデッセンダン

ト場全般は、スピン項の存在や良い変換性をもたないことのため BRST

不変にならないので、一般座標不変な物理演算子から排除される。

6.8 相関関数と物理的共形次元

共形不変性は一般座標不変性と同等である。ゼロモード pが純虚数であ

ることは物理場がスカラー曲率のような一般座標不変な実数の複合場で

あることを表している。相関関数を求めるためには、Riegert電荷をもっ

た物理場をポテンシャル項として作用に加えて議論する必要がある。

ここでは、宇宙項演算子を加えた系を考える。経路積分することを考

えて、Euclid空間にWick回転すると、作用は SRWZ + µVαと表される。

ここで、µは宇宙項に相当し、Vα =
∫
d4xVα である。一般の演算子は

Oγ =
∫
d4xOγ と書くことにする。この系では Riegert場の定数モード σ

を考慮する必要がある。ϕ → ϕ + σとシフトして σに依存する部分を見

てみると、空間のEuler数が
∫
d4x

√
ĝĜ4/32π2 = 2であることから、作用

の σ依存性はは SRWZ → SRWZ + 4b1σと導ける。場の演算子の依存性は、

A = eασとして、Oγ → Aγ/αOγと表される。このとき、相関関数は σを

先に積分することによって

⟨⟨Oγ1 · · ·Oγn⟩⟩ =
1

α

∫ ∞

0

dA

A
A−s⟨Oγ1 · · ·Oγne

−µAVα⟩

= µs
Γ(−s)
α

⟨Oγ1 · · ·Oγn (Vα)
s⟩ (6.8.1)
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と表すことが出来る。ここで、

s =
4b1
α

−
n∑
i=1

γi
α

である。⟨· · ·⟩は自由場表示での相関関数を表す。2次元では相関関数を

計算する方法が開発されているが、4次元量子重力ではまだその方法は確

立していない。

相関関数の計算は難しいけれども、その振る舞いを規定する場 On =

Ane
γnϕの物理的な共形次元は次のように計算することができる。ここで、

Anは偶数 n個の微分を含む演算子である。その物理的共形次元を∆nと

して定数Weylスケール変換 d4xOn → ω4−∆nd4xOnを考える。距離の基

準となるn = 0の宇宙項演算子のスケーリング次元をゼロとすると、Weyl

スケール変換はRiegert場のゼロモードのシフト ϕ0 → ϕ0 + (4/γ0) lnωと

して表される。ゼロモード因子 eγnϕ0 をもつ物理場On (n > 0)はこの変

換の下で d4xOn → ω4γn/γ0d4xOnと変換することからそのスケーリング

次元は

∆n = 4 − 4
γn
γ0

で与えられることが分かる。この物理的次元はラージNの古典極限 b1 →
∞で∆n → nのように正準値である微分の数になる。

これら一般座標不変な物理状態は正と負の計量のモードが混じり合っ

た状態として記述され、負計量のモードが単独で現れることはない。こ

の点が 1970年代に研究された高階微分量子重力との大きな違いの一つで

ある。当時は、すべての重力場を摂動的に扱っていたことから、ゲージ

対称性として (6.2.2)のように場に依存しない変換だけを考慮していた。

そのため、結合定数が消える極限では正と負の計量のモードがゲージ変

換で混じることなく、ゲージ不変な漸近場として負のモードが現れてユ

ニタリ性を壊していた。一方、ここでは共形因子を厳密に扱ったことに

より、一般座標不変性をあらわす共形不変性が正と負のモードを結びつ

けて、負のモードが単独で現れることを禁止している。
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このことから、ユニタリ性にとって大事なのは重力場作用の全体の符

号の正しさであって、個々にはゲージ不変でない各モードの符号ではな

い。いま考えている量子重力の作用は下にバウンドされた正しい符号を

もっているので、経路積分が正しく定義される。このように、物理場の

実数性を破るような要因が存在しないことから、その 2点相関関数の振

幅はユニタリ性の条件である正の数となることが期待される。特にn = 2

のスカラー曲率に相当する演算子の 2点相関関数は宇宙初期のスケール

不変なスペクトルを与えると考えられる。

結合定数が大きくなるとさらに相互作用によっても正と負のモードが

混じり始める。一方、共形不変性は破れ始め、いわゆる漸近場を定義する

ことのできる古典的な時空が現れる。この場合は 1970年代のLeeとWick

の議論が適用できて、負計量のモードは相互作用によってその伝播関数

の極が虚数となり、現実の世界には現れないことが示せる。このように

負計量のモードは量子論的なバーチャル状態として、特異点の解消やく

りこみ可能性を保障するために存在するゴーストで、現実の世界に現れ

ることはないと考えられる。それは、4階微分量子重力作用が (6.1.1)の

ように h̄を含まないことからも示唆される。
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第7章 量子重力の物理状態

この章では量子重力の物理状態を求める。そのためには背景時空として

R × S3のシリンダー時空を採用すると便利である。Minkowski時空M4

とR× S3は共形変換で移れる。量子重力は共形変換として表された一般

座標変換 (6.2.4)の下で不変なので、どちちらの背景時空で計算しても結

果は同じである (背景時空独立性)。

7.1 R × S3上での正準量子化

背景時空R × S3の計量は S3の半径を 1として Euler角 xi = (α, β, γ)

を用いると1

ds2
R×S3 = ĝµνdx

µdxν = −dη2 + γ̂ijdx
idxj

= −dη2 +
1

4
(dα2 + dβ2 + dγ2 + 2 cos βdαdγ)

と表示される。このとき、曲率は

R̂ijkl = (γ̂ikγ̂jl − γ̂ilγ̂jk), R̂ij = 2γ̂ij, R̂ = 6

及び Ĉ2
µνλσ = Ĝ4 = 0となる。空間体積要素は

dΩ3 = d3x̂
√
γ̂ =

1

8
sin βdαdβdγ

で定義され、体積は

V3 =
∫
dΩ3 =

∫ 2π

0
dα
∫ π

0
dβ
∫ 4π

0
dγ

1

8
sin β = 2π2

で与えられる。
1第三章では Euler角もハット付きの x̂j で表したけれども、ここでは簡単のためハッ

トをはずしている。
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三次元球面上の調和関数 量子場は S3 上の調和関数を用いてモード展

開される。n階の対称横波トレースレス (symmetric transverse traceless,

ST2)テンソル調和関数は回転群 SU(2) × SU(2)の表現 (J + εn, J − εn)

を用いて分類され、それを Y i1···in
J(Mεn)と記述する。ここで、εn = ±n/2は分

極を表す指数である。調和関数はラプラシアンの固有関数で、固有値方

程式

23Y
i1···in
J(Mεn) = {−2J(2J + 2) + n}Y i1···in

J(Mεn)

を満たす。ここで、23 = γ̂ij∇̂i∇̂j は S3上のラプラシアンである。J(≥
n/2)は整数及び半整数で与えられ、M = (m,m′)は各分極についての表

現の縮退度を表す指数で、

m = −J − εn, − J − εn + 1, · · · , J + εn − 1, J + εn,

m′ = −J + εn, − J + εn + 1, · · · , J − εn − 1, J − εn

の値を取る。これより縮退度はn > 0の場合は分極を考慮して 2(2J+n+

1)(2J − n + 1)になる。n = 0のスカラー調和関数の場合は (2J + 1)2で

与えられる。

ST2テンソル調和関数の複素共役及び規格化は

Y i1···in∗
J(Mεn) = (−1)nϵMY

i1···in
J(−Mεn),∫

S3
dΩ3Y

i1···in∗
J1(M1ε1n)Yi1···inJ2(M2ε2n) = δJ1J2δM1M2δε1nε2n

で与えられる。ここで、二番目のクロネッカーデルタはδM1M2 = δm1m2δm′
1m

′
2

である。符号因子は

ϵM = (−1)m−m′

と定義され、ϵ2M = 1を満たす。以下では階数 nが 4以下の調和関数に対

して

y = ε1 = ±1

2
, x = ε2 = ±1, z = ε3 = ±3

2
, w = ε4 = ±2

という分極指数を導入する。
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スカラー場の量子化 自由スカラー場のR×S3上での量子化はすでに第

3章 3.4節で与えられている。

ゲージ場の量子化 ゲージ場を量子化するためにゲージ固定をする必要

がある。Coulombゲージ ∇̂iAi = 0を採用するとR× S3上の作用は

I =
∫
dη
∫
S3
dΩ3

{
1

2
Ai
(
−∂2

η + 23 − 2
)
Ai −

1

2
A023A0

}
となる。ここで、ゲージ場の反変ベクトルはAi = γ̂ijAjと定義されてい

る。ゲージ場A0の作用は時間微分を含まないので非力学的変数であるこ

とから、残りのゲージ自由度を使ってさらにA0 = 0のゲージを取る。二

つの条件を満たすゲージのことを輻射ゲージと呼ぶ。

横波ゲージ場をベクトル調和関数を使って Ai ∝ e−iωηY i
J(my)と展開す

ると、スカラー場のときと同じ分散関係ω2 − (2J + 1)2 = 0を得る。これ

より、ゲージ場は

Ai =
∑
J≥ 1

2

∑
M,y

1√
2(2J + 1)

{
qJMe−i(2J+1)ηY i

J(My) + q†JMei(2J+1)ηY i∗
J(My)

}

のようにモード展開される。共役運動量は PiA = ∂ηA
iとなるので同時刻

交換関係は [Ai(η,x),PjA(η,y)] = iδij3 (x − y)と設定される。ここで、S3

上のデルタ関数は完全系より δij3 (x−y) =
∑
J≥ 1

2

∑
M,y Y

i∗
J(My)(x)Y j

J(My)(y)

と表される。これより、生成消滅演算子が満たす交換関係は

[qJ1(M1y1), q
†
J2(M2y2)] = δJ1J2δM1M2δy1y2

と規格化され、ゲージ場のHamilton演算子は

H =
∫
S3
dΩ3 :

{
1

2
PiAPAi − 1

2
Ai (23 − 2)Ai

}
:

=
∑
J≥ 1

2

∑
M,y

(2J + 1)q†J(My)qJ(My) (7.1.1)

となる。
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重力場の正準量子化 Weyl作用を扱うにはゲージ固定をする必要がある。

そのために、ここではトレースレステンソル場をさらにモード分解して、

h00 = h, h0i = hi, hij = htr
ij +

1

3
γ̂ijh

と書く。ここで、htr
ij は空間のトレースレス条件 (htri

i = 0)を満たす成分

である。このときトレースレステンソル場の一般座標変換は

δκh =
3

2
∂ηκ0 +

1

2
∇̂kκ

k, δκhi = ∂ηκi + ∇̂iκ0,

δκh
tr
ij = ∇̂iκj + ∇̂jκi −

2

3
γ̂ij∇̂kκ

k

と分解される。

ここでは一般座標変換の四つの自由度を用いて横波ゲージ条件 ∇̂ihi =

∇̂ihtr
ij = 0を課す。すなわち、横波ベクトル成分を hT

i 及び横波トレース

レス成分を hTT
ij と記述すると、この横波ゲージ条件は hi = hT

i , htr
ij =

hTT
ij と表すことができる。

Riegert-Wess-Zumino作用と横波ゲージでゲージ固定したWeyl作用は

R× S3上で

I4DQG =
∫
dη
∫
S3
dΩ3

{
− 2b1

(4π)2
ϕ
(
∂4
η − 223∂

2
η + 22

3 + 4∂2
η

)
ϕ

−1

2
hTT
ij

(
∂4
η − 223∂

2
η + 22

3 + 8∂2
η − 423 + 4

)
hijTT

+hT
i (23 + 2)

(
−∂2

η + 23 − 2
)
hiT

− 1

27
h (1623 + 27) 23h

}
(7.1.2)

となる。

スカラー的な場 hの作用は時間微分を含まないので力学的な自由度で

はない。ここではさらに δκ(∇̂ihi) = δκ(∇̂ihtr
ij ) = 0を満たす残りのゲージ

自由度を使って h = 0のゲージを取る。実際、23κ0 = 0を満たすゲージ

自由度 κ0(η)が残るので、それを使って消すことができる。横波条件とこ

の条件を合わせて輻射ゲージと呼ぶことにする。

ここではさらに (23 + 2)hT
i = 0を満たす非力学的な横波ベクトルモー

ドを取り除く。このモードは J = 1/2ベクトル調和関数で書けて、条件
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式は

hT
i |J= 1

2
= 0 (7.1.3)

と表すことができる。この条件を加えた輻射ゲージを輻射+ゲージと呼ぶ

ことにする。このとき、一般座標変換の残りのゲージ自由度は共形Killing

ベクトルの自由度と同じになる。詳しくは次節で共形代数の生成子を構

成する際に述べる。

前章と同様にDiracの処方箋に従って正準量子化する。新しい変数χ =

∂ηϕ(6.3.1)を用いてRiegert場の作用を書き換えると

I =
∫
dη
∫
S3
dΩ3

{
− b1

8π2

[
(∂ηχ)2 + 2χ23χ− 4χ2 + (23ϕ)2

]
+ v(∂ηϕ− χ)

}

となる。ここで、次元が不足して見える項は曲率からの寄与で、S3の半

径を 1としていることによる。拘束条件を解いて得られる部分位相空間

の四つの変数の間のDirac括弧をを交換子に置き換えると

[χ(η,x),Pχ(η,y)] = [ϕ(η,x),Pϕ(η,y)] = iδ3(x − y)

を得る。ここで、運動量変数は

Pχ = − b1
4π2

∂ηχ, Pϕ = −∂ηPχ −
b1

2π2
23χ+

b1
π2
χ

で与えられる。Hamilton演算子は

H =
∫
dΩ3 :

{
−2π2

b1
P2
χ + Pϕχ+

b1
8π2

[
2χ23χ− 4χ2 + (23ϕ)2

]}
:

と書ける。

Riegert-Wess-Zumino作用 (7.1.2)からRiegert場の運動方程式を導いて

ϕ ∝ e−iωηYJM を代入すると分散関係 {ω2 − (2J)2}{ω2 − (2J + 2)2} = 0

を得る。これよりRiegert場は

ϕ =
π

2
√
b1

{
2(q̂ + p̂η)Y00

+
∑
J≥ 1

2

∑
M

1√
J(2J + 1)

(
aJMe

−i2JηYJM + a†JMe
i2JηY ∗

JM

)

+
∑
J≥0

∑
M

1√
(J + 1)(2J + 1)

(
bJMe

−i(2J+2)ηYJM + b†JMe
i(2J+2)ηY ∗

JM

)}
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と展開される。ここで、Y00 = 1/
√

V3 = 1/
√

2πである。正準交換関係か

ら展開係数の間の交換関係は

[q̂, p̂] = i, [aJ1M1 , a
†
J2M2

] = δJ1J2δM1M2 , [bJ1M1 , b
†
J2M2

] = −δJ1J2δM1M2

で与えられる。これよりaJMは正計量、bJMは負計量をもつことが分かる。

Hamilton演算子は

H =
1

2
p̂2 + b1 +

∑
J≥0

∑
M

{2Ja†JMaJM − (2J + 2)b†JMbJM} (7.1.4)

となる。ここで、エネルギーシフト項 b1は 2次元量子重力のとき同じよ

うに座標系に依存したカシミア項で、前出の定義式からは出てこない。こ

こでは簡単のため次の節で求めるR×S3上の共形代数が閉じるように決

めている。

横波トレースレス場 hTT
ij も高階微分場なので共形モード場と同様に

Diracの処方箋に従って量子化する。横波ベクトル場 hT
i は 2階微分なの

で通常の量子化を行う。テンソル及びベクトル調和関数を用いて場をそ

れぞれ hijTT ∝ e−iωηY ij
J(Mx)と hiT ∝ e−iωηY i

J(My)で展開すると、ゲージ固定

した作用 (7.1.2)からそれぞれ分散関係 {ω2 − (2J)2}{ω2 − (2J + 2)2} = 0

と (2J − 1)(2J + 3){ω2 − (2J + 1)2} = 0を得る。これらより場は2

hijTT =
1

4

∑
J≥1

∑
M,x

1√
J(2J + 1)

{
cJ(Mx)e

−i2JηY ij
J(Mx) + c†J(Mx)e

i2JηY ij∗
J(Mx)

}

+
1

4

∑
J≥1

∑
M,x

1√
(J + 1)(2J + 1)

{
dJ(Mx)e

−i(2J+2)ηY ij
J(Mx)

+d†J(Mx)e
i(2J+2)ηY ij∗

J(Mx)

}
,

hiT =
1

2

∑
J≥1

∑
M,y

i√
(2J − 1)(2J + 1)(2J + 3)

{
eJ(My)e

−i(2J+1)ηY i
J(My)

−e†J(My)e
i(2J+1)ηY i∗

J(My)

}
(7.1.5)

2hi
T の展開に虚数単位を用いているのは、次節で求める共形変換の生成子 QM の規

格化に合わせるためである。



7.2. 共形変換の生成子 107

と展開される。先に述べたように、ベクトル場の J = 1/2モードは (23 +

2)hiT|J=1/2 = 0をみたすモードで、ゲージ条件として落している。この展

開の下で交換関係は

[cJ1(M1x1), c
†
J2(M2x2)] = −[dJ1(M1x1), d

†
J2(M2x2)] = δJ1J2δM1M2δx1x2 ,

[eJ1(M1y1), e
†
J2(M2y2)] = −δJ1J2δM1M2δy1y2

と規格化され、cJ(Mx)は正計量、dJ(Mx)及びeJ(My)は負計量になる。Hamil-

ton演算子は

H =
∑
J≥1

∑
M,x

{2Jc†J(Mx)cJ(Mx) − (2J + 2)d†J(Mx)dJ(Mx)}

−
∑
J≥1

∑
M,y

(2J + 1)e†J(My)eJ(My) (7.1.6)

で与えられる。

7.2 共形変換の生成子

ここでは一般座標変換/共形変換の生成子Qζ = {H,RMN , QM , Q
†
M}を

求める。スカラー場の場合はすでに第三章 3.4節で求めたので、以下では

それを参照して、その他の場の生成子を求める。

ゲージ場 ゲージ場のストレステンソルは

Tµν = FµλF
λ
ν − 1

4
ĝµνFλσF

λσ

で与えられる。ここで、F µ
ν = ĝµλFλν である。このテンソルは自明にト

レースレスになる。

輻射ゲージA0 = ∇̂iAi = 0のもとで、定義式にストレステンソルを代

入して共形変換の生成子を求める。Hamilton演算子はすでに (7.1.1)で求

めたものになる。特殊共形変換の生成子は

QM =
∑
J≥ 1

2

∑
M1,y1,M2,y2

D
1
2
M

J(M1y1),J+ 1
2
(M2y2)

√
(2J + 1)(2J + 2)

×(−ϵM1)q
†
J(−M1y1)qJ+ 1

2
(M2y2)
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となる。新たに導入された SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数Dは

D
1
2
M

J(M1y1),J+ 1
2
(M2y2)

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MY

i
J(M1y1)YiJ+ 1

2
(M2y2)

=
√
J(2J + 3)C

1
2
m

J+y1m1, J+ 1
2
+y2m2

C
1
2
m′

J−y1m′
1, J+ 1

2
−y2m′

2

と定義される。係数Dの一般的な式は付録E.2に与えてある。S3回転の

生成子については、その具体的な式は以下の議論に於いてあまり重要で

はないので省略する。

Riegert場 Riegert-Wess-Zumino作用を背景時空について変分すると、

Riegert場のストレステンソル

Tµν = − b1
8π2

{
−4∇̂2ϕ∇̂µ∇̂νϕ+ 2∇̂µ∇̂2ϕ∇̂νϕ+ 2∇̂ν∇̂2ϕ∇̂µϕ

+
8

3
∇̂µ∇̂λϕ∇̂ν∇̂λϕ− 4

3
∇̂µ∇̂ν∇̂λϕ∇̂λϕ+ 4R̂µλνσ∇̂λϕ∇̂σϕ

+4R̂µλ∇̂λϕ∇̂νϕ+ 4R̂νλ∇̂λϕ∇̂µϕ− 4

3
R̂µν∇̂λϕ∇̂λϕ− 4

3
R̂∇̂µϕ∇̂νϕ

−2

3
∇̂µ∇̂ν∇̂2ϕ− 4R̂µλνσ∇̂λ∇̂σϕ+

14

3
R̂µν∇̂2ϕ+ 2R̂∇̂µ∇̂νϕ

−4R̂µλ∇̂λ∇̂νϕ− 4R̂νλ∇̂λ∇̂µϕ− 1

3
∇̂µR̂∇̂νϕ− 1

3
∇̂νR̂∇̂µϕ

+ĝµν

[
∇̂2ϕ∇̂2ϕ− 2

3
∇̂λ∇̂2ϕ∇̂λϕ− 2

3
∇̂λ∇̂σϕ∇̂λ∇̂σϕ− 8

3
R̂λσ∇̂λϕ∇̂σϕ

+
2

3
R̂∇̂λϕ∇̂λϕ+

2

3
∇̂4ϕ+ 4R̂λσ∇̂λ∇̂σϕ− 2R̂∇̂2ϕ+

1

3
∇̂λR̂∇̂λϕ

を得る。そのトレースは T λλ = −(b1/4π
2) × ∆̂4ϕ = 0のようにR× S3上

のRiegert場の運動方程式に比例して消える。

Hamilton演算子はすでに (7.1.4)式で与えられている。特殊共形変換の

生成子は定義式に従って求めると

QM =
(√

2b1 − ip̂
)
a 1

2
M

+
∑
J≥0

∑
M1,M2

C
1
2
M

JM1,J+ 1
2
M2

{
α(J)ϵM1a

†
J−M1

aJ+ 1
2
M2

+β(J)ϵM1b
†
J−M1

bJ+ 1
2
M2

+ γ(J)ϵM2a
†
J+ 1

2
−M2

bJM1

}
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となる。ここで、係数Cはスカラー場のときに導入した (4.3.2)式と同じ

である。その他の係数は

α(J) =
√

2J(2J + 2), β(J) = −
√

(2J + 1)(2J + 3), γ(J) = 1(7.2.1)

で与えられる。回転生成子の具体的な式は以下の議論で使わないので省

略する。

ここで、計算に役立つ式として、SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

の間に成り立つ交差関係式 (4.3.3)を使うと、QM とQ†
N の交換関係の非

対角成分が消えることが簡単に示せる。また、次の節で物理状態を求め

る際にも有用である。

Riegert場の共形変換は、生成子と場の演算子との交換関係を用いて

i[Qζ , ϕ] = ζµ∇̂ϕ+
1

4
∇̂µζ

µ (7.2.2)

と表すことができる。特殊共形変換の場合はスカラー場のときに使用し

た調和関数の積の展開式 (E.3.1)を使うと容易に示すことができる。

トレースレステンソル場 最後に輻射 +ゲージでのトレースレステンソ

ル場の共形変換の生成子を与える。

その前に、前節で述べた輻射 +ゲージ固定条件について注釈する。通

常の輻射ゲージ条件 ∇̂ihi = ∇̂ihtr
ij = 0と h = 0を保つ残りのゲージ自

由度は方程式 δκh = (3∂ηκ0 + ψ̃)/2 = 0、δκ(∇̂ih
i) = ∂ηψ̃ + 23κ0 = 0、

δκ(∇̂ihtr
ij ) = (23 + 2)κj + ∇̂jψ̃/3 = 0で表される。ここで、ψ̃ = ∇̂λκ

λで

ある。これらの式は残りのゲージ自由度が共形Killingベクトルで張られ

る 15個のゲージ自由度よりも広いことを表している。すなわち、二番目

の方程式は共形Killing方程式 (4.2.1)の二番目の条件よりも弱く、S3の

Killing方程式の解として ∂ηκ
i ̸= 0を満たすものが存在して、任意の時間

の関数を f(η)とすると κµ = (0, f(η)Y i
1/2(My))の解が許されることが分か

る。このゲージ自由度を使って hT
i の J = 1/2の自由度を取り除くことが

でき、ゲージ固定条件 (7.1.3)を課すことができる。輻射 +ゲージ固定後

の残りの一般座標変換の自由度は共形Killingベクトルと同じになり、そ

れが共形変換の自由度になる。
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Hamilton演算子H はすでに (7.1.6)で与えている。特殊共形変換の生

成子は結果のみを書くと

QM =
∑
J≥1

∑
M1,x1,M2,x2

E
1
2
M

J(M1x1),J+ 1
2
(M2x2)

{
α(J)ϵM1c

†
J(−M1x1)cJ+ 1

2
(M2x2)

+β(J)ϵM1d
†
J(−M1x1)dJ+ 1

2
(M2x2) + γ(J)ϵM2c

†
J+ 1

2
(−M2x2)

dJ(M1x1)

}
+
∑
J≥1

∑
M1,x1,M2,y2

H
1
2
M

J(M1x1);J(M2y2)

{
A(J)ϵM1c

†
J(−M1x1)eJ(M2y2)

+B(J)ϵM2e
†
J(−M2y2)dJ(M1x1)

}
+
∑
J≥1

∑
M1,y1,M2,y2

D
1
2
M

J(M1y1),J+ 1
2
(M2y2)

C(J)ϵM1e
†
J(−M1y1)eJ+ 1

2
(M2y2)

となる。係数α(J)、β(J)、γ(J)はRiegert場のときと同じ (7.2.1)式にな

る。さらに

A(J) =

√
4J

(2J − 1)(2J + 3)
, B(J) =

√√√√ 2(2J + 2)

(2J − 1)(2J + 3)
,

C(J) =

√√√√(2J − 1)(2J + 1)(2J + 2)(2J + 4)

2J(2J + 3)

の係数が現れる。また、新たな SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

E
1
2
M

J(M1x1),J+ 1
2
(M2x2)

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MY

ij
J(M1x1)YijJ+ 1

2
(M2x2)

=
√

(2J − 1)(J + 2)C
1
2
m

J+x1m1,J+ 1
2
+x2m2

C
1
2
m′

J−x1m′
1,J+ 1

2
−x2m′

2
,

H
1
2
M

J(M1x1);J(M2y2) =
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MY

ij
J(M1x1)∇̂iYjJ(M2y2)

= −
√

(2J − 1)(2J + 3)C
1
2
m

J+x1m1,J+y2m2
C

1
2
m′

J−x1m′
1,J−y2m

′
2

が必要になる。これらの係数の一般的な式は (E.2.2)と (E.2.4)で与えら

れる。

この生成子は、定義に従ってWeyl作用のストレステンソルから直接求

めるのではなく、六つの係数α、β、γ、A、B、Cの値をあらかじめ指定

せずに、共形代数が閉じるようにそれらの値を決定して求めた。その際、

ベクトル及びテンソル調和関数の積の展開にたいして成り立つ交差関係
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式を使うと計算が簡単になる。また、係数の符号やすでに示したモード

展開式 (7.1.5)等の決まりごとは以下で述べる共形変換の式と合うように

決めている。

正計量のモード cJ(Mx)と負計量のモード dJ(Mx)、eJ(My)の間の交差項

が存在することは、共形代数が閉じるためには負計量のテンソル及びベ

クトルモードが必要であることを表している。それは、Einstein理論のよ

うな正計量のテンソルモードだけからなる理論では共形代数は閉じない

ことを示している。このように、量子論的な一般座標不変性を現す共形

不変性が実現するためには負計量のモードを含む高階微分重力場が必要

である。

7.3 BRST演算子と物理状態の条件

共形Killing方程式 ∇̂µcν + ∇̂νcµ − ĝµν∇̂λc
λ/2 = 0を満たすゲージゴー

スト場 cµは 15個のGrassmannモード c、 cMN、 cM、 c†M を用いて

cµ = cηµ +
∑
M

(
c†Mζ

µ
M + cMζ

µ∗
M

)
+
∑
M,N

cMNζ
µ
MN

と展開される。ここで、cはHermite演算子、cMNは関係式 c†MN = cNM、

cMN = −ϵMϵNc−N−M を満たす六個のモードである。これらの関係式よ

り
∑
M cMM = 0が、Grassmann性より

∑
M ϵMc−McM = 0が成り立つ。

さらに同じ性質をもつ反ゴーストモード b、 bMN、 bM、 b†
M を導入し

て、反交換関係

{b, c} = 1, {bMN , cLK} = δMLδNK − ϵMϵNδ−MKδ−NL,

{b†
M , cN} = {bM , c†N} = δMN

を設定する。

これらを使って共形代数 (4.1.8)を満たす 15個の生成子

Hgh =
∑
M

(
c†MbM − cMb†

M

)
,
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Rgh
MN = −cMb†

N + c†NbM + ϵMϵN
(
c−Nb†

−M − c†−Mb−N
)

−
∑
L

(cLMbLN − cNLbML) ,

Qgh
M = −2cMb − cbM −

∑
L

(2cLMbL + cLbML) ,

Qgh†
M = 2c†Mb + cb†

M +
∑
L

(
2cMLb†

L + c†LbLM
)

(7.3.1)

を構成することが出来る。以下ではこのゴースト部分を含めた共形変換

の生成子を

H = H +Hgh, RMN = RMN +Rgh
MN ,

QM = QM +Qgh
M , Q†

M = Q†
M +Qgh†

M

と表すことにする。ここで、H、RMN、QM、Q
†
M は前節で求めた生成子

の和である。

背景時空R×S3上で定義された一般座標変換 (6.2.4)のBRST演算子は

QBRST = cH +
∑
M

(
c†MQM + cMQ

†
M

)
+
∑
M,N

cMNRMN

+
1

2
cHgh +

1

2

∑
M

(
c†MQ

gh
M + cMQ

gh†
M

)
+

1

2

∑
M,N

cMNR
gh
MN

で与えられる。さらに変形すると

QBRST = cH +
∑
M,N

cMNRMN − bM −
∑
M,N

bMNYMN + Q̂

と書き換えることが出来る。ここで、HとRMN は上で定義したすべて

のモードを含む生成子である。その他の演算子項は

M = 2
∑
M

c†McM , YMN = c†McN +
∑
L

cMLcLN ,

Q̂ =
∑
M

(
c†MQM + cMQ

†
M

)
で定義される。この式を使うと冪ゼロ性は、共形代数 (4.1.8)を用いて、

Q2
BRST = Q̂2 −MH− 2

∑
M,N

c†McN

[
RMN +

∑
L

(cLMbLN − cNLbML)

]

= Q̂2 −MH − 2
∑
M,N

c†McNRMN = 0
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と示すことが出来る。

BRST演算子と反ゴーストモードの反交換関係は

{QBRST, b} = H, {QBRST, bMN} = 2RMN ,

{QBRST, bM} = QM ,
{
QBRST, b

†
M

}
= Q†

M

で与えられことから、冪ゼロ性はすべてのモードを含む共形変換の生

成子と BRST演算子が [QBRST,H] = [QBRST,RMN ] = [QBRST,QM ] =

[QBRST,Q†
M ] = 0のように交換することを表している。

BRST変換は一般座標変換のゲージ変数 ζµをゲージゴースト場 cµに置

き換えたもので与えられる。それはいまBRST演算子との交換関係を用

いて、

i [QBRST, ϕ] = cµ∇̂µϕ+
1

4
∇̂µc

µ

のように表される。その他の場についても同様である。ゲージゴースト

場の場合は反交換関係を用いて

i {QBRST, c
µ} = cν∇̂νc

µ

で与えられる。

物理状態は BRST不変な状態として表される。以下では、それを |Ψ⟩
として、

QBRST|Ψ⟩ = 0

を満たす状態を構成することを考える。

はじめに、真空状態をいくつか定義する。ゲージゴースト部分とその

他の部分に分けて、先ず後者について aJM や bJM などの消滅演算子及び

Riegert場のゼロモード p̂で消えるFock真空を |0⟩と書く。さらに、ゲー
ジゴースト部分を除いた共形変換の生成子H、RMN、QM、Q

†
Mのすべて

に対して消える共形不変な真空を

|Ω⟩ = e−2b1ϕ0(0)|0⟩
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と書くことにする。ここで、ϕ0(0) = q̂/
√

2b1である。真空 Ω⟩及びその
Hermite共役 ⟨Ω|はどちらも背景電荷として Riegert電荷 −2b1 を持つ。

そのため共形不変な真空がもつ全背景電荷は −4b1 である。この電荷は

Riegert-Wess-Zumino作用の線形項に由来する。

ゴースト部分のすべての生成子 (7.3.1)に対して消える共形不変な真空

を |0⟩ghと書くことにする。これはすべての反ゴーストに対して消えるが、
ゴーストに対しては消えない真空である。一方、消滅演算子 cM と bM を

作用させると消える Fock真空は共形不変な真空を用いて
∏
M cM |0⟩ghと

表される。

Hamilton演算子Hはゴーストの cと cMN、反ゴーストの bと bMN を

含まない。そのため、ゴースト真空
∏

cM |0⟩ghは縮退している。縮退の相
棒はこの真空に cや

∏
cMN を掛けたものである。その内積構造について

は後で議論する。

便宜のため、Riegert電荷 γを持つ Fock真空

|γ⟩ = eγϕ0(0)|Ω⟩ ⊗
∏
M

cM |0⟩gh

を導入する。この状態はH|γ⟩ = (hγ−4)|γ⟩を満たす。ここで、−4はゴー

スト部分に由来する。また、ip̂|γ⟩ = (γ/
√

2b1 −
√

2b1)|γ⟩を使った。
物理状態はこのFock真空に a†JMや b†JMなどの生成演算子、ゴースト系

の生成演算子 c†M と b†
M 及びゼロモード p̂を掛けて構成される。ゼロモー

ド p̂については適当な数に置き換えても良い。Fock真空は bと bMN を掛

けると消えること、及び {QBRST, b} = H、{QBRST, bMN} = 2RMN が成

り立つことより、物理状態として単に

H|Ψ⟩ = RMN |Ψ⟩ = 0, b|Ψ⟩ = bMN |Ψ⟩ = 0 (7.3.2)

を満たす部分空間を考えればよいことが分かる。この部分空間上では、

BRST不変な状態は Q̂不変な状態と同じになる。

部分空間 7.3.2)上で構成される物理状態として、しばらくの間

|Ψ⟩ = A
(
p̂, a†JM , b

†
JM , · · ·

)
|γ⟩ (7.3.3)
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の形をしたものを考える。ここで、ドットはゴーストモードを除くその

他の生成演算子を表している。演算子AとRiegert電荷 γは BRST不変

の条件から決める。Aの中にゴーストモードを含む場合については後で
議論する。

状態 (7.3.3)に対して cM |Ψ⟩ = 0が成り立つことから、Q̂不変の条件は

Q̂|Ψ⟩ =
∑
M

c†MQM |Ψ⟩ = 0

と表される。さらに、(7.3.2)の中のHamilton演算子と回転不変の条件を

加えるとBRST不変な状態の条件

(H − 4)|Ψ⟩ = RMN |Ψ⟩ = QM |Ψ⟩ = 0 (7.3.4)

を得る。このときQ†
M の条件は必要ない。この条件は、第三章で述べた

ように、BRST不変な様態が共形次元 4を持つプライマリースカラーで

与えられることを表している。

BRST不変の条件 (7.3.4)は演算子Aが代数

[H,A] = lA, [RMN ,A] = 0, [QM ,A] = 0

を満たすことを要求する。ここで、l(≥ 0)はAの共形次元である。Fock

真空 |γ⟩が持つRiegert電荷はHamilton演算子の条件より hγ + l− 4 = 0

を満たさなければならない。Riegert電荷として古典極限 b1 → ∞で正準
値 4 − lに近づく解を選ぶと γは各 lに対して

γl = 2b1

1 −
√

1 − 4 − l

b1

 (7.3.5)

で与えられる。γ0と γ2はそれぞれ前出の αと βに相当する。

7.4 物理状態の構成

物理状態の条件よりAは特殊共形変換の生成子QM と交換する演算子

でなければならない。そこで、まずはじめにQM と交換する生成演算子
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の組み合わせを捜すことにする。各場についてそのような演算子を求め

てから、それらを回転不変になるように組み合わせて、最後にHamilton

演算子条件を満たすように物理状態を求める。

スカラー場の場合はQM と交換する生成演算子の基本的な構成要素は

すでに第三章 3.4節で求められていて、

Φ†
LN =

L∑
K=0

∑
M1,M2

f(L,K)CLN
L−KM1,KM2

φ†
L−KM1

φ†
KM2

で与えられる。ここで、Lは正の整数、係数 f(L,K)は (4.3.4)で与えら

れる。

同様にして、Riegert場の場合について考える。Riegert場のゼロモー

ドと生成子QM の交換関係は

[QM , q̂] = −a 1
2
M , [QM , p̂] = 0

で与えられる。a†1/2M と a†JM (J ≥ 1)モードとの交換関係は

[
QM , a

†
1
2
M1

]
=

(√
2b1 − ip̂

)
δM,M1[

QM , a
†
JM1

]
= α

(
J − 1

2

)∑
M2

C
1
2
M

JM1,J− 1
2
M2
ϵM2a

†
J− 1

2
−M2

となる。b†JM (J ≥ 0)モードとの交換関係は

[
QM , b

†
JM1

]
= −γ(J)

∑
M2

C
1
2
M

JM1,J+ 1
2
M2
ϵM2a

†
J+ 1

2
−M2

−β
(
J − 1

2

)∑
M2

C
1
2
M

JM1,J− 1
2
M2
ϵM2b

†
J− 1

2
−M2

である。

スカラー場のときと同じように生成子QMと交換する共形次元が 2Lの

生成複合演算子を求めると、L(≥ 1)が整数のとき

S†
LN = χ(p̂, L)a†LN +

L− 1
2∑

K= 1
2

∑
M1,M2

x(L,K)CLN
L−KM1,KM2

a†L−KM1
a†KM2

,
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S†
L−1N = ψ(p̂)b†L−1N +

L− 1
2∑

K= 1
2

∑
M1,M2

x(L,K)CL−1N
L−KM1,KM2

a†L−KM1
a†KM2

+
L−1∑
K= 1

2

∑
M1,M2

y(L,K)CL−1N
L−K−1M1,KM2

b†L−K−1M1
a†KM2

の二種類を得る。各係数は

x(L,K) =
(−1)2K√

(2L− 2K + 1)(2K + 1)

√√√√√
 2L

2K

 2L− 2

2K − 1

,
y(L,K) = −2

√
(2L− 2K − 1)(2L− 2K + 1)x(L,K)

で与えられる。 ゼロモード p̂に依存した演算子は

χ(p̂, L) =

√
2(
√

2b1 − ip̂)√
(2L− 1)(2L+ 1)

, ψ(p̂) = −
√

2(
√

2b1 − ip̂)

となる。Lが半整数の場合は存在しない。これら二種類の生成複合演算

子がRiegert場部分の物理的状態の基本的な構成要素となる。それらを表

7.1にまとめた。

rank of tensor index 0

creation op. S†
LN

S†
L−1N

weight (L ∈ Z≥1) 2L

表 7.1: Riegert場部分の物理状態の構成要素。

生成子QM と交換するトレースレステンソル場の生成演算子は横波ト

レースレス場 hTT
ij の最低次の正計量モード c†1(Mx)だけであることが分か

る。スカラー場、Riegert場の時と同様に、QM と可換な生成複合演算子

は、具体的な SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数の値は知らなくても、

三角不等式と交差関係式を用いて分類をすることができる。この場合階

数が 4までのテンソルの足を持った複合演算子が現れる。表 7.2にトレー
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rank of tensor index 0 1 2 3 4

creation op. A†
LN B†

L− 1
2
(Ny)

c†1(Nx) D†
L− 1

2
(Nz)

E†
L(Nw)

A†
L−1N E†

L−1(Nw)

weight (L ∈ Z≥3) 2L 2L 2 2L 2L

表 7.2: トレースレステンソル場部分の物理状態の構成要素。

スレステンソル場の物理的状態の構成要素をまとめた。具体的な式は付

録Gに記した。

これらの構成要素を用いるとプライマリー状態を構成することが出来

る。例えば、Riegert場の最低次のスカラー演算子

S†
00 = −

√
2(
√

2b1 − ip̂)b†00 −
1√
2

∑
M

ϵMa
†
1
2
−Ma

†
1
2
M

を用いると、共形次元 2のプライマリースカラー状態 S†
00|Ω⟩を構成でき

る。これは、共形因子部分は除いて、RicciスカラーRと対応している。

次にくる構成要素はそれぞれ九個の独立成分を持った

S†
1N =

√
2

3
(
√

2b1 − ip̂)a†1N − 1√
2

∑
M1,M2

C1N
1
2
M1,

1
2
M2
a†1

2
M1
a†1

2
M2
,

S†
1N = −

√
2(
√

2b1 − ip̂)b†1N − 4b†00a
†
1N −

√
2
∑

M1,M2

C1N
3
2
M1,

1
2
M2
a†3

2
M1
a†1

2
M2

+
2√
3

∑
M1,M2

C1N
1M1,1M2

a†1M1
a†1M2

+ 4
∑

M1,M2

C1N
1
2
M1,

1
2
M2
b†1

2
M1
a†1

2
M2

である。これらを真空に作用させると対称トレースレスプライマリーテン

ソルに対応する状態が得られる。共形次元2の状態S†
1N |Ω⟩はRµν−gµνR/4

と対応し、共形次元 4の状態 S†
1N |Ω⟩はRiegert場のストレステンソルと

対応している。

また、トレースレステンソル場の最低次の構成要素を用いると共形次元2

のプライマリーテンソル状態c†1(Nx)|Ω⟩を得る。これは10個の独立成分をも

つWeylテンソルCµνλσに対応する。x = ±1が自己双対と反自己双対成分

を表す。共形次元4のプライマリー状態はE1N
1(N1x1),1(N2x2)c

†
1(N1x1)c

†
1(N2x2)|Ω⟩

で与えられ、トレースレステンソル場のストレステンソルに対応する。
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ここで例として上げたプライマリー状態のいくつかはユニタリ性の条

件 (2.3.2)を満たしていない。それは高階微分場に特徴的な性質ではある

が、ここではむしろそれらがゲージに依存した状態であるということの

方が大きな理由である。3 実際、これらの状態はまだHとRMN の条件を

満たしていないので、量子重力のゲージ不変な物理状態ではない。

物理状態 (7.3.3)は上で求めた構成要素を用いて

|Ψ⟩ = A(Φ†, S†,S†, · · ·)|γ⟩

と表される。ここで、構成要素のテンソルの足はAがS3回転不変になる

ように SU(2)× SU(2)Clebsch-Gordan係数を用いてすべて縮約する。演

算子Aの共形次元 lは構成要素がすべて偶数次元を持つことから偶数で

与えられる。それは、対応する場の演算子の微分の数を表す。最後に lに

対してHamilton演算子条件を満たすようにRiegert電荷を (7.3.5)と決め

ると物理状態が構成できる。

例として共形次元 lが 4以下の物理状態について見てみる。恒等演算子

A = I が量子重力の衣を着た状態は |γ0⟩で与えられる。これは物理的な
体積要素

√
−gに相当する。l = 2の状態は

Φ†
00|γ2⟩, S†

00|γ2⟩

で与えられる。右は
√
−gX2、左はスカラー曲率

√
−gRにそれぞれ相当

する。l = 4の状態は、γ4 = 0であることを考慮して、

(Φ†
00)

2|Ω⟩, Φ†
00S

†
00|Ω⟩, S†

00S
†
00|Ω⟩,∑

N

ϵNS
†
1−NS

†
1N |Ω⟩,

∑
N,x

ϵNc
†
1(−Nx)c

†
1(Nx)|Ω⟩

で与えられる。それぞれの物理状態は、
√
−gX4、

√
−gRX2、

√
−gR2、

√
−g(Rµν − gµνR/4)2、

√
−gC2

µνλσに相当する。

3例えば通常の U(1)ゲージ場 Aµ はプライマリーベクトル場であるが、共形次元は
1でユニタリ性の条件を満たさない。これはゲージ場がゲージに依存した場だからであ
る。ゲージ不変なプライマリー場は Fµν で、これはユニタリ性の条件を満たす。
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最後にゴーストの生成モード c†M と b†
M を含む物理状態について議論す

る。例えば l = 2の場合、上記以外にBRST不変な状態として{
−
(√

2b1 − ip̂
)2∑

M

ϵMb†
−Mc†M + ĥ

∑
M

ϵMa
†
1
2
−Ma

†
1
2
M

}
|γ2⟩ (7.4.1)

が存在する。ここで、ĥ = p̂2/2 + b1である。しかしながら、これはすで

に上で与えた物理状態とBRST同等になることが分かる。

そのことを示すためにH|Υ⟩ = RMN |Υ⟩ = b|Υ⟩ = bMN |Υ⟩ = 0を満た

す新たな状態

|Υ⟩ =
(√

2b1 − ip̂
)∑
M

ϵMb†
−Ma

†
1
2
M
|γ2⟩

を導入する。この状態にBRST演算子を掛けると

QBRST|Υ⟩ =
{
−
(√

2b1 − ip̂
)2∑

M

ϵMb†
−Mc†M + 4

(√
2b1 − ip̂

)
b†00

+2ĥ
∑
M

ϵMa
†
1
2
−Ma

†
1
2
M

}
|γ2⟩

となる。これより、̂h|β⟩ = 2|β⟩に注意すると、BRST不変な状態 (7.4.1)は

1

2
√

2
S†

00|γ2⟩ +QBRST|Υ⟩

と書けて、物理状態 S00|γ2⟩とBRST同等であることが示せる。

一般に、Aにゴーストモードが含まれる物理状態は標準形 (7.3.3)で与

えられる物理状態とBRST同等になると思われる。そのため、本書では

標準形のみを考えることにする。

7.5 物理場の演算子

この節では前章で議論したBRST不変な物理的場の演算子をR×S3上

で再考する。前に述べたように、BRST不変な物理場はプライマリース
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カラー場から構成される。そのような演算子を求めるために先ずRiegert

場の n乗演算子

:ϕn :=:(ϕ> + ϕ0 + ϕ<)n :=
n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
ϕn−k> (ϕ0 + ϕ<)k

の変換則について議論する。ここで、ϕ0 = (q̂ + ηp̂)/
√

2b1はゼロモード、

ϕ<は消滅演算子部分、ϕ>(= ϕ†
<)は生成演算子部分である。 n = 1の場

合はRiegert場の一般座標変換 (7.2.2)である。

時間発展 (dilatationに相当)と S3回転の変換則は

i [H, :ϕn :] = ∂η :ϕn :, i [RMN , :ϕ
n :] = ∇̂j

(
ζjMN :ϕn :

)
で与えられる。これらの変換則に量子補正は現れない。これらに対して

特殊共形変換にはゼロモード部分から量子補正項が現れる。Riegert場の

各パートは特殊共形変換の下で

i [QM , ϕ>] = ζµM∇̂µϕ> + ζ0
M∂ηϕ0 +

1

4
∇̂µζ

µ
M ,

i [QM , ϕ0 + ϕ<] = ζµM∇̂µϕ<

と変換するこに注意すると、

i [QM , :ϕ
n :] = ζµM∇̂µ :ϕn : +

n

4
∇̂µζ

µ
M :ϕn−1 : − 1

16b1
n(n− 1)∇̂µζ

µ
M :ϕn−2 :

を得る。右辺の最後の項が量子補正で、ゼロモードの交換関係 [ϕ0, ∂ηϕ0] =

i/2b1から

∂η (ϕ0 + ϕ<)k = k∂ηϕ< (ϕ0 + ϕ<)k−1 + k∂ηϕ0 (ϕ0 + ϕ<)k−1

+i
1

4b1
k(k − 1) (ϕ0 + ϕ<)k−2

が成り立つこと、及び関係式 iζ0
M = ∇̂µζ

µ
M/4を使うと出てくる。

これらの変換則から最も簡単なプライマリースカラー場は

Vα =:eαϕ :=
∞∑
n=0

αn

n!
:ϕn := eαϕ>eαϕ0eαϕ<
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で与えられることが分かる。ここで、ゼロモード項はeαϕ0 = eq̂α/
√

2b1eηp̂α/
√

2b1e−iηα
2/4b1

と定義される。その変換則は i[H,Vα] = ∂ηVα、i[RMN ,Vα] = ∇̂j(ζ
j
MNVα)、

i [QM ,Vα] = ζµM∇̂µVα +
hα
4
∇̂µζ

µ
MVα,

で与えられる。共形次元 hαは前章で求めた hα = α − α2/4b1(6.5.7)で与

えられる。VαがHermite演算子になるようにRiegert電荷 αを実数とす

ると、並進Q†
M の変換則は右辺の ζµM を ζµ∗M に置き換えたものになる。こ

れらの変換則はBRST演算子を用いると一つの式

i [QBRST,Vα] = cµ∇̂µVα +
hα
4
∇̂µc

µVα

で表される。

これより、hα = 4を持つプライマリースカラー演算子Vαを時空体積で
積分したものは

i
[
QBRST,

∫
dΩ4Vα

]
=
∫
dΩ4∇̂µ (cµVα) = 0

のようにBRST不変になる。ここで、dΩ4 = dηdΩ3は時空体積要素であ

る。この条件は場の演算子が 15個すべての生成子と交換することと同等

である。さらに、前と同様に完全反対称テンソルで足をつぶしたゲージ

ゴースト場の関数 ω = (1/4!) × ϵµνλσc
µcνcλcσを導入すると、この関数が

BRST変換の下で i[QBRST, ω] = −ω∇̂µc
µと変換することから、積ωVαは

i [QBRST, ωVα] =
1

4
(hα − 4)ω∇̂µc

µVα = 0

のように局所的にBRST不変な場の演算子になる。Riegert電荷は前章の

(6.6.2)で求めた α = 2b1(1 −
√

1 − 4/b1)で与えられる。この値を持つ Va
は量子補正を含んだ物理的時空体積要素である。

次に、Ricciスカラー曲率に相当する場の演算子を考える。微分を二つ

持つプライマリースカラー場は

Rβ = :eβϕ
(
∇̂2ϕ+

β

hβ
∇̂µϕ∇̂µϕ− hβ

β

)
:

= R1
β +

β

hβ
R2
β −

hβ
β
Vβ
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で与えられる。ここで、R1,2
β は

R1
β = ∇̂2ϕ>Vβ + Vβ∇̂2ϕ<,

R2
β = −1

4
∂ηϕ0∂ηϕ0Vβ −

1

2
∂ηϕ0Vβ∂ηϕ0 −

1

4
Vβ∂ηϕ0∂ηϕ0

−∂ηϕ0 (∂ηϕ>Vβ + Vβ∂ηϕ<) − (∂ηϕ>Vβ + Vβ∂ηϕ<) ∂ηϕ0

+∇̂µϕ>∇̂µϕ>Vβ + 2∇̂µϕ>Vβ∇̂µϕ< + Vβ∇̂µϕ<∇̂µϕ<

で与えられる。この演算子Rβは共形次元hβ +2のプライマリースカラー

場として変換することから、BRST変換の下で

i [QBRST,Rβ] = cµ∇̂µRβ +
hβ + 2

4
∇̂µc

µRβ

と変換することが分かる。

したがって、hβ = 2のとき、Rβの時空体積積分、及び場の積 ωRβは

BRST不変になる。Riegert電荷は (6.6.3)式の β = 2b1(1−
√

1 − 2/b1)で

与えられる。この値を持つRβが量子論的なRicciスカラー曲率で、古典

極限 b1 → ∞で通常の d4x
√
−gR = dΩ4e

2ϕ(−6∇̂2ϕ − 6∇̂µϕ∇̂µϕ + 6)を

−6で割ったものに近づく。

7.6 状態演算子対応と内積

この節では先ず物理場演算子と状態の対応について明らかにした後、内

積の構造について議論する。一般的に、BRST不変の条件 [QBRST, ωOγ] =

0を満たすRiegert電荷 γを持った物理場Oγ を考えたとき、ゴースト部

分は別にして、状態演算子対応は

lim
η→i∞

e−4iηOγ|Ω⟩ = |Oγ⟩

で与えられる。

例えば前節で求めた量子論的宇宙項演算子 Vαは hα = 4に注意すると

|Vα⟩ = lim
η→i∞

e−4iηVα|Ω⟩ = lim
η→i∞

ei(−4+hα)ηeαϕ>e
α√
2b1

q̂
|Ω⟩ = eαϕ0(0)|Ω⟩
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となる。量子論的Ricciスカラー曲率演算子Rβでは hβ = 2に注意すると

|Rβ⟩ = lim
η→i∞

e−4iηRβ|Ω⟩

= lim
η→i∞

ei(−4+hβ)η

{
∇̂2ϕ> − 2i∂ηϕ> +

β

hβ
∇̂µϕ>∇̂µϕ>

}
eβϕ>e

β√
2b1

q̂
|Ω⟩

= − β

2
√

2b1
S†

00e
βϕ0(0)|Ω⟩

となる。ここで、S†
00は前々節で求めたQM と交換する物理状態の構成要

素の一つである。

ゴーストの関数ωはη → i∞の極限で最も発散する項がω ∝ e−4iη∏
M cM

のように振舞うことから、ゴースト部分も含めた状態演算子対応は

lim
η→i∞

ωOγ|Ω⟩ ⊗ |0⟩gh ∝ |Oγ⟩ ⊗
∏
M

cM |0⟩gh

で与えられることが分かる。右辺は前々節で議論した物理状態である。

次に、内積を定義するために物理状態 |Oγ⟩ ⊗
∏

cM |0⟩ghの共役状態に
ついて考える。状態 |Oγ⟩の共役を ⟨Õγ|と書くと、それは通常のHermite

共役 ⟨Oγ|にはならない。なぜなら、通常の内積 ⟨Oγ|Oγ⟩は、Riegert電

荷 γが実数で且つ真空が背景電荷−4b1をもつことから合計のRiegert電

荷が 2γ− 4b1 ̸= 0となって保存しない (ゼロモードが相殺しない)ために、

規格化できないからである。4

物理状態 ⟨Õγ|は双対関係 hγ = h4b1−γ を用いて定義される。再び物理

演算子 VαとRβを考える。これらに共役なBRST不変な場は

Ṽα = V4b1−α,

R̃β = −b1
4
R4b1−β = −b1

4

(
R1

4b1−β +
4b1 − β

hβ
R2

4b1−β −
hβ

4b1 − β
V4b1−β

)

に ωを掛けたもので与えられる。対応する共役状態は

⟨Ṽα| = lim
η→−i∞

e4iη⟨Ω|Ṽα = ⟨Ω|e(4b1−α)ϕ0(0),

⟨R̃β| = lim
η→−i∞

e4iη⟨Ω|R̃β =
4b1 − β

8
√

2
⟨Ω|e(4b1−β)ϕ0(0)S00

4もし Riegert電荷が γ = ipのように純虚数で、真空が背景電荷を持たなければ状態
はその Hermite共役と通常通り ⟨O−ip|Oip⟩ = 1のように規格化できる。
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で定義される。これらを用いると内積が定義できて

⟨Ṽα|Vα⟩ = 1, ⟨R̃β|Rβ⟩ = 1

と規格化される。このとき、場の演算子がもつRiegert電荷の合計 4b1が

真空が持つ背景電荷と相殺してゼロモードが消え、⟨Ω|e4b1ϕ0(0)|Ω⟩ = 1と

なることを使った。

ゴースト真空とそのHermite共役の内積は gh⟨0|0⟩gh = gh⟨0|
∏

c†M
∏

cM |0⟩gh =

0のように消えることが分かる。これは内積にゴーストモードの反交換関

係 {b, c} = 1や {bMN , cLK} = δMLδNK − ϵMϵNδ−MKδ−NLを挿入すると

すぐに示すことが出来る。そのためゴースト状態の内積はHermite演算

子 ϑ = ic
∏

cMN を挿入して

gh⟨0|
∏

c†Mϑ
∏

cM |0⟩gh = 1

のように規格化される。このように物理状態 |Oγ⟩ ⊗
∏

cM |0⟩ghの共役は
⟨Õγ| ⊗ gh⟨0|

∏
c†Mϑで与えられる。
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付 録A

A.1 曲率に関する公式

本書で採用するChristoffel記号及びRiemann曲率テンソルの定義は

Γλµν =
1

2
gλσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) ,

Rλ
µσν = ∂σΓ

λ
µν − ∂νΓ

λ
µσ + ΓλρσΓ

ρ
µν − ΓλρνΓ

ρ
µσ,

である。RicciテンソルはRµν = Rλ
µλν、RicciスカラーはR = Rµ

µで定

義される。共変微分はChristoffel記号を用いて表すと

∇µA
σ1···σm
λ1···λn

= ∂µA
σ1···σm
λ1···λn

−
n∑
j=1

Γ
νj

µλj
Aσ1···σm
λ1···νj ···λn

+
m∑
j=1

Γσj
µνj
A
σ1···νj ···σm

λ1···λn

となり、その交換関係は

[∇µ,∇ν ]Aλ1···λn =
n∑
j=1

R
σj

µνλj
Aλ1···σj ···λn

を満たす。付録Aでは断らない限り次元は任意のDとする。

Riemann曲率テンソルは関係式

Rµ
νλσ +Rµ

λσν +Rµ
σνλ = 0,

∇ρR
µ
νλσ + ∇λR

µ
νσρ + ∇σR

µ
νρλ = 0

を満たす。二番目の式はBianchiの恒等式である。これより、関係式∇µR
µ
λνσ =

∇νRλσ −∇σRλνと∇µR
µ
ν = ∇νR/2が得られる。
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変分公式 曲率の変分公式は

δgµν = −gµλgνσδgλσ,

δ
√
−g =

1

2

√
−ggµνδgµν ,

δΓλµν =
1

2
gλσ (∇µδgνσ + ∇νδgµσ −∇σδgµν) ,

δRλ
µσν = ∇σδΓ

λ
µν −∇νδΓ

λ
µσ

=
1

2
gλρ

{
∇σ∇µδgνρ + ∇σ∇νδgµρ −∇σ∇ρδgµν −∇ν∇µδgσρ

−∇ν∇σδgµρ + ∇ν∇ρδgµσ
}
,

δRµν = δRλ
µλν

=
1

2

{
∇µ∇λδgλν + ∇ν∇λδgλµ −∇2δgµν −∇µ∇ν

(
gλσδgλσ

)}
−Rλ σ

µ νδgλσ +
1

2

(
R λ
µ δgλν +R λ

ν δgλµ
)
,

δR = δgµνRµν + gµνδRµν

= −Rµνδgµν + ∇µ∇νδgµν −∇2 (gµνδgµν)

で与えられる。その他、微分を含む場の変分公式として、

δ(∇µA) = ∇µδA,

δ(∇µ∇νA) = ∇µ∇νδA− 1

2
∇λA (∇µδgνλ + ∇νδgµλ −∇λδgµν) ,

δ(∇2A) = ∇2δA− δgµν∇µ∇νA−∇µA∇νδgµν +
1

2
∇λA∇λ(g

µνδgµν)

などが有用である。ここで、Aは任意のスカラー場である。

曲率のWeyl変換則 Weyl変換 δωgµν = 2ωgµνによる曲率の変分は

δω
√
−gR = (D − 2)ω

√
−gR− 2(D − 1)

√
−g∇2ω

となる。曲率の 2乗の変分は

δω
√
−gRµνλσRµνλσ = (D − 4)ω

√
gRµνλσRµνλσ − 8

√
−gRµν∇µ∇νω,

δω
√
gRµνRµν = (D − 4)ω

√
gRµνRµν − 2

√
−gR∇2ω
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−2(D − 2)
√
−gRµν∇µ∇νω,

δω
√
−gR2 = (D − 4)ω

√
gR2 − 4(D − 1)

√
gR∇2ω,

δω
√
−g∇2R = (D − 4)ω

√
−g∇2R + (D − 6)

√
−g∇λR∇λω

−2
√
−gR∇2ω − 2(D − 1)

√
g∇4ω,

δω
√
−gFµνF µν = (D − 4)ω

√
−gFµνF µν

で与えられる。これらより、Wess-Zumino積分可能条件をD次元に一般

化した式は

[δω1 , δω2 ]Γ = 2{4η1 +Dη2 + 4(D − 1)η3 + (D − 4)η4}

×
∫
dDx

√
−gRω[1∇2ω2]

で与えられる。

Euler関係式 D = 2のとき Euler関係式

Rµν =
1

2
gµνR

が成り立つ。D = 4では Euler関係式

RµλσρR
λσρ
ν − 2RµλνσR

λσ − 2RµλR
λ
ν +RµνR =

1

4
gµνG4

が成り立つ。

モード分解と展開式 計量場を gµν = e2ϕḡµνのように共形モードとトレー

スレステンソルモードに分解すると、曲率は

Γλµν = Γ̄λµν + ḡλµ∇̄νϕ+ ḡλν∇̄µϕ− ḡµν∇̄λϕ,

Rλ
µσν = R̄λ

µσν + ḡλν∆̄µσ − ḡλσ∆̄µν + ḡµσ∆̄
λ
ν − ḡµν∆̄

λ
σ

+(ḡλν ḡµσ − ḡλσḡµν)∇̄ρϕ∇̄ρϕ,

Rµν = R̄µν − (D − 2)∆̄µν − ḡµν
{
∇̄2ϕ+ (D − 2)∇̄λϕ∇̄λϕ

}
,

R = e−2ϕ
{
R̄− 2(D − 1)∇̄2ϕ− (D − 1)(D − 2)∇̄λϕ∇̄λϕ

}
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と展開される。ここで、∆̄µν = ∇̄µ∇̄νϕ− ∇̄µϕ∇̄νϕである。

さらに、計量場 ḡµν = (ĝeh)µνを hµνで展開すると、

Γ̄λµν = Γ̂λµν + ∇̂(µh
λ
ν) −

1

2
∇̂λhµν +

1

2
∇̂(µ(h

2)λν) −
1

4
∇̂λ(h2)µν

−hλσ∇̂(µh
σ
ν) +

1

2
hλσ∇̂σhµν + o(h3),

R̄ = R̂− R̂µνh
µν + ∇̂µ∇̂νh

µν − 1

4
∇̂λhµν∇̂λh

ν
µ +

1

2
R̂σ

µλνh
λ
σh

µν

+
1

2
∇̂νh

ν
µ∇̂λh

λµ − ∇̂µ(h
µ
ν∇̂λhνλ) + o(h3),

R̄µν = R̂µν − R̂σ
µλνh

λ
σ + R̂λ

(µhν)λ + ∇̂(µ∇̂λhν)λ −
1

2
∇̂2hµν

−1

2
hλ(µ∇̂2hν)λ −

1

2
∇̂λhσµ∇̂σhνλ −

1

4
∇̂µh

λ
σ∇̂νh

σ
λ

−1

2
∇̂λ(h

λ
σ∇̂(µh

σ
ν)) +

1

2
∇̂λ(h

σ
(µ∇̂ν)h

λ
σ) +

1

2
∇̂λ(h

λ
σ∇̂σhµν) + o(h3)

を得る。ここで、a(µbν) = (aµbν + aνbµ)/2である。R̄ = ḡµνR̄µν、ḡµν =

ĝµν − hµν + · · ·に注意して、[∇̂λ, ∇̂ν ]h
λ
µ = hλσR̂

σ
µνλ + hµσR̂

σ
ν を使うと

R̄µνから R̄を導くことができる。

A.2 曲がった時空上のフェルミオン

計量場は多脚場を用いて gµν = eαµeναと表される。以下では任意のD次

元を考え、断らない限りα、β、γ、δはLorentzの脚、µ、ν、λ、σはEinstein

の脚とする。ガンマ行列はアルファベットによらずすべてLorentzの脚を

持つものとし、反交換関係{γα, γβ} = −2ηαβで定義される。Einsteinの脚

を持つガンマ行列は導入せず、多脚場を用いて eµαγ
αと表す。フェルミオン

ψのDirac共役 (adjoint)は Lorentzの脚のガンマ行列を使って ψ̄ = ψ†γ0

と定義される。

共変微分 共変微分の一般的な式は

Dµ = ∂µ +
1

2
ωµαβΣ

αβ
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で与えられる。ここで、接続１フォーム (connection 1-form)ωµdx
µは

ωµαβ = eνα∇µeνβ = eνα
(
∂µeνβ − Γλµνeλβ

)
と定義される量で、Lorentzの脚について反対称性 ωµαβ = −ωµβαが成り
立つ。Σαβは Lorentz生成子で交換関係[

Σαβ,Σγδ
]

= ηβγΣαδ − ηαγΣβδ + ηβδΣγα − ηδαΣγβ

を満たす。この交換関係より共変微分は

[Dµ, Dν ] =
1

2
(∂µωναβ − ∂νωµαβ + [ωµ, ων ]αβ) Σαβ

=
1

2
RµναβΣ

αβ

を満たす。

Lorentz生成子はスカラー場に対してはΣαβ = 0である。ゲージ場に作

用する場合は、Einsteinの脚を使ってΣµν = eµαe
ν
βΣ

αβと書くと、(Σµν)λσ =

gµλg
ν
σ − gµσg

ν
λで与えられ、共変微分はDµ = ∇ν となる。フェルミオン

に作用する場合はガンマ行列を用いて

Σαβ = −1

4

[
γα, γβ

]
で与えられる。

Weyl不変性 質量ゼロのフェルミオンは任意の次元で共形不変になる。

無限小Weyl変換 δωgµν = 2ωgµνを考えると、多脚場及びフェルミオンは

δωe
µ
α = −ωeµα, δωeµα = ωeµα, δωψ =

1 −D

2
ωψ, δωψ̄ =

1 −D

2
ωψ̄

と変換する。このとき、各量の変換は

δωωµαβ =
(
eµαe

λ
β − eµβe

λ
α

)
∂λω,

δω (eµαγ
αDµψ) = −D + 1

2
ωeµαγ

αDµψ

となる。二番目の式では γαΣ
αβ = 1

2
(D− 1)γβを使った。これより、フェ

ルミオンの運動項は

δω
(√

−gψ̄eµαγαDµψ
)

=
(
Dω +

1 −D

2
ω − D + 1

2
ω
)√

−gψ̄eµαγαDµψ = 0

のように任意のD次元でWeyl不変であることが示せる。
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接続１フォームの展開式 摂動計算のさいに用いる接続１フォームの平

坦な背景場のまわりでの展開式を記す。フェルミオンは共形不変なので

共形モード場の依存性は除いて考える。

共形モード依存性を除いた多脚場はトレースレステンソル場で展開す

ると

ēµα = (e
1
2
h)µα = ηµα +

1

2
hµα +

1

8
(h2)µα + · · · ,

ēµα = (e−
1
2
h)µα = δµα −

1

2
hµα +

1

8
(h2)µα + · · ·

となる。ここで、ēαµ ēνα = ḡµν、ēµαēµβ = ηαβである。いま平坦な背景時空

のまわりで展開しているので、右辺に現れた量の脚はすべてLorentzの脚

とみなすことができる。この式を使うと展開式

ω̄µαβ = ēνa
(
∂µēνβ − Γ̄λµν ēλβ

)
= −1

2
(∂αhµβ − ∂βhµα) −

1

8

(
hλα∂µhλβ − hλβ∂µhλα

)
−1

4

(
hµλ∂αh

λ
β − hµλ∂βh

λ
α

)
+

1

4

(
hλα∂λhµβ − hλβ∂λhµα

)
+o(h3)

を得る。
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B.1 二点相関関数のPµ1···µl,ν1···νlの構造

ここではEuclid空間で議論する。Minkowski空間での表式は計量を ηµν

に戻して x0 → x0 − iϵと置き換えると得られる。

ここでは共形反転

x′µ = (Rx)µ =
xµ
x2

を使って二点相関関数の形を決めることにする。この変換はΩ(x) = 1/x4

を与える。二回行うと元に戻るので R2 = I である。これより逆変換は

xµ = (Rx′)µと書くことが出来る。

実プライマリースカラー場は共形反転の下で

O′(x′) = Ω(x)−∆/2O(x) = x2∆O(x)

と変換する。1引数をxに戻すとO′(x) = (1/x2)∆O(Rx)と書くこともでき

る。ここではO′の引数をx′のままで議論することにする。この変換則を用

いて真空が共形不変であるための条件式 ⟨O′(x′)O′(y′)⟩ = ⟨O(x′)O(y′)⟩(2.2.3)

を書き換えると関係式

(x2y2)∆⟨O(x)O(y)⟩ = ⟨O(Rx)O(Ry)⟩

が得られる。ここで、

1

(Rx−Ry)2
=

x2y2

(x− y)2

1Euclid空間では共形反転の O′ は Hermite共役 O† と同定されるので、この式は場
が実場であることを表している。
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に注意すると、この関係式の解は全体の係数は除いて

⟨O(x)O(y)⟩ =
1

(x− y)2∆

で与えられることが分かる。

プライマリーベクトル場は共形反転の下で

O′
µ(x

′) = Ω(x)−(∆−1)/2 ∂xν
∂x′µ

Oν(x) = x2∆Iµν(x)Oν(x)

と変換する。ここで、Iµν(x) = δµν − 2xµxν/x
2である。これより共形不

変性の条件式 ⟨O′
µ(x

′)O′
ν(y

′)⟩ = ⟨Oµ(x
′)Oν(y

′)⟩は

(x2y2)∆Iµλ(x)Iνσ(y)⟨Oλ(x)Oσ(y)⟩ = ⟨Oµ(Rx)Oν(Ry)⟩

となる。ここで、

Iµλ(x)Iνσ(y)Iλσ(x− y) = Iµν(x− y) + 2
x2 − y2

(x− y)2

(
xµxν
x2

− yµyν
y2

)
= Iµν(Rx−Ry)

に注意すると、解が全体の係数を除いて

⟨Oµ(x)Oν(y)⟩ =
Iµν(x− y)

(x− y)2∆

で与えられることが分かる。これより Pµ,ν = Iµν が求まる。一般のプラ

イマリーテンソル場も場合も同様である。
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C.1 Wightman関数のFourier変換

D次元 Euclid空間では共形次元∆を持つスカラー場のWightman2点

関数 ⟨O(x)O(0)⟩及びその Fourier変換は

1

(x2)∆
=

(2π)
D
2 Γ(D

2
− ∆)

4∆−D
4 Γ(∆)

∫ dDk

(2π)D
eik·x

(
k2
)∆−D

2 (C.1.1)

で与えられる。

これを用いてMinkowski時空でのWightman関数の Fourier変換を求

める。以下ではEuclid空間での積 k ·xはk ·x+kDxDと書き換え、k ·xは
Minkowski時空での積とする。D番目の座標をxD = −ix0−ϵと書き換える
と (C.1.1)式の左辺はMinkowski時空でのWightman関数 ⟨0|O(x)O(0)|0⟩
になるので、右辺を書き換えること

1

{−(x0 − iϵ)2 + x2}∆
=

(2π)
D
2 Γ(D

2
− ∆)

4∆−D
4 Γ(∆)

∫
dD−1k

(2π)D−1
eik·x

×
∫ dkD

2π
ek

D(x0−iϵ)
{
k2 + (kD)2

}∆−D
2(C.1.2)

となる。次にkDの積分路を複素平面に拡大する。位相因子e−iϵk
D
があるの

で、kDの虚数部が無限大になる領域はゼロになるため、積分路は複素平面

の下半面に広げることが出来る。kD = ±i|k|に極があって、∆が整数でな

いことから、上半面の kD = i|k|から i∞まで、及び下半面の kD = −i|k|
から−i∞まで、虚軸上にカットが生じる。そのため、−∞ < kD <∞の積
分路はカットを避けた虚軸の下半分の左右をなぞる積分路に変更すること

が出来る (自由場∆ = D/2−1の場合は極の留数だけを拾う)。kD = −ik0
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と書くと∫ ∞

−∞

dkD

2π
ek

D(x0−iϵ)
{
k2 + (kD)2

}∆−D
2

= −i
∫ ∞

0

dk0

2π
e−ik

0x0−ϵk0)
{[

k2 − (k0 + io)2
]∆−D

2 −
[
k2 − (k0 − io)2

]∆−D
2

}
と書き換えることが出来る。ここで、カットを避けるために新たな正の

無限小 oを導入した。さらに公式

(x+ io)λ − (x− io)λ =

 0 for x > 0

2i|x|λ sinπλ for x < 0

= 2i(−x)λθ(−x) sin πλ

を使って被積分関数を [k2 − (k0 + io)2]∆−D/2 − [k2 − (k0 − io)2]∆−D/2 =

−2i(−k2)∆−D/2θ(−k2) sin π(∆−D/2)と変形する。ここで、k2 = k2−(k0)2

である。これより (C.1.2)式の右辺は

−2 sin π
(
∆ − D

2

)
(2π)

D
2 Γ(D

2
− ∆)

4∆−D
4 Γ(∆)

∫
dD−1k

(2π)D−1
eik·x

×
∫ ∞

0

dk0

2π
e−ik

0x0

(−k2)∆−D
2 θ(−k2)

=
(2π)

D
2

+1

4∆−D
4 Γ(∆)Γ(∆ − D

2
+ 1)

∫ dDk

(2π)D
eik·xθ(k0)θ(−k2)(−k2)∆−D

2

となる。ここで、ガンマ関数の公式Γ(λ)Γ(1−λ) = π/ sin πλとΓ(λ+1) =

λΓ(λ)を使った。これから第二章で導入したスカラー場のFourier変換の

式W (k)が読み取れる。
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D.1 M 4上の自由スカラー場の共形代数

簡単な例として自由スカラー場について共形代数と場の変換則を導出

する。共形不変なスカラー場の作用は

I = −1

2

∫
d4x

√
−ĝ

(
ĝµν∂µX∂νX +

1

6
R̂X2

)
で与えられる。ここで、背景時空計量はMinkowski計量 ĝµν = ηµν とす

る。正準運動量および正準交換関係はPX = ∂ηXと [X(η,x),PX(η,x′)] =

iδ3(x − x′)で与えられる。スカラー場をX = X< +X>、X> = X†
<のよ

うに生成および消滅演算子部分に分けて後者を

X<(x) =
∫ d3k

(2π)3/2

1√
2ω
φ(k)eikµxµ

と展開する。このとき、モード演算子は正準交換関係より [φ(k), φ†(k′)] =

δ3(k−k′)を満たす。2点相関関数 (Wightman関数)は ⟨0|X(x)X(0)|0⟩ =

[X<(x), X>(0)]と表され

⟨0|X(x)X(0)|0⟩ =
∫ d3k

(2π)3

1

2|k|
e−i|k|(η−iϵ)+ik·x =

1

4π2

1

−(η − iϵ)2 + x2

となる。ここで、ϵはUVカットオフである。

ストレステンソルは背景場計量 ĝµνによる作用の変分、T µν = (2/
√
−ĝ)×

δI/δĝµν、で定義される。変分を実行した後、Minkowski計量に置き換え

ると

Tµν =
2

3
∂µX∂νX − 1

3
X∂µ∂νX − 1

6
ηµν∂

λX∂λX
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を得る。このストレステンソルは運動方程式を使うとトレースレスの条

件を満たすことが分かる。これより共形変換の生成子は場の演算子を用

いて

P0 = H =
∫
d3xA, Pj =

∫
d3xBj,

M0j =
∫
d3x (−ηBj − xjA) , Mij =

∫
d3x (xiBj − xjBi) ,

D =
∫
d3x

(
ηA + xkBk+ :PXX :

)
,

K0 =
∫
d3x

{(
η2 + x2

)
A + 2ηxkBk + 2η :PXX : +

1

2
:X2 :

}
,

Kj =
∫
d3x

{(
−η2 + x2

)
Bj − 2xjx

kBk − 2ηxjA− 2xj :PXX :
}

と表される。ここで、場の変数AとBjはそれぞれエネルギー密度と運動
量密度で、

A =
1

2
:P2

X : −1

2
:X |∂2X :, Bj =:PX∂jX :

で与えられる。

共形変換の生成子は保存するので、時間に依存しない。そのため、共形

代数は同時刻交換関係を用いて計算することが出来る。同時刻での 2点

相関関数

⟨0|X(x)X(x′)|0⟩ =
1

4π2

1

(x − x′)2 + ϵ2
,

⟨0|X(x)PX(x′)|0⟩ = i
1

2π2

ϵ

[(x − x′)2 + ϵ2]2
,

⟨0|PX(x)PX(x′)|0⟩ = − 1

2π2

(x − x′)2 − 3ϵ2

[(x − x′)2 + ϵ2]3

を用いると、場の変数Xと PX の同時刻交換関係は

[X(η,x),PX(η,x′)] = ⟨0|X(η,x)PX(η,x′)|0⟩ − ⟨0|X(η,x)PX(η,x′)|0⟩†

= i
1

π2

ϵ

[(x − x′)2 + ϵ2]2

と表され、XやPX同士は消える。最後の項は正則化された 3次元の δ関

数で

δ3(x) =
∫ d3k

(2π)3
eik·x−ϵω =

1

π2

ϵ

(x2 + ϵ2)2
.
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と定義される。

同様にして、場の変数のAと Bjの間の同時刻交換関係は

[A(x),A(y)] =
1

2
i |∂2

xδ3(x − y) (:PX(x)X(y) : − :X(x)PX(y) :) ,

[Bj(x),Bk(y)] = i∂xkδ3(x − y) :∂jX(x)PX(y) : +i∂xj δ3(x − y) :PX(x)∂kX(y) :,

[A(x),Bj(y)] = i∂xj δ3(x − y) :PX(x)PX(y) : −1

2
iδ3(x − y) : |∂2X∂jX(y) :

−1

2
i |∂2

xδ3(x − y) :X(x)∂jX(y) : −i 2

π2
fj(x − y)

と計算される。さらに、生成子の中に含まれるその他の場の変数との同

時刻交換関係は

[A(x), : PXX(y) :] = −iδ3(x − x)
(
:P2

X(y) : +
1

2
:X |∂2X(y) :

)
−1

2
i |∂2

xδ3(x − y) :X(x)X(y) : +i
10

π2
f(x − y),

[Bj(x), :PXX(y) :] = −iδ3(x − x)Bj(y) + i∂xj δ(x − y) :PX(x)X(y) :

で与えられる。ここで、量子補正を表す関数 fjと f は

fj(x) =
1

π2

ϵxj(x
2 − ϵ2)

(x2 + ϵ2)6
f(x) = − 1

40π2

ϵ(5x2 − 3ϵ2)

(x2 + ϵ2)5

で与えられ、fj(x) = ∂jf(x)の関係を満たす。これらの関数の空間積分

は、ϵを有限の値にしたままで、∫
d3xfj(x) = 0,

∫
d3xf(x) = 0,

∫
d3xxjf(x) = 0

を満たす。一方、積分
∫
d3xx2f(x) = −1/160ϵ2は ϵ→ 0で発散する。1

つぎに、複合場 :Xn :の変換則を求める。この演算子と生成子の中に現

れる場の変数との同時刻交換関係は

[A(x), :Xn(y) :] = −iδ3(x − y)∂η :Xn(y) :,

[Bj(x), :Xn(y) :] = −iδ3(x − y)∂j :Xn(y) :

1関数 f は δ 関数を用いて f(x) = (−1/320) × |∂2
(
δ3(x)/x2

)
と表すことが出来る。

このとき、δ関数の異なる式 π2δ3(x) = 4ϵ3/(x2 + ϵ2)3 を使っている。
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+i
1

2π2
n(n− 1)gj(x − y) :Xn−2(y) :,

[:PXX(x) :, :Xn(y) :] = −inδ3(x − y) :Xn(y) :

+i
3

2π2
n(n− 1)g(x − y) :Xn−2(y) :

と計算される。量子補正関数 gjと gは

gj(x) =
1

π2

ϵxj
(x2 + ϵ2)4

g(x) = − 1

6π2

ϵ

(x2 + ϵ2)3

で定義され、gj(x) = ∂jg(x)の関係を満たす。

これらより、演算子 :Xn :の変観測を計算すると、量子補正項はすべて

消えて、

i [Pµ, :X
n(x) :] = ∂µ :Xn(x) :,

i [Mµν , :X
n(x) :] = (xµ∂ν − xν∂µ) :Xn(x) :,

i [D, :Xn(x) :] = (xµ∂µ + n) :Xn(x) :,

i [Kµ, :X
n(x) :] =

(
x2∂µ − 2xµx

ν∂ν − 2xµn
)

:Xn(x) :

のように変換することが示せる。これより、:Xn :は共形次元 nのプライ

マリースカラー場であることが分かる。

D.2 M 4上のトレーステンソル場の生成子

この付録では輻射ゲージでのトレースレステンソル場の共形変換の生

成子を書き下す。それは、定義式 (2.2.5)に従って、Weyl作用から導かれ

るストレステンソルを用いて導出される。

並進の生成子は

P0 = H =
∫
d3x A, Pj =

∫
d3x Bj

と表される。エネルギー密度A及び運動量密度 Bjは

A = −1

2
:Pklu Pu

kl : + :Pklh ukl : + :ukl |∂2ukl : +
1

2
: |∂2hkl |∂2hkl :

+
1

4
:Pk |∂−2Pk : − : |∂2hk |∂2hk :,

Bj = :Pklu ∂jukl : + :Pklh ∂jhkl : + :Pk∂jhk :
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で与えられる。Lorentz変換の生成子は

M0j =
∫
d3x {−ηBj − xjA− Cj} , Mij =

∫
d3x {xiBj − xjBi + Cij}

で与えられる。ここで、新たな演算子 Cjと Cijは

Cj = :Pklu ∂jhkl : + :Pku j |∂−2Pk : +2 :Pkh jhk : + :hkjPk : +2 :ukj |∂2hk :,

Cij = 2
(
:Pku iukj : − :Pku juki :

)
+ 2

(
:Pkh ihkj : − :Pkh jhki :

)
+ :Pihj : − :Pjhi :

で定義される。

Dilatationの生成子は

D =
∫
d3x

{
ηA + xkBk+ :Pklu ukl :

}
で与えられる。特殊共形変換の生成子は

K0 = −η2P0 + 2ηD +N0, Kj = η2Pj + 2ηM0j +Nj

となる。ここで、N0 =
∫
d3x x2T00とNj =

∫
d3x (x2T0j − 2xjx

kT0k)は

N0 =
∫
d3x

{
x2A + 2xkCk − 2 :uklukl : − :∂mhkl∂mhkl :

−5

4
: |∂−2Pk |∂−2Pk : −4 :∂khl∂khl :

}
,

Nj =
∫
d3x

{
x2Bj − 2xjx

kBk + 2xkCkj − 2xj :Pklu ukl :

−2 :ukl∂jhkl : +2 : |∂−2Pk∂jhk : −4 :Pku jhk :

−4 :ukj |∂−2Pk : +4 :hkj |∂2hk :
}

で与えられる。
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E.1 S3上のテンソル調和関数

S3上の対称・横波・トレースレステンソル調和関数 (ST2 tensor har-

monics)を定義するために座標系を導入する。まず、R4を表す二つの座標

系として、xµ̄ (µ̄ = 0̄, 1̄, 2̄, 3̄)で表される直交座標系と、xµ = (x0, xi)で表

される球座標系を導入する。ここで、i = 1, 2, 3及び x0 = r = (xµ̄xµ̄)
1/2

である。R4空間はそれぞれの座標系の計量を使って

ds2
R4 = δµ̄ν̄dx

µ̄dxν̄ = dr2 + r2γ̂ijdx
idxj

と表される。γ̂ij は単位 S3の計量である。Euler角を使って S3の座標を

xi = (α, β, γ)と表すと、二つの座標系をつなぐ関係式は

x0̄ = r cos
β

2
cos

1

2
(α+ γ), x1̄ = r sin

β

2
sin

1

2
(α− γ),

x2̄ = −r sin
β

2
cos

1

2
(α− γ), x3̄ = −r cos

β

2
sin

1

2
(α+ γ)

で与えられる。

ST 2テンソル調和関数 ST 2テンソル調和関数をClebsch-Gordan係数と

WignerD関数を用いて定義する。一般的に、D関数は座標の足について

対称トレースレスなテンソル τµ̄1···µ̄n を用いて

DJ
mm′ =

1

r2J
xµ̄1 · · ·xµ̄2J (τµ̄1···µ̄2J

)mm′

と表すことができる。ここで、複素共役は (τµ̄1···µ̄n)∗mm′ = ϵM(τµ̄1···µ̄n)−m−m′

と定義される。
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S3のアイソメトリーである SU(2)× SU(2)の (J, J)表現に属するスカ

ラー調和関数はWignerD関数を用いて

YJM =

√
2J + 1

V3

DJ
mm′

と表すことができる。その複素共役は Y ∗
JM = ϵMYJ−M で与えられる。

次に空間の足をもつ調和関数を考える。先ずはじめに R4 の直交座標

系を用いてそれらを表すことにする。分極パラメータ y = ±1/2を持つ

SU(2) × SU(2)の (J + y, J − y)表現に属するベクトル調和関数は

Y µ̄
J(My) =

1√
2

1

r

∑
S,T

CJ+ym

Js, 1
2
t
CJ−ym′

Js′, 1
2
t′
YJS(τ

µ̄)tt′

と表さる。分極 x = ±1を持つ (J + x, J − x)表現に属するテンソル調和

関数は

Y µ̄ν̄
J(Mx) =

1

2

1

r2

∑
S,T

CJ+xm
Js,1t C

J−xm′

Js′,1t′ YJS(τ
µ̄ν̄)tt′

と表すことができる。ここで、τµ̄と τµ̄ν̄はD関数の一般式で用いたもの

で、それぞれ (τ µ̄)∗mm′(τµ̄)nn′ = 2δMN 及び (τ µ̄ν̄)∗mm′(τµ̄ν̄)nn′ = 4δMN と規

格化されている。複素共役はそれぞれ Y µ̄∗
J(My) = −ϵMY µ̄

J(−My)と Y µ̄ν̄∗
J(Mx) =

ϵMY
µ̄ν̄
J(−Mx)で与えられ、全体の係数は∫

S3
dΩ3Y

µ̄∗
J1(M1y1)Yµ̄J2(M2y2) =

1

r2
δJ1J2δM1M2δy1y2 ,∫

S3
dΩ3Y

µ̄ν̄∗
J1(M1x1)Yµ̄ν̄J2(M2x2) =

1

r4
δJ1J2δM1M2δx1x2

と規格化されている。

これらの調和関数は関係式

xµ̄Y
µ̄
J(My) = xµ̄Y

µ̄ν̄
J(Mx) = 0 (E.1.1)

を満たす。

極座標表示でのベクトル、テンソル調和関数は座標変換

YµJ(My) =
∂xµ̄

∂xµ
Yµ̄J(My), YµνJ(Mx) =

∂xµ̄

∂xµ
∂xν̄

∂xν
Yµ̄ν̄J(Mx)
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を行うことで得られる。このとき関係式 (E.1.1)は、球座標に変換した際、

r(= x0)座標を含む成分が0 = xµ̄Yµ̄ = xµ̄(∂xµ/xµ̄)Yµ = r∂(xµ/∂r)Yµ = Yr

のように消えることを表している。すなわち、極座標に変換すると

Y r
J(My) = 0, Y rr

J(Mx) = Y ri
J(Mx) = 0

となって、S3の座標成分のみが得られる。このことを用いると、たとえば

Y µ̄Yµ̄ =
(

1

r2

)
Y iYi, Y µ̄ν̄Yµ̄Yν̄ =

(
1

r4

)
Y ijYiYj

のような規格化や SU(2)× SU(2)Clebsch-Gordan係数を計算する際に現

れるスカラー量は、S3上の具体的な表示が分からなくても、R4座標での

調和関数の表示を用いて計算することができる。

一般的に分極パラメータ εn = ±n/2を持つ (J + εn, J − εn)表現に属す

る n階のテンソル調和関数は

Y µ̄1···µ̄n

J(Mεn) ∝
∑
S,T

CJ+ϵnm
Js,n

2
t C

J−εnm′

Js′,n
2
t′ YJS(τ

µ̄1···µ̄n)tt′ ,

と表すことができ、その複素共役は Y µ̄1···µ̄n∗
J(Mϵn) = (−1)nϵMY

µ̄1···µ̄n

J(−Mϵn)で与え

られる。

最後に、上記の処方で求めたベクトル調和関数のEuler角による表示を

記しておく。分極 y = 1/2の場合は

YαJ(M 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3

D
J− 1

2
mm′ ,

YβJ(M 1
2
) =

1√
2(2J + 1)

1

sin β

{
m

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3

D
J+ 1

2
mm′

−m′

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3

D
J− 1

2
mm′

}
,

YγJ(M 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3

D
J+ 1

2
mm′ , (E.1.2)

分極 y = −1
2
の場合は

YαJ(M− 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3

D
J+ 1

2
mm′ ,
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YβJ(M− 1
2
) =

1√
2(2J + 1)

1

sin β

{
m′

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3

D
J+ 1

2
mm′

−m

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3

D
J− 1

2
mm′

}
,

YγJ(M− 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3

D
J− 1

2
mm′ (E.1.3)

と表される。

E.2 SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数は ST2テンソル調和関数の三つの

積のS3上の積分で定義される。ここでは、本文中で定義されているC以

外の係数の一般式を挙げる。

係数D

DJM
J1(M1y1),J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

i
J1(M1y1)YiJ2(M2y2)

= −
√

2J1(2J1 + 1)(2J1 + 2)2J2(2J2 + 1)(2J2 + 2)

2J + 1

×

 J J1 J2

1
2

J2 + y2 J1 + y1


 J J1 J2

1
2

J2 − y2 J1 − y1


×CJm

J1+y1m1,J2+y2m2
CJm′

J1−y1m′
1,J2−y2m′

2
. (E.2.1)

この係数はM = M1 + M2 と三角不等 |J1 − J2| ≤ J ≤ J1 + J2 を満

たす。ここで、J + J1 + J2は整数。不等号の低い側 (高い側)の等式は

y1 = y2 (y1 ̸= y2)の場合に成り立つ。

係数E

EJM
J1(M1x1),J2(M2x2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

ij
J1(M1x1)YijJ2(M2x2)
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=

√
(2J1 − 1)(2J1 + 1)(2J1 + 3)(2J2 − 1)(2J2 + 1)(2J2 + 3)

2J + 1

×

 J J1 J2

1 J2 + x2 J1 + x1


 J J1 J2

1 J2 − x2 J1 − x1


×CJm

J1+x1m1,J2+x2m2
CJm′

J1−x1m′
1,J2−x2m′

2
. (E.2.2)

この係数はM = M1 + M2と三角不等式 |J1 − J2| ≤ J ≤ J1 + J2を満

たす。ここで、J + J1 + J2は整数。不等号の低い側 (高い側)の等式は

x1 = x2 (x1 ̸= x2)の場合に成り立つ。

係数G

GJM
J1(M1y1);J2M2

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

i
J1(M1y1)∇̂iYJ2M2

= − 1

2
√

2

√
2J1(2J1 + 1)(2J1 + 2)(2J2 + 1)

2J + 1

∑
K=J2± 1

2

2K(2K + 1)(2K + 2)

×

 J J1 K

1
2

J2 J1 + 1
2


 J J1 K

1
2

J2 J1 − 1
2

CJm
J1+y1m1,J2m2

CJm′

J1−y1m′
1,J2m′

2
.

(E.2.3)

この係数はM = M1 +M2と三角不等式 |J1 − J2| + 1
2
≤ J ≤ J1 + J2 − 1

2

を満たす。ここで、J + J1 + J2は半整数である。

係数H

HJM
J1(M1x1);J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

ij
J1(M1x1)∇̂iYjJ2(M2y2)

= − 3

2
√

2

√
(2J1 − 1)(2J1 + 1)(2J1 + 3)2J2(2J2 + 1)(2J2 + 2)

2J + 1

×
∑

K=J2± 1
2

2K(2K + 1)(2K + 2)

×

 K 1 J2 + y2

1
2

J2
1
2


 K 1 J2 − y2

1
2

J2
1
2


 J J1 + x1 J2 + y2

1 K J1


×

 J J1 − x1 J2 − y2

1 K J1

CJm
J1+x1m1,J2+y2m2

CJm′

J1−x1m′
1,J2−y2m′

2
. (E.2.4)
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この係数はM = M1 +M2と三角不等式 |J1 − J2| + 1
2
≤ J ≤ J1 + J2 − 1

2

を満たす。ここで、J + J1 + J2は半整数。不等号の低い側 (高い側)の等

式は x1 = 2y2 (x1 ̸= 2y2)で成り立つ。

E.3 S3上の調和関数の積の公式

Y ∗
1
2
MYJN =

1√
V3

{∑
S

C
1
2
M

JN,J+ 1
2
S
Y ∗
J+ 1

2
S +

∑
S

C
1
2
M

JN,J− 1
2
S
Y ∗
J− 1

2
S

}
,

∇̂iY ∗
1
2
M∇̂iYJN =

1√
V3

{
−2J

∑
S

C
1
2
M

JN,J+ 1
2
S
Y ∗
J+ 1

2
S

+(2J + 2)
∑
S

C
1
2
M

JN,J− 1
2
S
Y ∗
J− 1

2
S

}
(E.3.1)

Y ∗
1
2
MY

i
J(Ny)

=
1√
V3

{∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J+ 1
2
(V y′)

Y i∗
J+ 1

2
(V y′) +

∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J− 1
2
(V y′)

Y i∗
J− 1

2
(V y′)

+
1

2J(2J + 2)

∑
S

G
1
2
M

J(Ny);JS∇̂
iY ∗
JS

}
,

∇̂jY ∗
1
2
M∇̂jY

i
J(Ny)

=
1√
V3

{
−2J

∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J+ 1
2
(V y′)

Y i∗
J+ 1

2
(V y′)

+(2J + 2)
∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J− 1
2
(V y′)

Y i∗
J− 1

2
(V y′)

+
2

2J(2J + 2)

∑
S

G
1
2
M

J(Ny);JS∇̂
iY ∗
JS

}
(E.3.2)

E.4 Clebsch-Gordan係数及びWignerD関数

を含む公式

通常のClebsch-Gordan係数Ccγ
aα,bβは三角不等式 |a− b| ≤ c ≤ a+ bと

条件α+ β = γを満たすときに値を持つ。ここで、a、b、cは非負の整数
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又は半整数で、a+ b+ c、a+ α、b+ β、c+ γは非負の整数になる。こ

の係数はCaα
aα,00 = Ca+ba+b

aa,bb = 1と規格化され、関係式

Ccγ
aα,bβ = (−1)a+b−cCc−γ

a−α,b−β = (−1)a+b−cCcγ
bβ,aα = (−1)b+β

√
2c+ 1

2a+ 1
Ca−α
c−γ,bβ

(E.4.1)

を満たす。以下の公式は文献 D. Varshalovich, A. Moskalev and V. Kher-

sonskii, Quantum Theory of Angular Momentum (World Scientific, Sin-

gapore, 1988) を参照。

Clebsch-Gordan係数及び 6j記号を含む公式

∑
α,β

Ccγ
aα,bβC

c′γ′

aα,bβ = δcc′δγγ′ , (E.4.2)

∑
α,β,δ

(−1)a−αCcγ
bβ,aαC

eϵ
bβ,dδC

fφ
dδ,a−α

= (−1)a+b+e+f
√

(2c+ 1)(2f + 1)Ceϵ
cγ,fφ

 a b c

e f d

 , (E.4.3)

∑
ψ,κ,ρ,σ,τ

(−1)ψ+κ+ρ+σ+τCaα
pψ,qκC

bβ
qκ,rρC

cγ
rρ,sσC

dδ
sσ,tτC

eε
tτ,p−ψ

= (−1)−a−b−2c−2p−2r−t+α+δ
√

(2a+ 1)(2d+ 1)

×
∑
x,y

∑
ξ,η

(−1)ξ+η(2x+ 1)(2y + 1)Cbβ
aα,xξC

eε
xξ,yηC

c−γ
yη,d−δ

×

 a b x

r p q


 x e y

t r p


 y c d

s t r

 . (E.4.4)

∑
x

(−1)p+q+x(2x+ 1)

 a b x

c d p


 a b x

d c q

 =

 a c q

b d p

 .
(E.4.5)

WignerD関数の公式

DJ∗
mm′ = (−1)m−m′

DJ
−m−m′ , (E.4.6)
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DJ1

m1m′
1
DJ2

m2m′
2

=
J1+J2∑

J=|J1−J2|

∑
m,m′

CJm
J1m1,J2m2

CJm′

J1m′
1,J2m′

2
DJ
mm′ , (E.4.7)

∑
m1,m′

1

∑
m2,m′

2

CJm
J1m1,J2m2

CJ ′m′

J1m′
1,J2m′

2
DJ1

m1m′
1
DJ2

m2m′
2

= δJJ ′{J1J2J}DJ
mm′ ,

(E.4.8)

∑
m1,m′

1

∑
m2,m′

2

∑
m3,m′

3

CJm
Kn,J3m3

CKn
J1m1,J2m2

CJ ′m′

K′n′,J3m′
3
CK′n′

J1m′
1,J2m′

2

×DJ1

m1m′
1
DJ2

m2m′
2
DJ3

m3m′
3

= δJJ ′δKK′{J1J2K}{KJ3J}DJ
mm′ ,(E.4.9)

23D
J
mm′ = 4

{
∂2
β + cotβ∂β +

1

sin2 β

(
∂2
α − 2 cos β∂α∂γ + ∂2

γ

)}
DJ
mm′

= −4J(J + 1)DJ
mm′ , (E.4.10)∫

S3
dΩ3D

J1∗
m1m′

1
DJ2

m2m′
2

=
V3

2J1 + 1
δJ1J2δm1m2δm′

1m
′
2
, (E.4.11)

J∑
m′=−J

DJ∗
m1m′DJ

m2m′ = δm1m2 . (E.4.12)

ここで、D関数はすべて同一点のDJ
mm′(α, β, γ)である。{J1J2J3}は J1 +

J2 + J3が整数で |J1 − J2| ≤ J3 ≤ J1 + J2を満たすときは 1、それ以外は

消える量である。また、{J1J2J3}は J1、J2、J3の並べ替えても値は変わ

らない。

J = 1/2と J = 1のWignerD関数の具体形は Euler角を用いて

D
1
2
mm′ =

 cos β
2
e− i

2
(α+γ) − sin β

2
e− i

2
(α−γ)

sin β
2
e

i
2
(α−γ) cos β

2
e

i
2
(α+γ)

 ,

D1
mm′ =


1+cosβ

2
e−i(α+γ) − sinβ√

2
e−iα 1−cosβ

2
e−i(α−γ)

sinβ√
2
e−iγ cos β − sinβ√

2
eiγ

1−cosβ
2

ei(α−γ) sinβ√
2
eiα 1+cosβ

2
ei(α+γ)


(E.4.13)

と表される。
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付 録F

F.1 ゲージ固定と共形変換の修正項(Fradkin-Palchik

項)

この付録では共形変換とゲージ固定条件の関係ついて議論する。はじ

めにU(1)ゲージ場の場合について述べる。輻射ゲージA0 = ∇̂iAi = 0で

は横波成分の共形変換は

δζAi = ζ0∂ηAi + ζj∇̂jAi +
1

3
ψAi +

1

2

(
∇̂iζ

j − ∇̂jζi
)
Aj

(F.1.1)

となる。この変換の下でゲージ固定された作用は不変になる。しかし、こ

の変換は横波の条件を保存しない。また、ゲージ場の時間成分の変換が

δζA0 = ∇̂i(ζ0Ai) (F.1.2)

となってやはり輻射ゲージを保存しないことが分かる。

横波成分の共形変換 (F.1.1)と時間成分の共形変換 (F.1.2)の中で輻射

ゲージを保存しないのは特殊共形変換の場合で、共形Killingベクトルが

ηµと ζµMN の場合は保存される。以下では ζµM を代入して先ず横波成分の

変換則を見てみることにする。調和関数の積の展開式 (E.3.2)を使って

(F.1.1)式の右辺を展開すると

δζMAi = i[QM , Ai] + ∇̂iλ̃M (F.1.3)

のように特殊共形変換の生成子と場の演算子との交換関係にさらに余分
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な項が現れることが分かる。ここで、スカラー関数 λ̃M は

λ̃M =
i

2

∑
J≥ 1

2

1√
2(2J + 1)

∑
N,y

∑
S

{
− 1

2J
qJ(Ny)e

−i2JηG
1
2
M

J(Ny);JS

+
1

2J + 2
q†J(Ny)e

i(2J+2)η(−ϵN)G
1
2
M

J(−Ny);JS

}
Y ∗
JS

で与えられる。このゲージ固定に伴う共形変換の余分な項をFradkin-Palchik

項と呼ぶ。

余分な項はゲージ変換の形をしているので、特殊共形変換に伴うゲー

ジ変換として δλ̃M
Aµ = ∇̂µλ̃Mを定義すると (F.1.3)式は δζMAi− δλ̃M

Ai =

i[QM , Ai]と書くことができる。さらに、時間成分の変換を計算すると

δζMA0 − δλ̃M
A0 = ∇̂i(ζ0

MAi) − ∂ηλ̃M = 0

となることが分かる。

このように、閉じた共形代数を構成する生成子Qζが生成する変換は通

常の共形変換 δζとそれに伴うモードに依存したゲージ変換 δλ̃を組み合わ

せた変換として δT
ζ = δζ − δλ̃と表すことができ、特殊共形変換QM 及び

そのエルミート共役に対して λ̃M 及びそのエルミート共役を当て、その

他の変換に対してはゲージ変数をゼロとすればよい。交換関係を用いて

書くと輻射ゲージ条件を保存するこの共形変換は

δT
ζ Ai = i[QζAi], δT

ζ A0 = 0

とまとめることができる。

トレースレステンソル場の共形変換とその生成子との関係はゲージ場

のときと同様のことが成り立つ。輻射 +ゲージでの共形変換は

δζh
TT
ij = ζ0∂ηh

TT
ij + ζk∇̂kh

TT
ij +

1

2

(
∇̂iζ

k − ∇̂kζi
)
hTT
kj

+
1

2

(
∇̂jζ

k − ∇̂kζj
)
hTT
ki + hT

i ∇̂jζ
0 + hT

j ∇̂iζ
0 − 2

3
γij∇̂k

(
ζ0hkT

)
,

δζh
T
i = ζ0∂ηh

T
i + ζk∇̂kh

T
i +

1

2

(
∇̂iζ

k − ∇̂kζi
)
hT
k + ∇̂k

(
ζ0hTT

ik

)
,

δζh = 2∇̂k
(
ζ0hT

k

)
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と書ける。これだけでは輻射 +ゲージは保存されないが、共形Killingベ

クトル ζµに伴って、モードに依存したパラメータ κ̃をもつ適当なゲージ

変換 (6.2.2)を定義し、それらを組み合わせた変換 δT
ζ = δζ − δκ̃ を考え

ると、

δT
ζ h

TT
ij = i[Qζ , h

TT
ij ], δT

ζ h
T
i = i[Qζ , h

T
i ], δT

ζ h = 0

のように輻射 +ゲージを保つ共形変換を定義することができる。κ̃µは特

殊共形変換の場合にのみ値をもって、その式は少し複雑なのでここでは

省略するが、ゲージ場のときと同様にして求めることができる。
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付 録G

G.1 ゲージ場及びWeyl部分の物理状態の構成要

素

ゲージ場の生成モード q†J(My)と特殊共形変換の生成子QM との交換関

係は

[
QM , q

†
J(M1y1)

]
= −

√
2J(2J + 1)

∑
M2,y2

ϵM2D
1
2
M

J(M1y1),J− 1
2
(−M2y2)

q†
J− 1

2
(M2y2)

で与えられる。これより J = 1/2の最低次のモード q†1/2(My)はQM と交

換することが分かる。その他の生成モードは単独では交換しないのでそ

れらの双一次式を考えると、QM 不変な生成演算子として

Ψ†
LN =

L− 1
2∑

K= 1
2

∑
M1,y1,M2,y2

f(L,K)DLN
L−K(M1y1),K(M2y2)q

†
L−K(M1y1)q

†
K(M2y2),

Υ†
L(Nx) =

L− 1
2∑

K= 1
2

∑
M1,y1,M2,y2

f(L,K)F
L(Nx)
L−K(M1y1),K(M2y2)q

†
L−K(M1y1)q

†
K(M2y2)

を得る。ここで、f(L,K)は (4.3.4)で与えられる。新しいSU(2)×SU(2)Clebsch-

Gordan係数は F
J(Mx)
J1(M1y1),J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3 dΩ3Y

ij∗
J(Mx)YiJ1(M1y1)YjJ2(M2y2)

で定義される。Lは整数で、半整数の場合は存在しない。また、L = 1の

場合は q†1/2(My)のみを用いて表されるので、L ≥ 2が新しい演算子であ

る。まとめると、以下の表G.1のようになる。

次に、表 7.2に示したトレースレステンソル場の結果についてまとめ

る。特殊共形変換の生成子QM と各モード c†J(Mx)、d
†
J(Mx)、e

†
J(My)との交
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rank of tensor index 0 1 2

creation op. Ψ†
LN q†1

2
(Ny)

Υ†
L(Nx)

level (L ∈ Z≥2) 2L+ 2 2 2L+ 2

表 G.1: ゲージ場部分の物理状態の構成要素。

換関係は

[
QM , c

†
J(M1x1)

]
= α

(
J − 1

2

) ∑
M2,x2

ϵM2E
1
2
M

J(M1x1),J− 1
2
(−M2x2)

c†
J− 1

2
(M2x2)

,

[
QM , d

†
J(M1x1)

]
= −γ(J)

∑
M2,x2

ϵM2E
1
2
M

J(M1x1),J+ 1
2
(−M2x2)

c†
J+ 1

2
(M2x2)

−β
(
J − 1

2

) ∑
M2,x2

ϵM2E
1
2
M

J(M1x1),J− 1
2
(−M2x2)

d†
J− 1

2
(M2x2)

−B(J)
∑
M2,y2

ϵM2H
1
2
M

J(M1x1);J(−M2y2)e
†
J(M2y2),[

QM , e
†
J(M1y1)

]
= −A(J)

∑
M2,x2

ϵM2H
1
2
M

J(−M2x2);J(M1y1)c
†
J(M2x2)

−C
(
J − 1

2

) ∑
M2,y2

ϵM2D
1
2
M

J(M1y1),J− 1
2
(−M2y2)

e†
J− 1

2
(M2y2)

となる。

物理状態の構成要素となるQM と交換する生成演算子で、二階のテン

ソル調和関数の足を持つものは、表 7.2に示したように、最低次の正定値

モード c†1(Mx)だけである。

次に、スカラー調和関数の足を持つものは、Lを正の整数として

A†
LN =

L−1∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2x2

x(L,K)ELN
L−K(M1x1),K(M2,x2)c

†
L−K(M1x1)c

†
K(M2x2),

A†
L−1N =

L−1∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2x2

x(L,K)EL−1N
L−K(M1x1),K(M2,x2)c

†
L−K(M1x1)c

†
K(M2x2)

+
L−2∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2x2

y(L,K)EL−1N
L−K−1(M1x1),K(M2,x2)d

†
L−K−1(M1x1)c

†
K(M2x2)
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−
L− 3

2∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2y2

w(L,K)HL−1N
L−K− 1

2
(M1x1);K(M2,y2)

c†
L−K− 1

2
(M1x1)

e†K(M2y2)

+
L−2∑
K=1

∑
M1,y1

∑
M2y2

v(L,K)DL−1N
L−K−1(M1y1),K(M2y2)e

†
L−K−1(M1y1)e

†
K(M2y2)

の二つで与えられる。ここで、新しい係数は

w(L,K) = −2
√

2

√√√√(2L− 2K − 1)(2L− 2K + 1)

2K(2K − 1)(2K + 3)
x(L,K),

v(L,K) = −

√√√√(2K − 1)(2K + 2)(2L− 2K − 3)(2L− 2K)

(2K + 3)(2L− 2K + 1)
x
(
L,K +

1

2

)

で与えられる。Lが半整数の場合は存在しない。また、L = 1が存在しな

いのは明らかである。L = 2は存在するけれども、c†1(Mx)だけで表される

ので自明にQM 不変になる。したがって、L ≥ 3が新しいQM 不変な生

成演算子である。

その他に、一、三、四階のテンソル調和関数の足を持った構成要素が

存在する。それらを記述するために新たに n階のテンソル調和関数を含

むClebsch-Gordan係数 nEと nHを導入する。n = 2の係数は

2E
J(Mx)
J1(M1x1),J2(M2x2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

ij∗
J(Mx)Y

k
i J1(M1x1)YjkJ2(M2x2),

2H
J(Mx)
J1(M1x1);J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

ij∗
J(Mx)Y

k
i J1(M1x1)∇̂(jYk)J2(M2y2)

で定義される。n = 1の係数 1E
J(My)
J1(M1x1),J2(M2x2)と

1H
J(My)
J1(M1x1);J2(M2y2)はこ

れらの式の最初の Y ij
J(Mx)を ∇̂(iY

j)
J(My)に置き換えたものである。n = 4の

係数は

4E
J(Mw)
J1(M1x1),J2(M2x2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

ijkl∗
J(Mw)YijJ1(M1x1)YklJ2(M2x2),

4H
J(Mw)
J1(M1x1);J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

ijkl∗
J(Mw)YijJ1(M1x1)∇̂(kYl)J2(M2y2)

である。n = 3の係数 3E
J(Mz)
J1(M1x1),J2(M2x2)と

3H
J(Mz)
J1(M1x1);J2(M2y2)はこれらの

式の最初の Y ijkl
J(Mw)を ∇̂(iY

jkl)
J(Mz)に置き換えたものである。
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n = 1のベクトル調和関数の足を持つ構成要素は、L(≥ 3)を整数と

して、

B†
L− 1

2
(Ny)

=
L−1∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2,x2

x(L,K)1E
L− 1

2
(Ny)

L−K(M1x1),K(M2x2)c
†
L−K(M1x1)c

†
K(M2x2)

+

L− 3
2∑

K=1

∑
M1,x1

∑
M2,y2

w(L,K)1H
L− 1

2
(Ny)

L−K− 1
2
(M1x1);K(M2y2)

c†
L−K− 1

2
(M1x1)

e†K(M2y2)

で与えられる。

三階のテンソルの足を持つものは、L(≥ 3)を整数として、

D†
L− 1

2
(Nz)

=
L−1∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2,x2

x(L,K)3E
L− 1

2
(Nz)

L−K(M1x1),K(M2x2)c
†
L−K(M1x1)c

†
K(M2x2)

+

L− 3
2∑

K=1

∑
M1,x1

∑
M2,y2

w(L,K)3H
L− 1

2
(Nz)

L−K− 1
2
(M1x1);K(M2y2)

c†
L−K− 1

2
(M1x1)

e†K(M2y2)

で与えられる。

四階のテンソルの足を持つものは、L(≥ 3)を整数として、

E†
L(Nw) =

L−1∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2,x2

x(L,K)4E
L(Nw)
L−K(M1x1),K(M2x2)c

†
L−K(M1x1)c

†
K(M2x2),

E†
L−1(Nw) =

L−1∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2,x2

x(L,K)4E
L−1(Nw)
L−K(M1x1),K(M2x2)c

†
L−K(M1x1)c

†
K(M2x2)

+
L−2∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2,x2

y(L,K)4E
L−1(Nw)
L−K−1(M1x1),K(M2x2)d

†
L−K−1(M1x1)c

†
K(M2x2)

−
L− 3

2∑
K=1

∑
M1,x1

∑
M2,y2

w(L,K)4H
L−1(Nw)

L−K− 1
2
(M1x1);K(M2y2)

c†
L−K− 1

2
(M1x1)

e†K(M2y2)

の二つで与えられる。
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