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はじめに

19世紀の終わりに Planckによって提唱された種々の Planckスケールは
重力の量子化が必要とされる極小の世界を特徴づける基本単位である。
Planck長さ lpl = 1.616× 10−35 mは最小の長さ単位として知られていて,

多くの物理学者はこれよりも短距離の世界は存在しないと考えているか,

あるいはその世界は一般座標不変性とは異なる物理法則によって支配さ
れているのではないかと考えている。Planck長さにカットオフを入れ, そ
れを量子化された時空の実体であると考えている人が多い事がそれを表
している。しかしながら, この考え方こそが重力の理論が抱えている多く
の問題の元凶なのである。それは時空特異点の問題から安易に逃げてい
るだけで, 繰り込み可能性やユニタリ性, 宇宙定数, 原始ゆらぎの起源, 時
間, などに関する本質的な問題は, 結局のところ, Planckスケールの世界
を場の量子論としてどのように記述するかという問題なのである。
問題の根本に「重力は物質によって生じる時空の歪みである」という
基本的な考え方があって, それを具式化したのが Einstein方程式である。
この式は, 既知のスケールとして最大のHubble距離を超える巨視的な領
域から, 最小のスケールであるPlanck長さ付近まで, とてつもなく広い範
囲で成り立つ宇宙の基本方程式である。適用範囲がこれほど広い方程式
は他にない。それほど優れた式であるにも関わらず, 特異点の存在を否定
することが出来ず, そこで物理法則が破綻してしまう。その原因は指導原
理として導入された一般座標不変性にあるのではなく, Einstein方程式の
方にある。Planckスケールの壁を超えられないのは, それを超えた世界
でも一般座標不変性が成り立つように, 理論が正しく構築されていないか
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らである。
特異点の無い世界を記述するためには, 物質と重力の関係を見直さなけ
ればならない。それらは決して同じ土俵の上に立っているのではない。物
質は時空上で定義されているのに対して, 重力は時空そのものを定義して
いることを再認識する必要がある。通常, 物質は空間を伝播する粒子とし
て記述され, 重力も変動が小さければ粒子 (重力子)として記述される。し
かしながら, 時間や距離が意味を成さなくなるほど重力の揺らぎが大きく
なると, 粒子が空間を伝播する描像そのものが成り立たなくなる。Planck

スケールに近づくと, そのような時間や空間の実体が失われた世界が現れ
る。量子重力の研究分野でしばしば用いられる「背景時空独立性」, ある
いは単に「背景独立性」や「背景自由性」などの言葉はそのような状態
を表している。この量子状態も含め, 重力の状態全般を記述する式の一つ
がハミルトニアン拘束条件と呼ばれるもので, 一般座標不変性の帰結とし
て全ハミルトニアンが消えることを表している。
Planckスケールの壁を超えるためには, 繰り込み可能なだけでなく, 背
景時空独立性も備えた重力の量子化が必要である。それは重力子を基本
要素と考える量子重力理論では決して表現することは出来ない。それ故,

何らかの非摂動的な場の量子論の手法を導入しなければならない。本書
の主題の一つは,背景時空独立な世界を特別な共形場理論 (conformal field

theory, CFT)で記述する方法を紹介する事である。そこでは共形不変性
が一般座標不変性の量子的対称性として現れる。この理論では重力と物
質の役割は同等ではなく, 重力が主で物質が従の状態として表される。純
粋に重力だけの量子的な励起状態が存在して, その状態はすべてを生み出
す源泉としての働きをする。
背景時空独立な量子時空はふだん私たちがイメージする時空とかけ離
れている。そのことはつまり, このような量子時空が存在するならば, 必
ずそのような時空から現在の古典的な時空に移る瞬間がなければならな
いという事でもある。その瞬間のことを「時空の相転移」と呼ぶ。本書
で紹介する繰り込み可能な量子重力理論は, そのような時空相転移が起こ
る物理的エネルギースケールの存在を示唆している。それより高エネル
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ギー領域では特別な共形場理論で記述される背景時空独立な世界が現れ,

それ以下では共形不変性が完全に破れた, Einsteinの重力理論で記述され
る古典的な時空になる。そして, 宇宙初期で起こったに違いないこの変化
の瞬間こそがビッグバンの正体であると考えている。このような性質を
持つ理論を「漸近的背景自由な量子重力理論」と呼ぶ。
本書は半世紀にもわたる場の理論をベースとした量子重力理論研究の

発展と最新の成果を分かりやすくまとめたものである。重力の量子化が
何故必要なのか, 説明しなければならない物理的事象は何か。ハミルトニ
アンの固有値がゼロであるにもかかわらず, 自明でない状態, すなわちエ
ントロピー, が存在する理由は何か。これらの説明も含めて, 数式は象徴
的なもの以外は出来るだけ使わずに, 平易な言葉で理論を説明するように
心掛けた。幸い, 重力に関わる話は巷に溢れているので, 言葉に対する抵
抗は他の専門分野より少ないかもしれない。言葉自体はネットで調べれ
ばすぐに分かるが, ここでは言葉の背後にある意味を理解することを目指
している。避けられてきた物理の領域に踏み込むことで, 問題の本質を明
らかにしたい。内容を数式として理解したい方は, 以下の著書及び巻末の
文献を参考にして下さい。本書は一般向けに書いているが, Planckスケー
ルの世界に踏み込んだ専門家向けの書でもある。 論文として出版してい
ない議論も一部含まれている。専門的で難しい箇所もあるが, 飛ばして読
んでも全体像が分かるように書いたつもりである。

令和 4年 (2022年) 9月
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第1章
Planckスケールとは

あらゆる物理現象にはそのダイナミクスを記述する固有のスケールが存
在する。まず初めに, 私たちの宇宙に存在する最大のスケールから最小の
スケールまでを簡単にまとめてみる。
私たちが知りうる最大のスケールはHubble距離で, 約 4000メガパーセ

ク (Mpc)である。1パーセク (pc)は 3.26光年でメガ (M)は百万 (106)倍
を表す記号である。1光年が 9.5× 1015 mであることから, Hubble距離は
約 1026 mとなる。これは現在観測可能な宇宙の大きさに相当していてい
て, 特定の物理現象に関わるようなスケールとして, これよりも大きなス
ケールの存在は確認することができない。

図 1.1: 宇宙に存在する種々のスケール。最大から最小まで。

次に大きなスケールは銀河団,つまり銀河の集団のサイズで, 4 ∼ 5Mpc

である。それらがさらに集団を形成しているのが超銀河団で 10 ∼ 30Mpc



2 第 1章

の大きさになる。銀河自体のサイズは約 10万光年である。図 1.1に示し
たように, 順に太陽系, 太陽, 地球, 動物, 昆虫と続いて, ゾウリムシの大
きさが 10−4 mである。すなわち, Hubble距離はゾウリムシのおよそ 1030

倍になる。
さらに短距離になると, 物理でおなじみのスケールが現れる。水素原子
の大きさは約 1オングストローム (Å= 0.1 nm = 10−10 m), その原子核は
約 1フェムトメーター (fm = 10−15 m), さらに原子核を構成するクォーク
のサイズは 10−18 mと見積もられている。クォークは Gell-Mannによっ
て導入された物質を構成する最小の要素である素粒子の一つで, 全部で 6

種類あることが知られている。それよりも小さい構成要素は今のところ
知られていない。
これらよりも遥かに小さいスケールとして知られているのがPlanck長
さ lplである。それは, Einsteinの重力理論に現れる重力相互作用の強さ
を表すNewton定数G, 量子の世界を記述する際に現れる Planck定数 ℏ,
相対性理論の基本定数である光速 cの 3つの基本定数を用いて構成され
る長さスケールで,

lpl =

√
ℏG
c3

= 1.616× 10−35 m

で与えられる。Planck長さはその定義式に ℏを含むことから推察できる
ように, 重力の量子と関わりのあるスケールだと考えられている。
組み合わせを変えると質量のスケールも得ることが出来る。Planck質
量と呼ばれるそれは

mpl =

√
ℏc
G

= 2.176× 10−5 g

で与えられる。さらに, Planck質量に光速の2乗を掛けるとエネルギーの次
元をもつPlanckスケールが得られる。また,運動方程式を記述する際は上
記のものと係数だけ異なる換算Planck長さLP =

√
8π lpl = 0.81×10−34 m

や換算 Planck質量MP = mpl/
√
8π = 4.3× 10−6 gがよく使われる。

物体がそれ自体基本要素であるのか, それとも内部構造を持つものかに
よって状況は異なるが, 一般的にそのサイズはそれがもつ固有の質量と反
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比例の関係にある。Einsteinの有名な公式E = mc2により, 質量mはエ
ネルギー Eと同等であり, エネルギーの逆数に ℏを掛けると長さの次元
になることからも容易に理解できる。すなわち高エネルギーになればな
るほど, より短距離のスケールが現れることを意味する。
例えば, クォークが現れるミクロな世界を支配する重要なエネルギース

ケールとして以下の二つが良く知られている。一つはGlashowとWeinberg

とSalamの 3人によって独立に提唱された弱い相互作用と電磁相互作用を
統一的に記述する電弱理論 (electroweak theory)のエネルギースケールで,

もう一つは強い相互作用を記述する量子色力学 (quntum cromodynamics,

QCD)のエネルギースケールである。前者は約 100GeVで, 1 eVは電子
1個を 1Vで加速したときに得るエネルギー, G (ギガ)は 10億 (109)倍を
表す記号である。このスケールの逆数で与えられる長さがクォークサイ
ズの 10−18 mのオーダーである。もう一方のQCDエネルギースケールは
約 200MeVで, それに対応する長さはおよそ水素原子核のサイズを表す
1 fmになる。
量子重力の世界を特徴づける Planckエネルギーはおよそ 1019 GeVに
なる。それはクォークを覗き見ることが出来るエネルギーの 1017倍にも
なる途方もない高さである。素粒子物理学者は特別なスケールの存在が
知られていないこの 17桁におよぶエネルギー領域のことを「理論の砂漠」
と呼んでいる。もちろん, このような領域の存在を不自然と思うかどうか
は研究者による。砂漠の中に位置するスケールの候補として有名なのが
大統一理論 (grand unified theory, GUT)のエネルギースケールで, 理論
が正しいならば 1016 GeV付近に存在すると考えられている。それとは別
に, 量子重力にも Planckスケールとは異なる新たな力学的エネルギース
ケールが砂漠地帯に存在することが示唆されている。それについては後
の章で順を追って説明する。
Planck長さとゾウリムシの間には, 切りが良くなるのでLPの方を使っ
て比べると, 約 1030桁もの違いがある。そしてゾウリムシと宇宙最大の
スケールである Hubble距離の間も約 1030桁の違いがある。この比較か
らも Planck長さが途方も無く小さいことが分かる。そして, 宇宙の最大
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と最小のスケールの間には
Hubble距離
Planck長さ ≃ 1060 (1.1)

のように,「那由多」と呼ばれる 1060桁にもおよぶ違いがある。本書の目
的の一つはこの両極端の 2つのスケールを量子重力も含めた重力の理論
で結び付けることである。
さて本題である, 重力を量子化する, とはどういうことなのか。良く知
られているように, 量子化を行うと離散的な構造がエネルギー準位など
として現れる。量子重力の場合では時空がPlanck長さを単位として離散
的になるのではないかと考える人がいる。あるいは重力の量子的励起が
Planck質量を単位として離散的に現れると考える人もいる。しかしなが
ら, このような単純な見方は深刻な問題を抱えている。もし時空が不連続
なら, 重力理論を規定する一般座標不変性1, すなわち「一般座標変換の
下で物理法則が不変になる」という指導原理が損なわれてしまう。また,

次章で説明するが, Planck質量を超えた質量を持つ素励起が存在すれば,

Einsteinの重力理論では, それはもはやブラックホールになってしまう。
取りあえずこれらの問題を無視して, Einsteinの重力理論の量子化を実
行してみると果たして何が起こるのであろうか。通常の場の量子論の量
子化法は平坦なMinkowski時空上で定義されているので, その方法が使
えるように平坦な時空の周りでの重力場の小さな揺らぎ, すなわち重力波
を考えて, それを量子化することを考える。量子化されたこの揺らぎのこ
とを素粒子の一つとみなして「重力子」と呼ぶ。しかしながら, ここで新
たな問題が生じる。物理量が有限な量として計算できるためには, 場の量
子論は繰り込み可能でなければならないが, この理論は繰り込み不可能に
なる。つまり, 量子補正を計算すると次から次へと新しいタイプの紫外発
散が現れて, それを体系的に処理することが出来ず, 量子論として意味の
ある物理量を導くことが出来ない。
このような弱場近似による量子化では, 理論を有限にするために, 何ら
1省略せずに, 一般座標変換不変性と呼んだり, より専門的に微分同相写像不変性と呼

んだりする。
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かの紫外カットオフを導入して, Planckエネルギースケールより上の世
界に行けないように制限を課すことになる。すなわち, Planck長さより
短い距離は考えない離散的な構造を導入し, 且つそれが時空の実体である
と考えるのである。しかしながら, このような弱場近似では重力の本質的
な問題を扱うことが出来ない。そのことが繰り込み不可能性として現れ
ているのである。
Einsteinの重力理論と量子論の相性の悪さはこれだけではない。スカ

ラー曲率を用いて定義されるEinstein-Hilbert作用が正定値で無いことも
問題である。平坦な時空のまわりでの小さな揺らぎを考えている限り, そ
れは問題にならないが, 重力場の揺らぎが大きくなってくると, 不安定性
が現れる。また, この作用では, 量子論を考えても, 時空の特異点の問題
を解決することが出来ないのである。これについては第 3章で詳しく述
べる。
このような理論的な側面だけが重力を量子化することの難しさではな

い。計算が大変になることも難しさの一つの要因である。Einsteinの重力
理論は美しい理論であるが, 重力場はテンソル場なので, ベクトル場やス
カラー場に比べて, 格段に扱いが大変になる。さらに, 物質を表す既知の
場は運動量の次元を持っているのに対して, 重力場は座標系の取り方にも
よるが, 基本的に無次元の場である。それ故, 物質場の繰り込み可能な相
互作用は高々場の 4点関数までで表されるのに対して, 弱場近似で摂動展
開した重力場の相互作用は無限まで続く多点関数になる。昔は計算に埋
もれて, 疲れ果て, 結局ただ計算しましたで終わる場合が多かった。問題
が生じてもそれを解決するすべが見つからず, 場の量子論的手法は廃れて
いった。
まずは計算可能な理論体系を構築することが大事である。提唱されて
いる量子重力理論の多くは,見えない所,見るのが難しい所は見ずに,その
外側の振る舞いだけを議論して, それで十分だとする考え方が主流になっ
ている。それは昔, 1960年代に流行った散乱行列理論のような考え方で
ある。ハドロンの内部を記述することなく, 散乱行列やカレント代数を用
いて強い相互作用を理解する代数的手法である。散乱行列理論は現在も
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有益な, 複素解析を用いた数学的に美しい理論で, 多くの優秀な研究者を
魅了している。けれども, 結局は場を導入してハドロンの構造を直接的に
明らかにしたQCDに置き換わっていった。
本書の主題は,重力の量子化にまつわる諸問題を克服するために, Planck

スケールを超えた世界に「場」を導入する新しい手法を紹介することで
ある。ここでは, 理論の本質はあくまでも一般座標不変性であって, それ
を最後まで守ることが第一であると考える。そのためには連続性を保っ
たまま時空の量子化を行うか, 少なくとも連続性が適切な極限で復活する
ような量子化を行う必要がある。それは繰り込み可能な理論を考えるこ
とを意味していて, その結果 Planckスケール付近で理論は大きな修正を
受けることになる。この修正された理論で, 特異点, 繰り込み, ユニタリ
性, 励起状態, インフレーション, 宇宙定数, などに関わる諸問題を再考し
て, それらがどのように解決されるのかを以下の章で順次見ていく。
次章からは c = ℏ = 1と規格化した自然単位系でスケールを表すこと
にする。この単位系を使うと, Einsteinの有名な E = mc2の関係式に於
いて c = 1とすると分かるように, 質量とエネルギーが同じ単位で表され
ることになる。また, 長さと時間が同じ単位になって, それはエネルギー
の逆数になる。以後, 質量やエネルギーの大きさは主にGeVを用いて表
すことにする。付録 Aに各種の基本定数と, 自然単位系に変換する際に
有益な定数をまとめておく。



7

第2章
重力の量子化が必要な理由

量子重力理論が必要とされる場所として, まず最初に挙げられるのがブ
ラックホールの中心付近である。特異点の問題を解くためには重力の量
子化が必要であると考えられている。宇宙の創成期もまたしかりである。
宇宙は静的ではなく, 誕生した当初からずっと膨張し続けていると考えら
れている。つまり, 過去に遡れば宇宙は高温で高密度な状態であったと推
測され, 遂には量子重力が必要とされる領域に至ると考えられている。こ
こでは, より具体的に, これらの領域で重力の量子化が必要とされる理論
的及び現象論的な理由について説明する。
まず初めに, 広がりのない理想的な点で記述される素粒子像はEinstein

の重力理論と矛盾する概念であることを指摘しておく。何故ならそれは
重力理論から見ればブラックホールに他ならないからである。ただ, 粒子
の質量が Planckの質量スケールmpl (= 1/

√
G) = 1.221× 1019 GeVより

小さい場合は, 位置の不確定性の目安であるCompton波長 (質量の逆数)

が質量によって生じる自身のホライズン (事象の地平線)サイズより長く
なるため, 点状の粒子とみなしても差し支えない。しかしながら, Planck

質量を超えた質量をもつ粒子が存在したならば, そのホライズンサイズは
位置の不確定性の大きさを超えてしまうので, その粒子の情報は外から見
ることが出来なくなる。それはまさにブラックホールそのものである。
既知の素粒子の質量はすべてPlanck質量よりも十分小さいので重力の
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𝑚 > 𝑚𝑝𝑙  𝑚 < 𝑚𝑝𝑙  

ℎ𝑔 

λ 

図 2.1: 質量mの Compton波長は λ ∼ 1/mで与えられる。一方, 粒子のホラ
イズンサイズ (点線)は hg ∼ m/m2

plで与えられる。従ってm > mplでは右図の
ように λ < hg となって, 素励起の情報がホライズンの内側に閉じ込められて喪
失してしまう。このように Planckスケールを超えた世界では通常の粒子描像は
破綻する。

量子効果を考慮する必要はないが, 量子重力では Planck質量単位の素励
起が生じても不思議ではない。それはどのように記述されるのだろうか。
これは単なる素励起の問題だけではなく,ブラックホールの問題でもある。
Einsteinの重力理論を規定する基本方程式がEinstein方程式である。重
力場, すなわち計量テンソル場, を gµν , RicciテンソルをRµν , スカラー曲
率をR, 物質のエネルギー運動量テンソルを TM

µνと書くと, それは通常

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTM

µν (2.1)

と表される。この式は物質の存在が時空の歪みを引き起こすことを表し
ている。裏を返せば, 曲率が無限大になる特異点を解消するためには, 物
質そのものが消えて無くならなければならないと言っているようなもの
である。
初期宇宙に目を転じると, この事実は現在の宇宙がどのように生まれた
かという問題にも影響する。私たちを構成する物質はビッグバンが起き
た時に生成されたと考えられている。その際, 物質の源になるものが必要
である。Einsteinの重力理論の枠内では, それもまた物質でなければなら
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ない。すなわち, すべてを生み出す未知の場を導入しなければならなくな
る。Einstein方程式は物質が生成されたビッグバン当時から現在に至る
までの数 10桁に及ぶ壮大な宇宙の発展を記述する優れた方程式であるけ
れども, この方程式は同時に Einstein重力理論の限界も示しているので
ある。
さらに深く宇宙初期を見てみると, より現実的に量子重力理論の必要性

が明らかになる。宇宙論が今日のように大きく進展したのは, 1989年に
NASAのケネディ宇宙センターから打ち上げられた天文衛星, 宇宙背景放
射探査機 (Cosmic Background Explorer, COBE)及び 2001年にその後継
機として打ち上げられたWilkinsonマイクロ波異方性探査機 (Wilkinson

Microwave Anisotropies Probe, WMAP), 近年では 2009年に欧州宇宙機
関 (ESA)が打ち上げたプランク (Planck)天文衛星などによって, 宇宙マ
イクロ波背景放射 (cosmic microwave background, CMB)の揺らぎ (異方
性)が高い精度で測定できるようになったからである。これらの実験結果
から標準宇宙論のパラメータが決定され, それによってビッグバン以前に
空間が指数関数的に急激に膨張した時期があったとする, 佐藤とGuthと
Starobinskyによって提唱されたインフレーション理論が強く支持される
ようになった。
インフレーションのアイデアは, 主として, 何故ホライズンサイズより

もはるかに長距離の相関がビッグバン直後の宇宙初期に存在しているの
かという「地平線問題」と, 何故空間の曲率が小さいのかという「平坦性
問題」を解くために導入された。このアイデアを自然に解釈すれば, 宇宙
は誕生から現在までおよそ 1060倍膨張したことになる。それは (1.1)で
示したように, まさに宇宙最大のスケールであるHubble距離と最小のス
ケールである Planck長さ lplが結ばれることを意味する。このことから,

観測された CMBの揺らぎスペクトルの中に宇宙創成期の重力の量子的
な揺らぎの痕跡が記録されていると期待されるのである。
ただ, この事だけで量子重力の痕跡が残っていると信じることは出来な

い。素朴に考えると, 宇宙初期の情報の多くは長き時間の経過の中で失わ
れてしまっているのではないか。ましてや重力の量子効果の痕跡など残っ
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ているはずがないのではないかと思える。しかしながら, 宇宙の歴史を順
に過去へ遡っていくと, その疑問に答えることが出来るのである。それを
示すために, 先ずは標準宇宙論の土台である Friedmann時空解について
良く理解しておく必要がある。
Friedmann解は一様等方性を仮定して求めた Einstein方程式の動的な
解の一つである。ここで強調しておかなければならないことは, この解は
不安定な解であるということである。通常, このような解が物理として選
ばれることはない。なぜなら, この解のまわりの小さな揺らぎ (摂動)を
考えると, それは時間とともに成長して, 解から大きくズレてしまうから
である。にもかかわらず, 宇宙は現在も Friedmann解で良く近似できる。
Sloan Digital Sky Survey (SDSS)による銀河が質点に見えるほど広範囲
な全天での銀河分布の観測結果 (図 2.2)はそれを見事に示している。不安
定な Friedmann宇宙が 100億年以上長く続いているとするなら, この事
実はその初期値を与えるビッグバン直後の揺らぎ, 原始揺らぎ, の振幅が
不自然なほど小さかったことを意味している。

図 2.2: SDSSによる全天での銀河分布の観測結果 [https://www.sdss.org]。1つ
1つの点が銀河を表している。データの無い部分は天の川銀河面である。
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ビッグバン以後, その小さな揺らぎが成長して星や銀河, 銀河団といっ
た構造が造られる。これらの構造形成は非線形効果を含むので単純な摂
動論では記述できないが, 宇宙が中性化するまでは, 揺らぎはまだ小さく,

摂動論が適用可能である。この事実に基づいて宇宙の発展を摂動的に記
述する学問を宇宙論的摂動論と呼ぶ。それについては第 9章で解説する。
中性化以後, 光は物質との相互作用から自由 (脱結合)になるため揺らぎ
が成長しなくなる。そのため, 脱結合する時点での揺らぎのスペクトル
が分かれば, 現在のCMBの揺らぎスペクトルのおおよそを知ることがで
きる。

図 2.3: WMAPの全天の CMB温度揺らぎ分布 [https://map.gsfc.nasa.gov]。

PenziasとWilsonによって1964年に発見されたCMBは温度Tが3度K

のPlanck分布をしている。その分布からのズレの大きさである温度揺ら
ぎ振幅 δT/T が 10−5のオーダーであることを初めて観測したのがCOBE

天文衛星である。この発見に対して, 実験を主導したMatherと Smootの
2人に 2006年のノーベル賞が授与された。その後継機であるWMAPに
よって得られたより詳細なCMBの温度揺らぎ分布が図 2.3で, それを統
計処理して得られた温度揺らぎスペクトルが図 2.4である。
このスペクトルは主に放射優勢な時代から現在までの宇宙の歴史を記

録している。宇宙初期のスペクトルはほぼ特徴のないスケール不変な形
であったと考えられていて, Harrison-Zel’dovich型と呼ばれるそのスペク
トルを図 2.4のなかに書き込むと, 多重極モーメント lの小さいところに
ある凹みの底部を通る水平な直線になる。すなわち, その直線からの変形
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図 2.4: WMAPの CMB温度ゆらぎスペクトル [C. Bennett, et.al., Astrophys.

J. Suppl. 208 (2013) 20]。

が宇宙進化の過程で揺らぎが受けたダイナミクスを表している。
これらの変形のほとんどは宇宙が放射優勢から物質優勢に変わる時期
から中性化するまでの期間に起こる。それ以前ではスケール不変なスペ
クトルが保たれるため, 放射優勢な時代が続く限りどこまでも過去に遡る
ことができる。揺らぎのサイズがホライズンサイズより大きな時期では
スペクトルはほとんど変化しない。特に, l < 30のCMB多重極成分は宇
宙の中性化以後にホライズンの内側に入るか, もしくは現在も入っていな
い大きなサイズの揺らぎ成分で, ビッグバン直後の原始のスペクトルをそ
のまま保っていると考えられている。そのため, Einsteinの重力理論が正
しい限り, 現在のCMBスペクトルから原始スペクトルが生成されたビッ
グバン直後の情報を引き出すことができる。
標準宇宙論が私たちに突きつける事実は直感と矛盾しているように思
える。宇宙初期は高エネルギー反応の坩堝で, 揺らぎが大きかったと考え
るのがむしろ自然だからである。このことから, 初期値としてたまたま小
さい値が選ばれたと考えるよりもむしろ, 少なくとも宇宙の構造形成に関
与する揺らぎに対しては, それを小さくする何らかのメカニズムが初期に
あったと考える方がシナリオとして受け入れやすい。これを明らかにす
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図 2.5: WMAPが描く標準宇宙論のシナリオ [https://map.gsfc.nasa.gov]。

ることは初期宇宙論の大きな課題の一つである。
私はこの問題を解く鍵がインフレーションにあると考えている。100億

年以上もの長きにわたって Friedmann宇宙が続くために必要な非常に小
さな揺らぎの初期値を与えるメカニズムとして, それを捉えることは理に
かなっている。インフレーションを誘起する力が重力の量子効果によっ
て与えられ, その期間中に揺らぎが小さくなったと考えると話がよりすっ
きりする。
量子重力理論の目的の一つはまさにそのようなインフレーションのダ

イナミクスを明らかにして, Friedmann宇宙の初期条件を与える原始スペ
クトルを導出することである。それは非常に小さな振幅をもった, ほぼス
ケール不変で, 且つスカラー的なスペクトルでなければならないことが観
測結果から示唆されている。インフレーションはどのように誘起される
のか。重力場はテンソル場で与えられるにもかかわらず, 何故初期の宇宙
ではスカラーモードが優勢になるのか。揺らぎが小さくなる過程はどの
ように記述されるのか。量子重力のこれらの問題に対する答えも含めて,

Planckスケールを超えた世界から現在に至るまでの宇宙の進化のシナリ
オについては, 主に本書の後半で解説する。
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第3章
初期の量子化の試みと挫折

重力と場の量子論を結び付けた最初期の仕事の一つとして, 1962年の内
山とDeWittによる曲がった時空上で量子化された物質場の繰り込みにつ
いての研究がある。内山と言えば, YangとMillsとは独立に, 非可換ゲー
ジ理論と重力を結び付けた研究を完成させていたことで有名で, 1954年
に京都大学での会議でその成果を発表している。残念なことに, そのとき
の反応が否定的だったため, 論文として発表することをためらっている間
に先を越されてしまったと伝えられている。
1960年代の後半に入って Einsteinの重力理論を量子化する試みがDe-

Wittによって本格的に始められた。当時のことに詳しいわけではないが,

力を媒介する場と言えば電磁場や重力場ぐらいしか認知されていなかった
時代である。前者が量子電磁力学 (quantum electrodynamics, QED)とし
て完成したのだから, 次は重力場だ, となっても不思議ではない。Einstein

が夢見た統一理論を構築する上でも, すなわちすべての場を一つの理論体
系の下で定式化するためにも, 重力場を他の場と同じ土俵に乗せる必要が
あっただろうし, 同時に時空の特異点の問題が解消できるのではないかと
いう期待もあったと思われる。
1970年代に入ってから´t Hooft, Veltman, DeserとNieuwenhuizenらに
よって重力の繰り込みについての研究が始められた。最初は弱い重力場
の近似で量子化することが試みられた。すなわち, ある古典的な背景時空
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からの小さな揺らぎ (摂動)を考えて, その揺らぎを量子化することであ
る。通常は, 重力場を表す計量テンソル場を

gµν = ηµν + κHµν (3.1)

のように, 背景時空として平坦な時空を採用して, 揺らぎを表す場Hµνが
真空中を伝播する状況を考える。ここで, ηµν はMinkowski計量である。
もちろん考える対象に合わせて曲がった背景時空を選ぶこともできる。
展開のパラメータ κは相互作用の強さを表すことから結合定数と呼ばれ,

Newton定数の平方根, すなわち Planck長さ lplの単位を持つ。このよう
に真空中を伝播する重力場の揺らぎのことを重力波と呼ぶ。素粒子の世
界では電磁波を光子と呼ぶように, 重力波を重力子と呼ぶことが多い。重
力子を媒介とした相互作用は図 3.1や図 3.2のような Feynman図で表さ
れる。

p1

p′1

p2

p′2

図 3.1: 重力子 (点線)を交換するスカラー粒子 (実線)の散乱。

p

p′

k

k′

図 3.2: 重力子とスカラー粒子の Compton散乱。

しかしながら, このような弱場近似で量子重力を定式化することには多
くの問題がある。弱場近似ではそもそも Einstein重力理論の最大の問題
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である特異点について何ら答えることは出来ない。それでも当時は, それ
以外に量子補正を具体的に計算する方法が無かったので, そのような設定
から量子重力の研究が始まった。
取りあえず特異点の問題を脇に置いといて前に進むと, 紫外発散という
新たな大問題が生じる。量子化するとループを含むFeynman図が量子補
正として現れ, それを計算すると答えが無限大になってしまうのである。
既知の他の量子場はみな繰り込み可能で, 発散を体系的に処理することが
出来るのに対して, Einsteinの重力理論は繰り込み不可能になってしまう
ことである。その原因は, 繰り込み可能な場の量子論では相互作用の強さ
を表す結合定数が無次元になるのに対して, この重力理論は結合定数が次
元を持っているからである。
何故, 重力場の結合定数だけが次元を持つのか。それは運動方程式を導
く作用が無次元量でなければならないことからすぐに分かる。電磁場や
電子の場はそれ自体次元を持っていて, さらに座標微分を含めたそれらの
作用は余分なスケールを導入しなくても無次元になる。それ故, 結合定数
も無次元になる。一方, 重力場を表す計量テンソル場 gµνは本質的に無次
元の場である。そのため座標微分を２つ持つスカラー曲率Rを４次元体
積で積分して得られる Einstein重力理論の作用, Einstein-Hilbert作用と
呼ぶ, を無次元にするには, 不足した次元を補うためにスケールを導入す
る必要がある。それがNewton定数Gである。
重力場が厳密に無次元の場であることは, 本書で取り上げる多くの物
理現象に於いて重要な意味を持つ。展開式 (3.1)では場を再定義してHµν

にゲージ場と同じ次元を持たせているが, それは便宜上のことであって,

ゲージ場と違って, この展開から生じる相互作用項は無限まで続く多点関
数になる1。また, 後の章でスケール不変な重力場のダイナミクスを議論
する際にも無次元であるということが本質的に効いてくる。
一般的に, 繰り込み不可能な場の量子論では, 発散を処理するためにエ

1この分野の慣例により, (3.1)ではHµν の 1次で止めているが, gµλgλν = δµν で定義
される計量テンソル場の逆は gµν = ηµν − κHµν + κ2Hµ

λH
λν + · · · のように無限に続

く場の多重積で展開される。√
−gも Rも同様に展開される。
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ネルギーに上限を設ける必要がある。つまり, それ以上に行けないように
何らかの紫外カットオフを設けるのである。それはカットオフ以下のエ
ネルギースケールで有効な理論として考ていることを意味する。Einstein

の重力理論では通常 Planckエネルギーにカットオフを入れる。
しかしながら, これは高エネルギー物理を記述する基礎理論として問題
がある。特異点などの問題を議論するためには無限に小さな領域まで扱
えなければならない。それ故, Planckスケールを超えた世界を記述する
ためには, 繰り込み可能性は必要な条件なのである。

Einstein重力を修正する初期の試み

Einstein重力理論の問題点はその作用にある。繰り込み可能な理論がもっ
ている作用の特徴の一つは, 微分の階数が最も高い運動項がスケールを
もっていないということである。そのため, 高エネルギーに行けば行くほ
どその運動項が優勢になり, 質量項などの有次元パラメータをもつ項は無
視できるようになる。これに対して, Einstein-Hilbert作用はNewton定数
というスケールを持っていて, それが理論の最高微分項として与えられる
ので, スケールの存在を無視できるような極限が存在しない。そのため,

スケールの無い世界に移行することが出来ず, エネルギーに上限のある理
論になっている。前章の初めに述べた問題も結局のところここから生じ
ている。
1970年代の後半に入ってから, 繰り込みの問題を解決して, Planckス
ケールを超えた領域に入るために, Einsteinの重力理論を修正する試み
がなされた。Einstein理論の本質は一般座標不変性であって, いわゆる
Einstein方程式はそれから導かれたものの一つである。修正はあくまでも
一般座標不変性を満たすように行われるべきである。その一つが Stelle,
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Tomboulis, Fradkinと Tseytlinらによる４階微分を含む無次元の作用を
導入する方法である。
その作用は以下のように構成される。重力場の性質を記述する重要な関
数として, Einstein-Hilbert作用に採用されているスカラー曲率R, Einstein

方程式に現れるRicciテンソルRµν , 時空の曲がり具合を表すRiemann曲
率テンソルRµνλσがある。それらをそれぞれ 2乗して, 計量テンソル場で
時空の脚をつぶした 3つの関数, R2とRµνR

µν とRµνλσR
µνλσ, を考える。

それらは４階微分のスカラー関数なので, ４次元時空体積で積分すると無
次元になる。そのため, それらを作用として採用した重力理論の結合定数
は無次元となり, 繰り込み可能な理論の候補になる。
時空の曲がり具合を表すRiemann曲率テンソルは特に重要で, それは
光子などのゲージ粒子の場の強さ Fµν (電場や磁場など)に相当する量と
考えることが出来る。実際, 数学の分野では Fµν は曲率と呼ばれている。
Einstein方程式の問題点はまさに重力場の強さを表す曲率テンソルが含
まれていないことである。それは, ゲージ場の運動方程式が∇µF

µν = Jν

のように場の強さとカレント Jµで書けることと対比をなしている。それ
故, Riemann曲率テンソルの 2乗を重力場の作用に含めることは理にか
なっていると思われる。けれども, この作用を採用すればすべてOKとは
残念ながらならないのである。
先ずはこの作用の良いところから説明すると, それらは
1. 繰り込み可能になる,

2. 作用が下に有界になる,

3. 特異点が解消する
の性質を満たすことである。1.はすでに述べたように, 摂動展開に用いる
結合定数が無次元になることからくる。
2.の性質は曲率の 2乗を考えていることから保証される2。このことは

安定性の観点から極めて重要である。これに対して, −∞から∞までの
2正確には, 2番目の性質はWick回転を施して Euclid化した場の量子論の作用が満

たすべき性質として挙げている。詳しくは第 6章を参照。
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値をもつスカラー曲率Rそのもので定義されるEinstein-Hilbert作用は下
に有界な関数ではなく, エネルギーの底が抜けている状態になっている。
そのため, 正則な背景時空の回りの小さな摂動を考えている場合は問題な
いが, 重力場の揺らぎが大きくなると, その系は量子論的に不安定になる
ことを示している。つまり, 曲率の 2乗の作用を考えることはEinsteinの
重力理論がもつこの不安定性の解消につながる。
3.は量子重力で最も期待していた性質の一つである。特異点を持つ時
空解の代表である Schwarzschildブラックホール解はEinstein方程式の解
の一つで, Rµν 及びRが消えるRicci平坦な解である。一方, Riemann曲
率テンソルRµνλσは値を持って, 解の中心で発散する。特異点とはまさに
Riemann曲率テンソルが発散する点のことを指す。このことは, つまり,

Riemann曲率テンソルの 2乗を持つ作用は特異点をもつ解を代入すると
発散するということである3。 一般に, 作用が発散するような場の配置は
非物理的なものとして排除される。その際, 作用が正定値であることも重
要な条件で, それが発散する場の配置は, その存在確率がゼロになること
を意味するからである。このことは, 第 6章で改めて議論するが, 経路積
分による量子化法を用いると統計力学的に理解することができる。
これらのことは Einstein重力理論の問題点もあぶり出す。上で述べた
ように, 物理的な解とはそれを作用に代入しても有限になるような解であ
る。ゲージ理論におけるソリトン解とかインスタントン解がその良い例
である。一方, Einstein-Hilbert作用は不定値なだけでなく, スカラー曲率
がゼロになる Schwarzschild解に対して消えるので, ブラックホールの特
異点が物理的な解として存在することになってしまう。このことが大き
な問題なのである。
重力の量子論として, Einsteinの重力理論を中心に据えて定式化しよう
とするする試みが依然として多いのが現状である。その理由の一つとし

3Riemann曲率テンソルの 2乗は, Euler標数の表式を利用して, しばしば作用から取
り除かれることがあるが, それは正則な時空の周りでの摂動理論を考えるときのように,

時空に特異点がないことが明らかな場合にのみ実行出来ることである。ここでは, その
ような前提を置かない一般的な場合を想定して説明している。
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て, ユニタリ性の問題を気にしなくてよいからというのがある。しかし,

それは誤りである。なぜなら, Einstein-Hilbert作用では時空特異点を取
り除くことが出来ないからである。この理論のユニタリ性はあくまでも
散乱行列が定義できる弱場近似の場合に限って保証されていると考える
べきである。
ここまで, Einstein-Hilbert作用にはない, 4階微分重力場作用の良い点
について述べた。このように書くとすべて上手く行くように思えるが, 現
実はそう単純ではない。まず, これまでの議論だけでは作用が一意に決ま
らない。特異点を排除するためにRiemann曲率テンソルの 2乗が含まれ
るべきであるが, 一般座標不変性だけではまだ任意性が残ってしまう。そ
れ以上に問題なのは量子化の方法である。まず初めに試みられたのは, 言
うまでもなく, 弱い重力場近似, すなわち重力波近似である。平坦な時空
の周りで (3.1)のように摂動展開する方法が採用された。その際, κの代
わりに, 展開のパラメータとして新たな無次元の結合定数が導入される。
このアプローチが採用された理由はもちろん具体的に計算ができる方法
論が 1970年代当時はそれしかなかったからである。
弱場近似による量子化は, この場合でもやはり問題である。探し求めて

いるのは Planck長さよりも短距離の極小の世界を記述する理論であり,

そこは極超高エネルギーの世界である。にもかかわらず, 弱場近似とは,

ブラックホールの中心近傍で重力場が弱くなり, 平坦な時空が現れること
を仮定したことになる。それは奇妙である。私たちは中心に近づくにつ
れて重力に押しつぶされて行くと思っていたのに, そこまで行くと逆に穏
やかで平坦な, 地球上と大して変わらない環境が現れると言っているので
ある。あるいは, 宇宙初期まで遡ると, そこもまたすべての物質が押しつ
ぶされた重力場の強い状態であると考えているけれども, 弱場近似はそう
ではないと仮定しているのである。
弱場近似が採用された背景には, 原子核などのハドロンの物理を記述す

る強い相互作用の理論として導入されたQCDの成功も影響している。そ
の理論が示す「漸近的自由性」という性質は, 短距離, すなわち高エネル
ギー極限で相互作用が弱くなって, ハドロンの構成要素であるクォークや
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グルーオンが自由粒子のように振る舞いというものである。繰り込み可
能な量子重力理論の初期の研究も, ゲージ理論の一種として, 同じような
性質を持つものと仮定して進められた。
取りあえず設定の物理的奇妙さは脇に置いといて, 弱場近似で重力場を
量子化すると理論的にどのような問題が生じるのかについて述べること
にする。摂動論自体は問題なく定義できて, それは繰り込み可能な場の量
子論になる。しかし, 物理量に大きな問題が生じる。いわゆる「ゴースト
粒子問題」である。ゴーストとは非物理的であることを指す言葉で, その
作用の符号は正常な粒子のそれとは逆になっていて, 下に有界でない場合
を言う。ゴースト粒子が実在する場として散乱に寄与するとユニタリ性
が破れてしまうので, それは観測されてはならない粒子である。一般的に,

4階微分を持つ自由場の理論は通常の 2階微分の場の理論と比べて 2倍の
自由度を持っている。そのうちの一方が物理的な自由度ならば他方は必
ず非物理的な自由度になってしまうことが問題なのである。
一方で, 漸近的自由性を示す相互作用をもった 4階微分場の量子論だと
量子補正のおかげでゴーストが表に出てこないことがLeeとWickによっ
て示唆されている。1970年代の 4階微分量子重力理論はその成果を踏ま
えて研究が進められた。それは低エネルギーでゴーストが実世界に現れ
ないことを言っているが, 高エネルギーで相互作用が消えると, 結局そこ
はゴースト粒子が現実に飛び交っている世界になる。このように弱場近
似を用いた単純な摂動論では問題の本質的な解決に至らなかった。
この高階微分場のゴースト問題は一般的な場の量子論の教科書には載っ
ていない専門性の高い問題で, そのままNo-Go定理として受け止めてい
る人も多い。Einsteinの重力理論に固執する人の多くはそう受け止めて
いるように見える。Planckスケールの壁を超えるためには, この問題に
対する答えを見つける必要がある。4階微分作用のゴーストの問題は, 場
の自由度が物理的なモードと非物理的なモードに分解できることにある。
弱場近似を採用すると, 粒子の運動項だけが残る摂動のゼロ次で, それら
はそれぞれ独立な自由度として振る舞うようになることが問題なのであ
る。LeeとWickの研究の本質は 2つのモードが相互作用で結び付くこと
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で互いに独立でなくなることにある。
このことは問題解決のための一つのヒントを与える。もし 2つのモード
を結び付けるようなゲージ対称性が紫外極限で存在するならば話は変わっ
てくる。ゴーストが実世界に現れるとは, それが単独でゲージ不変になる
ことであるが, 結び付けるようなゲージ対称性があれば, 個々のモードを
ゲージ非不変にすることが出来るからである。当然のことながら, このよ
うな状況は単純な弱場近似の摂動論では実現できない。なぜなら, ゲージ
対称性があっても相互作用が消える紫外極限では, ゲージ変換はモードご
とに作用して, 他のモードと混じり合わないからである。
重力の量子化にまつわる理論的そして物理的な問題点を克服するため

には何かが足りないのである。それは一体何なのか。重力が量子化され
た時空のイメージは時間や空間が大きく揺らいだ状態である。原点に立
ち返って, そのような量子状態を正しく表現する理論を構築する必要が
ある。
時間や空間が不確かになるほど重力場が大きく揺らいだ状態とは, 特定

の背景時空を採用しても, それ自体にもはや物理的な意味がないことを表
している。そのような性質のことを「背景時空独立性」又は「背景自由
性」と呼ぶ。それはつまり特定の背景時空上を伝播する伝統的な粒子描
像が成り立たなくなることを意味する。
それを表現するためには何らかの非摂動的な手法を導入する必要があ

る。次章で紹介する新たな定式化の中核となる部分は非摂動的な場の理
論の代表格である共形場理論の特別なケースとして記述される。それは,

通常の共形場理論と違って, 共形不変性がゲージ対称性として現れる場の
理論である。つまり, 共形変換で移り変わることが出来るスケールの異な
る世界がすべてゲージ同値になることを意味する。このように代数的に
背景時空独立性が表現され, このゲージ対称性の存在によってゴーストの
問題も解決することが出来る。
そもそも,ゴーストの問題は量子論に限った話ではない。Einsteinの重力

理論にはEinstein-Hilbert作用の不定値性の原因となる負計量のゴースト
モードが存在する。局所的にはそれを取り除くことが出来て, 物理的な重
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力波モードだけで理論を記述することが出来る。しかながらし, Friedmann

時空のような時空全体の構造を考えるときは負計量のモードの存在が重
要な働きをする。それは一般座標不変性を保つために, すなわちハミルト
ニアンをゼロに保つために, 必要なモードであることを表している。以後
の数章で, 量子論に於いてもゴーストモードが一般座標不変性を保つため
に重要な役割を果たすことを解説する。ゴーストは物理量として局所的に
現れることは決してないが, ハミルトニアンがゼロになる非自明な時空の
量子状態を記述するために必要不可欠な要素であることを明らかにする。

場を使わない試みについて

場の量子論的手法が行き詰った 1980年代以降, それに依らない新たな方
法が主流になった。弦理論やループ量子重力がその代表例である。背景
時空独立性を実現する場の量子化法を紹介する前に, ここで場を用いない
方法について簡潔にまとめておく。
弦理論は元々ハドロンの物理を支配する強い相互作用を記述するため
に南部らによって考えられたもので, 1960年代に発展した散乱行列理論
の流れを汲む理論である。粒子間の相互作用の散乱振幅が, 紫外発散を伴
わずに, 計算できる定式化になっている。
この理論の本質は, 物質の基本要素として, 点状ではなく 1次元の拡が
りを持った弦状の物体を考えることである。それが分離したり合体した
りしながら平坦な時空間を運動している。弦の固有振動モードが粒子に
対応して, その離散的なエネルギースペクトルが質量スペクトルになる。
質量がゼロになるモードが特に重要で, それが素粒子模型を構成する粒子
になる。その中に, スカラーやベクトルのモードだけでなくテンソルモー
ドである重力子も含まれていて, それ故, 統一理論の候補として研究され
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るようになった。さらにフェルミオンの自由度を加えた超弦理論は万物
の理論とか究極の理論と呼ばれるようになっていった。
理論のもう一つの大きな特徴は, Lorentz不変性を保つために時空が 10

次元又は 26次元でなければならないことである。超弦理論は 10次元で
定義されている。そのため, 4次元である現実世界を記述するためには余
分な 6次元空間を観測できないほど小さく丸める必要があり, それをコン
パクト化と呼ぶ。
弦理論は, ユニタリな散乱行列が計算できる, 弱場近似をベースとした

理論体系になっていて, Newton定数に対応する長さの 2乗の次元をもつ結
合定数α′ (弦の張力はこの逆数)による摂動展開で定義される。それ故, 散
乱振幅を再現するように構成された弦理論の有効作用は, Einstein-Hilbert

項を最低次として, 曲率のべき乗で表される高階微分項で展開される形に
なる。また, 繰り込み可能な理論と異なって, その各項が古典的に扱える
局所的な作用になることも特徴の一つである4。
理論がもつ唯一のパラメータが次元を有する α′で, Einsteinの重力理

論と同様に, そのスケールの存在がどこまでも無視できないような理論に
なっている。そのため, その逆数の平方根がエネルギーの上限となり, 摂
動展開はそれ以下で行われることになる。いずれにせよ, 点状でも, 弦状
でも, 物体が特定の背景時空の中を運動するという視点のままでは上限を
突破することは困難だという事である。
一般に, 物理現象にはそれ固有のスケールが存在する。弦理論には元々

α′しかないので, それよりも低エネルギーの現象を記述すためのスケール
は空間を丸めたときの半径などで対応することになる。その仕方は原理
的に無数にあるが, 通常は必要とする対称性が残るようにコンパクト空間
の幾何を決める。コンパクト化の問題点はそれが基本的に恣意的である

4弦理論有効作用の曲率の 2次の項は, Lovelockの重力理論の作用のように, Gauss-

Bonnet型だけになる。Gauss-Bonnet項を (3.1)で摂動展開すると, 次元に依らず, 場の
2次の運動項は消えて, 3点以上の相互作用項だけが現れる。高階微分項もすべて相互作
用項のみを与える。つまり, 運動項は 2階微分の Einstein-Hilbert項からのみ導かれる
ため、漸近場として自由に伝播するモードが物理的な重力子だけとなって, 散乱行列の
摂動的ユニタリ性が保たれる。
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ということである。
1990年代に入ってから, Dブレーンと呼ばれる高次元物体が新たな自
由度として登場した。元々は弦理論の強結合状態を記述するために導入
されたものである。それを記述する方法として, 世界体積 (物体の運動の
軌跡)の理論として表す方法と超弦理論の有効場の理論である超重力理論
のソリトン解として表す方法の 2通りが知られていた。それらの対応関
係から AdS/CFT対応というアイデアが前世紀の終わりごろMaldacena

によって提唱された。それはAdS (=Anti de Sitter)空間の境界に共形場
理論 (conformal field theory, CFT)が現れるという予想である。弦理論か
ら生まれたこのアイデアは, いまではホログラフィック原理とも呼ばれて,

もはや弦理論とは独立に発展している。
AdS/CFT対応が活用されている研究領域は, ＱＣＤやクォークグルー
オンプラズマ, 物性物理学の分野で, Wittenによってグルーオンの励起状
態 (グルーボール)のスペクトルの解析に適用されたのが始まりである。
ただ, 重力の言葉を使用しているが, それらは重力のダイナミクスとは直
接関係の無い話ばかりである。その本質は, ゲージ対称性を保ったまま,

ダイナミクスを記述するためのスケールを導入することにある。単純に
ゲージ場に質量項を加えるようなやり方ではゲージ対称性が破れてしま
うことは良く知られている。繰り込み可能なゲージ理論では非局所的な
量子補正項を通してスケールが入るが, ここでは空間を曲げることで入れ
ているのである。さらに, いくつかのＤブレーンを余剰次元で絡ませるこ
とで, 研究対象が持つ大域的対称性を作りだしたりする。このようにして
導かれた曲がった時空上の運動方程式は, 解くことが比較的容易な局所的
な場の方程式になっている。このアプローチの成功は, ゲージ対称性と大
域的対称性が物理現象の骨格を決めていることを暗に示している。
この対応を逆手に取って, CFTを調べれば, AdS上の量子重力が記述で
きるはずだという主張がなされていて, AdS量子重力理論と呼ばれてい
る。ただ, それは背景時空に依った話で, 次章で解説する, CFT自体が背
景時空独立性を表現する場の量子論として与えられる方法とは本質的に
異なる。
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統一理論としての弦理論は, なんでも含むが何も説明できない状況に
なっている。ただ, 空間を丸めたりする際に幾何学や群論などの知識が必
要で, その数理的な美しさに魅了されている人は多い。今ではそちらの方
が多いと思われる。数理サイエンスとしての興味は尽きないが, 重力のダ
イナミクスについて説明できることは少ない。
もう一つの代表例である Rovelliと Smolinによって提唱されたループ

量子重力理論は, 弦理論が持たない背景時空独立性を強調して支持を獲得
した理論である。時空を離散的に定義して, 可能な時空配置をすべて足し
上げることで背景自由性を実現しようとする試みの一つである。エネル
ギー運動量テンソルがゼロになる拘束条件, すなわち一般座標不変性の条
件, を満たす状態が, 点 (ノード)とそれをつなぐ線 (リンク)から構成され
るグラフで表される。それをスピンネットワークと呼んでいる。さらに
離散的な時間を加えたものをスピンフォームと呼んでいる。
格子ゲージ理論と違って, この理論は連続極限を取らない。むしろ面積

や体積が離散化されていることが重力の量子化であると考えている。面を
貫くリンクの数や空間の中に含まれるノードの数によって, その部分の面
積や体積が Planckスケールを単位として与えられる。しかしながら, 離
散化すればその時点で連続的な対称性である一般座標不変性は破れてし
まう。空間成分についてはWilsonループのような変数の存在を想定して
拘束条件を満たすように工夫しているが, 時間が関係するハミルトニアン
拘束条件を満たしているとは言えない。そもそも, 連続的な対称性に由来
した拘束条件を満たす状態がスピンネットワークで過不足なく表現でき
るのか疑問である。
これは元々Einsteinの重力理論をArnowitt-Deser-Misner (ADM)形式

を用いて正準量子化する試みから始まったもので, Wheeler-DeWitt方程
式を解く試みと関係している。拘束条件を満たす状態を構成するために,

場の変数をAshtekarの新たな変数に書き換え, 前述のループ変数が導入
される。ここまでは Poisson括弧を用いた古典論の話である。量子論に
移行するにはそれを交換子に置き換えるのが定石だが, ここで問題が生じ
る。それについては続く 2つの章で触れる。ループ量子重力はそうせず
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に状態をスピンネットワークで表現すことで量子化が実行されたとして
いる。これは経路積分法とも違い, 常とは異なる新しい理論になっている
と考えるべきである。この理論は一般座標不変性を原理原則としている
ように見えるが, 実際にはイメージが先行しているように思う。
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第4章
背景時空独立性を実現する方法

重力を含む統一理論を構築するためには, 重力場も他の場と同じ土俵で
考えなければならない。それは特定の時空間を伝播する重力子の描像を
前提にしているとも言える。しかし, ここではその立場を取らない。なぜ
なら, 物質場は時空の存在の下で定義されるが, 重力場は時空自身を定義
するものだからである。他の場と異なり, 重力場は本質的に無次元で, す
べての場と直接的に結合している。この事実にもっと注目すべきである。
重力場と物質場の役割はおのずと違っていて, その違いが顕著になるのが
Planckスケールを超えた世界である。そこでは重力の揺らぎが大きく, も
はや粒子が伝播する描像が成り立たなくなる。
ここまでの議論で言えることは, 結局のところ, 単純な弱場近似による

摂動論は諦めなければならないということである。そもそも, Riemann曲
率テンソルが消えるような時空配置の回りで摂動展開する方法はブラッ
クホール中心近傍の強い重力場を記述するには不適切だし, 曲がった時空
を背景として採用しても, それに特異点があればその近傍は議論できない
ので, 量子重力理論を構築できたことにはならない。
ではどうすればよいのか。まずは特異点を非物理的なものにするため,

第 3章で述べたように, 作用は Riemann曲率テンソルの 2乗を含む 4階
微分関数を採用すべきである。その上で従来の弱場近似によらない何ら
かの工夫が求められる。量子重力を規定する性質として「背景時空独立
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性」や「背景自由性」と呼んでいるものは一般座標不変性のことである。
量子化によって新たに獲得する特性を強調するために, 別の名前で呼ばれ
ているのである。距離や時間の概念が失われるほど時空が大きく揺らい
でいる状態を表しているその言葉は, 基準となる古典的な時空が定まらな
いこということで, たとえ選んでもその回りで大きく揺らいでいるなら,

それはもはや意味を成さないことを表している。それ故, 背景時空独立性
は, 特定の時空の回りの揺らぎがすべて小さいとする弱場近似では決して
説明できない。
何らかの非摂動的な手法を導入する必要がある。ヒントは宇宙初期に
ある。WMAP天文衛星等によるCMBの観測から導かれた結果は, 宇宙
初期の揺らぎがスケール不変でスカラー的であったことを示唆している。
その起源を共形不変性に求めるのは一つの自然な考え方である。ブラッ
クホールの中心近傍で時空の相が変わって共形不変な世界が実現するな
ら, 特異点問題の解決にもつながる。
そのような性質を持つ繰り込み可能な場の量子論として, 背景時空独立
性が特別な共形不変性として表現される量子重力理論を以下で紹介する。
簡潔な要約は付録Bを参照。この理論では, 重力の場の強さを表す量とし
て, Riemann曲率テンソルそのものではなく, それを含むWeyl曲率テン
ソル

Cµνλσ = Rµνλσ −
1

2

(
gµλRνσ − gµσRνλ − gνλRµσ + gνσRµλ

)
+
1

6

(
gµλgνσ − gµσgνλ

)
R (4.1)

が重要な働きをする。加えて, 4次元時空で積分すれば位相的になるEuler

密度G4 = RµνλσR
µνλσ − 4RµνR

µν +R2が必要になる。
作用は 4階微分をもつ共形不変なWeyl曲率テンソルの 2乗, 以下Weyl

作用と呼ぶ, と位相的なEuler密度項を中心に構成される。これに微分の
階数が低い Einstein-Hilbert作用や宇宙項, 物質場の作用などが加わる。
Planckスケールを超える高エネルギーでは 4階微分作用が優勢になって
共形不変性が現れる。Einstei-Hilbert作用は Planckスケールより低エネ
ルギー領域で有効になる。このように, Einsteinの重力理論では決して到
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達できないPlanckスケールを超えた世界を記述することが出来るように
なる。
ここで前章の話を思い出してほしい。(3.1)のような単純な弱場近似で

量子化すると, 物理的な描像の不自然さだけでなく, ゴーストの問題も生
じて上手く行かないことを述べた。その摂動展開はRµνλσ = 0の平坦な
時空の回りで行っていることに相当する。これに対して, Weyl作用を採
用するという事は, Cµνλσ = 0の共形平坦な de Sitter時空の周りで摂動展
開することを意味する。これは地平線問題や平坦性問題を解決するアイ
デアとして多くの宇宙論研究者が信じているインフレーション理論とも
符合する。
本題である非摂動的な量子化の要点は, 計量テンソル場を展開する際
に, 距離を決める最も重要な共形因子を, 正の数であることが明らかな指
数関数の形で,

gµν = e2ϕḡµν (4.2)

のように括り出して特別扱いすることである。指数関数の肩に乗ったス
カラー的場 ϕを共形因子場と呼ぶ。共形平坦な時空からのズレを表す残
りの重力場の自由度は

ḡµν = ηµλ
(
eh
)λ

ν
= ηµλ

(
δλν + hλν +

1

2
hλσh

σ
ν + · · ·

)
(4.3)

のように弱場近似で展開する。ここで, hµν はトレースレス条件 (hµµ =

ηµνhµν = 0)を満たす 9成分のテンソル場である。
もちろん, すべての自由度を非摂動的に扱えるのが最良であるが, それ
は決して容易なことではない。それ故, Planckスケールを超えた世界の
特徴を上手くとらえた摂動論を提唱しているのである。完全に非摂動的
な手法については第 13章を参照。
展開 (4.3)を制御する無次元のパラメータとして結合定数 tを導入す
る。トレースレステンソル場の場の強さがWeyl曲率テンソルで与えら
れることに注意すると, 摂動論はその 2乗であるWeyl作用の前に t2の逆
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数を導入することで定式化される1。 具体的に摂動計算をする際は, 通常
hµν → thµνのように場を再定義してから行う。けれども, ダイナミクスを
説明する際は, Weyl作用の前に結合定数を残したままの方が分かりやす
いので, 再定義せずにこのまま話を進める。
共形因子場 ϕは, 固有の結合定数を導入することなく, 厳密に取り扱う
必要がある。なぜなら, 4階微分作用は共形不変なので, 共形因子場に依
存しないからである。そのためこの場はこれらの作用によって制御され
ることなく完全に揺らいだ状態になる。すなわち, 共形因子場は非摂動的
なままである。ただ, まったく依存しないのであれば, そのダイナミクス
は存在しないのと同じになって, 重力場の重要な部分が欠けた理論になっ
てしまう。共形因子場のダイナミクスがどこから生じて, どのように記述
されるのか, 以下で述べるその特別な扱い方こそが量子化の核心である。

量子化の処方箋

良く知られている量子化の方法として正準量子化法と経路積分法がある。
重力の量子化の問題は, すなわち, これらの量子化の処方箋に則って理論
が定式化できるかどうかを見定めることである。Einsteinの重力理論で
は前に述べた多くの問題が生じてそれが出来なかった。
ここでは一般座標不変性を明白に保つことが出来る経路積分法を採用
して前述の重力の量子化を行う。一方, 正準量子化法は作用が特定の背景
時空, 通常は平坦な時空上で定義されていることを前提としていて, 正準
交換関係の設定はその時空上で行われることに注意しなければならない。
その際, 時間が特別扱いされているので, 一般座標不変性が明白に保たれ
ているとは言い難い。これについては次章で改めて触れる。

1この結合定数の入れ方はゲージ場理論のときと同じである。結合定数を gとして,

それをゲージ場の強さ Fµν の 2乗で与えられる作用の前に g2の逆数で導入することは,

Fµν = 0の回りで摂動展開をすることを暗に表している。
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量子重力の経路積分は, 作用を Iとして, それを指数関数の肩に乗せて,

計量テンソル場 gµνについて汎関数積分を実行することで定義される。そ
の分配関数を象徴的に

Z =

∫
[dg]g e

iI(g) (4.4)

と記述する。ここで, [dg]gは gµνの汎関数積分の測度で, 添え字の gはそ
れが力学変数である gµν 自身を用いて一般座標不変になるように定義さ
れていることを表している。物質場の寄与は簡単のためここでは省略し
ている。
ここで新たな量子化の問題が生じる。この積分測度は, gµνで積分しよ

うとすると, それを定義している測度の中の gµν依存性も積分しなければ
ならないことを示している。まずはこの入れ子の状態を解消しなければ
ならない。
通常は, 実用上の理由から, 特定の時空上で定義された測度に置き換

えて経路積分を実行する場合がほとんどである。平坦な時空上でなら,

Minkowski計量 ηµνの添え字をもつ [dg]ηと表記すべきである。この測度
の使用は, (3.1)のような弱場近似を採用するならば正当化されて, 摂動変
数であるHµν 場に対して教科書通りの経路積分を実行すれば良いように
思われる。けれども, 一般的には, この単純な置き換えは一般座標不変性
を破ってしまう。
実際, 展開式 (4.2)を用いるときは, 一般座標不変性を保持したまま入

れ子の状態を解消するために, 積分測度を

[dg]g = [dϕ]η[dh]η e
iS(ϕ,ḡ) (4.5)

と書き換える必要がある。ここで, [dg]ηは直交分解して [dϕ]ηと [dh]ηの
積で表している。指数関数部分 eiSが一般座標不変性を保証するために必
要な書き換えのヤコビアンを表していて, 共形因子場 ϕの関数 SはWess-

Zumino積分可能条件を満たすWess-Zumino作用と呼ばれる量で与えら
れる2。

2同時変換, ηµν → e2ωηµν と ϕ → ϕ − ω, を考えると, その変換の下で gµν (4.2)
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ここに現れるWess-Zumino作用 Sは, その共形変分が「共形異常」と
呼ばれる量になる, 体系的に良く調べられている作用である。共形異常
は曲がった時空上の場の量子論の研究から生まれた言葉で, 1970年代に
Capper, Duff, Deser, Ishamらによって調べられたのが初めである。共形
不変な作用から始めても, 量子化するとその不変性が破れてしまう事を表
している。歴史的に異常という言葉が使われているが物理的には異常で
もなんでもない。それは量子化を行うと新たなスケールが現れるという
事実に伴なって生じるもので, スケールを含む量子補正項が一般座標不変
な形に書けるために必要な量である。
このように, 展開 (4.2)の下での量子重力理論 (4.4)は,

IQG(ϕ, ḡ) = S(ϕ, ḡ) + I(g) (4.6)

を作用としてもつ, 平坦な時空上の場の量子論として

Z =

∫
[dϕ]η[dh]η e

iIQG(ϕ,ḡ) (4.7)

の形に再定義することが出来る。つまり, Wess-Zumino作用Sが決まれば
通常の場の量子論の方法を使って計算することが出来るという事である。
この表式は, 作用 (4.6)は一般座標不変な形をしていないが, 量子補正
を含めた有効作用, すなわち分配関数の対数, を計算すると, それが一般
座標不変な形になることを言っている。ここで改めて, このMinkowski計
量 ηµνはあくまでも便宜上導入されたものであって, 物理的な意味をもつ
計量テンソルは (4.2)であることに留意する。ここで採用している戦略は
まず特定の正則な背景時空上, ここでは平坦時空上, で理論を定義した後,

背景時空の選び方に依らないことを示すことである。
一般座標不変性を保つために現れるWess-Zumino作用 Sが共形因子の
ダイナミクスを, すなわち, ϕの 4階微分の運動項や相互作用項を与える。
は不変なので, 測度 (4.5) も不変である。一方, 右辺は [dϕ]e2ωη[dh]e2ωη e

S(ϕ−ω,e2ω ḡ) =

[dϕ]η[dh]η e
iS(ω,ḡ) eS(ϕ−ω,e2ω ḡ)となる。このとき [dϕ]ηが ϕのシフト変換に対して不変に

なることが本質的に効いている。これが元に形に戻るためにはS(ω, ḡ)+S(ϕ−ω, e2ω ḡ) =

S(ϕ, ḡ)を満たす必要がある。これをWess-Zumino積分可能条件と呼ぶ。この条件は元々
曲がった時空上で示された。重力を量子化すると、上記の [dϕ]ηの性質から最終的に ĝµν

の共形変換に対する背景時空独立性が導かれる。
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その中でも, トレースレステンソル場との相互作用の大きさを表す結合定
数 tのゼロ次, すなわち t → 0の極限でも残る運動項の存在は重要で, そ
れは発見者の名前を取ってRiegert作用と呼ばれている。この作用の量子
化はAntoniadisとMazurとMottolaによって行われた。
前にWess-Zumino作用はスケールを伴って生じると書いたが, Riegert

作用は特別で, tのゼロ次で現れると言うことは, スケールを伴わないこ
とを意味する。この事実はスケールを持たない共形場理論を構成する上
で本質的である。論理としてややこしいのは, Riegert作用も元々は共形
異常として導出されたものであるが, 量子重力として共形因子場 ϕの経路
積分を実行すると, 破れたはずの共形不変性が背景時空独立性として新た
な姿を見せることである。このことは次節でより明らかになる。
最後に, ここまでは ℏについて注意を払わずに来たが, それを復活させ

たとき, どこに現れるか明示しておく。作用 Iを 4階微分重力部分 I(4)と
Einstein-Hilbert項や物質場の作用からなる低階微分項 IEGに分けて考え
ると, ℏの逆数が入るのは IEGの前だけである。重力場は無次元の場なの
で I(4)は完全に無次元な関数になる, そのため ℏは入らない。同様に経路
積分測度に由来するWess-Zumino作用Sにも ℏは入らない。このことは,

4階微分重力作用はすべて純粋に量子論的なダイナミクスを記述する量
であることを表していて, IEGを除くそれらを重みとして含めた全体を経
路積分測度とみなすこともできる。つまり, 量子重力の経路積分はしばし
ば IEGのみを用いて象徴的に

∫
Dgµν eiIEG/ℏと表されることがあるが, そ

の測度が正確にはDgµν = [dϕdh]η e
iS+iI(4) と表すことが出来るという事

を示している。また, 以下の議論で, 測度から生じたWess-Zumino作用と
Weyl作用が同等に扱われるのもこのためである。
このℏについての考察から,ゴーストモードは本質的に量子的な存在で,

粒子のような古典的な実体として現れることがないことが分かる。その
上, 以下で述べるように, それはゲージ不変ですらない, すなわち物理的
でないことが示せる。
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共形不変性と背景自由性

この量子重力理論の要点は, 結合定数 tによる展開のゼロ次で実現する摂
動論の中核となる部分がもつ特別な性質にある。弱場近似では, 摂動のゼ
ロ次は平坦な時空を伝播する自由場粒子, ここでは重力子, で表され, 摂
動論はそれらが相互作用して散乱する様子を記述している。一方, この理
論では自由場は現れない。中核となる部分は特別な共形場理論で記述さ
れ, 結合定数 tはそこからのズレの程度を表している。そのため, 漸近的
に自由場が存在することを前提とした物理量である散乱行列も定義され
ない。
さて, 度々言及してきた特別な共形場理論とは正確にはどのようなもの
なのか, その物理的な意味は何なのか。通常の共形場理論との大きな違い
は共形不変性がゲージ対称性 (BRST対称性), 一般座標不変性の一部, で
あるということである3。そのため, 通常は真空のみが共形不変であるの
に対し, この共形場理論では物理量もまた共形不変でなければならない。
すなわち, 共形変換で移り変わることができる異なる背景時空上の理論
がすべてゲージ同値になって, 物理的に区別がつかなくなる。これはまさ
に背景時空独立性を代数的に表現したものである。この対称性のことを
ゲージ対称性であることを強調して「BRST共形不変性」と呼ぶ。
具体的に数式で表すと以下のようになる。先ず初めに, 一般座標変換
は, 座標変換 xµ → x′µ = xµ − ξµ(x)の下で, 線素 ds2 = gµν(x)dx

µdxν が
ds2 = ds′2のように不変になる変換を言う。変換のゲージパラメータ ξµ

が無限小の場合, 変分を δξgµν(x) = g′µν(x)− gµν(x)と定義すると, 一般座
標変換は δξgµν = gµλ∇νξ

λ + gνλ∇µξ
λと表される。ここで, ∇µは共変微

3Becchiと Rouetと Storaと Tyutinは 1970年代にゲージ不変性がゲージ固定とそ
れに伴うゴーストモードまで含めた形式に拡張出来ることを発見した。BRSTは 4名の
頭文字を並べたものである。BRST形式による量子化法は発見後まもなく九後と小嶋に
よって体系化された。



背景時空独立性を実現する方法 37

分である。
一般座標変換を (4.2)と (4.3)の下で展開して,ゲージパラメータ ξµとし
て共形Killing方程式を満たす 15個のゲージ自由度 ζµを考えると, BRST

共形変換は紫外極限に相当する摂動の最低次に現れて,

δζϕ = ζλ∂λϕ+
1

4
∂λζ

λ,

δζhµν = ζλ∂λhµν +
1

2
hµλ

(
∂νζ

λ − ∂λζν

)
+

1

2
hνλ

(
∂µζ

λ − ∂λζµ

)
(4.8)

で与えられる4。この変換は重力場が共形次元ゼロの場であることを表し
ている。共形因子場 ϕの変換に, 通常の共形変換には無い, 場を含まない
シフト項が現れているが, それはこの変換が一般座標変換に由来している
ことを示している。各変換の生成演算子はそれぞれRiegert作用とWeyl

作用から導出されたエネルギー運動量テンソルを用いて構成される。
物理量は共形変換 (4.8)の下で不変でなければならない。この変換の特

徴の一つは場を含んでいることである。通常のゲージ変換では, 摂動の最
低次の右辺はゲージパラメータだけに依って, 場に依らなくなる。そのよ
うな変換では場を構成するモードが混じり合うことがないので, ゴースト
モードはゴーストモードのままゲージ不変になってしまう。これに対し
て, (4.8)の変換の下では場を構成するモードが互いに混じり合って, すべ
てのゴーストモードが単独でゲージ不変にならないことが示せる。この
ように, BRST共形不変性の存在が紫外極限での物理量のあり方を大きく
制限し, これまでと異なる視点でゴースト問題を解決してくれる。
ゴーストモードは, それ自体は物理量でないが, 一般座標不変性が成り
立つために必要不可欠な要素である。量子重力の物理状態は, 次章で述べ
るように, 全ハミルトニアンが正確に消える状態として表される。BRST

共形不変性は真にPlanckスケールをはるかに超えた紫外極限で現れるそ
のような一般座標不変な状態を規定する。それが, 何もない真空状態では
なく,エントロピーを持つ非自明な状態として存在することが出来るのは,

4共形 Killingベクトル ζµ 以外の局所的な ξµ の自由度はすべて, 輻射ゲージ固定条
件を課すなどして, 可能な限り場の自由度を消去するために使われたものとして, ここ
では考えない。
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ゴーストモードのおかげである。
共形場理論の立場から見たユニタリ性の問題については第 6章で解説
する。BRST共形不変性が高エネルギー極限で実現することを「漸近的
背景自由性」と呼び5, それが示唆する物理的な性質については第 7章で
改めて議論する。このような性質を持った重力の量子論を「漸近的背景
自由な量子重力理論」と呼ぶ。

歴史的背景について

最後に, BRST共形不変性の歴史的な背景について言及しておく。この量
子化法は 1980年代の前半に, 時空が 2次元の場合にPolyakovによって始
められ, 同年代の後半にPolyakovとKnizhnikと Zamolodchikovの 3人に
よる 2次元量子重力の厳密解の発見に繋がった。その発見を受けてDistler

と川合, Davidらが 2次元量子重力理論をLiouville場の量子論として定式
化した。その作用である Liouville作用は元々Polyalovによって発見され
た 2次元Wess-Zumino作用で、Riegert作用はその 4次元版として見つけ
られたものである。
2次元ではトレースレステンソル場の成分は 2つで, それは一般座標不
変性の自由度を使って消すことが出来るので, 共形因子場 ϕだけの理論と
して表すことが出来る。また, 作用 Iに当たる Einstein-Hilbert作用は位
相不変量 (Euler標数)になり, 量子化はトポロジーごとに可能な重力場の
配置について経路積分することに相当して, さらにトポロジーについて足
し上げを行うことになる。

5方法論は異なるが,紫外固定点の存在を前提としているという点で,これはWeinberg

が 1979年に提唱した「漸近的安全性」に通じる考え方でもある。それについては第 10

章 10.3節で述べる。
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第5章
ハミルトニアン拘束条件とは

一般座標不変性は, ゲージ場のゲージ不変性とともに, 古典論から量子論
まで, 限りなく無限小な世界から宇宙規模の世界まで成り立つ基本原理で
あると私は考えている。Einstein方程式を神が与えた方程式として, 本質
的な修正を認めない人たちもいるが, 守るべきは一般座標不変性の方であ
る。Einstein方程式は量子論と相性が悪いけれども, 一般座標不変性と重
力の量子化は決して対立するものではない。ただ, いくつか通常の量子化
とは感覚的に相違なる点があって注意が必要である。ハミルトニアン拘
束条件と一般に呼ばれているものはその一つである。量子重力を考える
際はこの条件の存在にもっと気を使うべきである。前章で示した背景時
空独立性は真にそれを表現したものである。
通常, 重力場は物質が存在することで生じると考えられている。そのこ

とを強調するように, Einstein方程式は (2.1)の形で表記される。しかし
ながら, この表記は対称性の本質を隠してしまう。Einstein方程式は重力
場の運動方程式で, それは Einstein-Hilbert作用を含む系全体の作用を重
力場で変分したものが消える式として導かれる。一方で, 重力場はすべて
の場と結合していて, 作用を重力場で変分して得られる量は系全体のエネ
ルギー運動量テンソルに他ならない。すなわち, 系全体の作用を Iとして,

そのエネルギー運動量テンソルを Tµν (= gµλgνσT
λσ)と書くと, 運動方程

式は変分原理より δI/δgµν =
√
−g T µν/2 = 0で与えられ, Einstein方程
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式は

M2
P

(
−Rµν +

1

2
gµνR

)
+ TM

µν = 0 (5.1)

と表すのが本来正しい。ここでMP = 1/
√
8πGは換算 Planck質量で,

Planck質量mplを
√
8πで割ったものである。特にエネルギー運動量テン

ソルの時間 ·時間 成分はハミルトニアン密度で, それを空間体積で積分
したものがハミルトニアンである。すなわちハミルトニアンが消えるこ
とを表している。
場の量子論では,経路積分の方法を用いると,場の運動方程式はSchwinger-

Dyson方程式と呼ばれる恒等式で表すことが出来る。それは, 場の変数を
φとし, その作用を Iとすると,∫

[dφ]
δ

δφ(x)

(
eiI(φ) · · ·

)
= i

〈
δI(φ)

δφ(x)
· · ·

〉
= 0

で与えられる。ここで, ⟨· · ·⟩ =
∫
[dφ] · · · eiI(φ)は真空期待値, 相関関数,

を表していて, ドットに挿入されている場は xとは異なる点にあるもの
とする。自由スカラー場を例に取ると, この式はその運動方程式である
Klein-Gordon方程式が期待値の形で成り立つことを表している。相互作
用があればそれによる量子補正も含めた運動方程式になる。
この恒等式は, 通常の積分で言うと, 無限遠で消える関数 f(v)を考えた
とき, あるいは閉空間上で考えたとき,

∫
dv ∂f(v)/∂v = 0が成り立つこと

を汎関数積分に一般化したものである。積分変数 vを場φとして, 汎関数
の積分と微分に置き換えたものと考えればよい。このとき, 場は無限遠で
消えるもの, あるいは境界の無いコンパクトな時空上で定義されているも
のとする。
この Schwinger-Dyson方程式を重力場に適用する。測度の問題は一時
脇に置いといて, 直観的に捉えると, 恒等式は∫

[dg]
δ

δgµν(x)

(
eiI(g) · · ·

)
=
i

2
⟨
√
−g T µν(x) · · ·⟩ = 0 (5.2)

のように表すことが出来る。つまり, 量子補正も含めたエネルギー運動量
テンソルが恒等的にゼロになる。この式は計量場を変化させても理論が
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不変になっていることを表していて, 背景時空独立性の別の表現になって
いる。この式を具体的に定義するためには, 前章で示したように, 一般座
標不変な方法でPlanckスケールの向こう側の世界まで経路積分を正しく
定式化する必要がある。
正準量子化の枠組みで定式化しようとする初期の試みでは, ハミルトニ

アン拘束条件や運動量拘束条件, それらを汎関数微分を用いて表わした
Wheeler-DeWitt方程式と呼ばれているものが量子重力理論を規定する式
として現れるが, それらは本質的に (5.2)式と同じものである。ただ, そう
呼ばれている式の多くが Einsteinの重力理論の枠内でArnowittとDeser

とMisnerによるADM形式を用いて議論されているということに注意し
なければならない。そのため第 3章で述べた多くの問題を抱えたままで
ある。また, 正準量子化自体, 交換関係を設定する際に時間を特別扱いす
るため, 一般座標不変性が不明瞭になるという問題もある1。 さらに, 経
路積分の立場から見ると, 測度について注意を払っていないのが実情であ
る。それ故, (5.2)の表記では, 重力場の経路積分測度を, 前節で導入した
[dg]gではなく, [dg]のように添え字 gを省いて書いている。この測度の不
定性は「演算子の順序付け問題」として知られる正準量子化の困難の主
因でもある。
さて, 前に戻って, (5.2)式を正確な式に書き換えて話を進める。作用

I は, Weyl曲率テンソルの 2乗に Euler項を加えた共形不変な 4階微分
作用を中心として, それに Einstein-Hilbert項や物質場の低微分作用を加
えたものである。一般座標不変な測度を (4.5)のように実用的な平坦背
景時空上で定義して, その書き換えに必要なWess-Zumino作用 Sを加え
た全作用を (4.6)のように IQG と書く。分配関数は (4.7)と書けるので,

Schwinger-Dyson方程式は∫
[dϕdh]η

δ

δϕ(x)
eiIQG = i

〈√
−g T λ

λ(x)
〉
= 0,∫

[dϕdh]η
δ

δhνµ(x)
eiIQG =

i

2

〈√
−g

(
T µ

ν(x)−
1

4
δµνT

λ
λ(x)

)〉
= 0 (5.3)

1時間と空間が同じ次元である 2 次元量子重力は特殊で、正準量子化を用いても一般
座標不変性は保たれる。
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と表される。これらをまとめて ⟨
√
−g T µ

ν(x)⟩ = 0と書く。摂動展開の仕方
(4.2)と (4.3)から, この式は共形因子場に対して厳密である一方, トレー
スレステンソル場に対しては摂動的に成り立つ。
運動方程式 (5.3)は背景時空独立性の一つの表現であり, その期待値に
は量子補正が含まれている。言い換えれば, 運動方程式は有効作用を背景
計量で変分したものが消える式として表される。その式は

T (4)
µν +M2

P

(
−Rµν +

1

2
gµνR

)
+ TM

µν = 0 (5.4)

の構造をもってて, T
(4)
µν は 4階微分重力項で, Wess-Zumino作用, Weyl作

用, 及びそれらを量子化することによって生じる量子補正項などからの寄
与が組み込まれている。

一般座標不変性の物理的意味

さて, 系全体のエネルギー運動量テンソルが消えることは, 物理として何
を意味しているのだろうか。ここでは 2つの重要な性質について述べる。

I. 一つは, ハミルトニアンが消えることから, 通常の量子論で仮定され
ているような, 系全体で定義される絶対的な時間が存在しないということ
である。すなわち, Schrödinger方程式のような通常の時間発展の概念は
もはやない。
このことは, Einstein方程式を (5.1)のように書き換えると分かるよう
に, 古典論でも言えることである。時間は重力場の強さの違いによって進
み方が異なる。地球上のような重力場が弱いところでは, 重力ポテンシャ
ルの変化が単調で, 場所による進み方の違いを測定することが出来るが,

系全体で同じように進んでいるわけではない。
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重力が完全に揺らいだ量子時空では時間の概念そのものがなくなる。背
景時空独立性と呼ばれるその性質は,基準となる背景として平坦なMinkowski

時空を選んでも, その回りで共形因子場が大きく揺らいでいれば, もはや
基準を選ぶことの意味がなくなることを言っている。つまり, 計量テンソ
ル場 (4.2)で定義される物理的な時間や距離が揺らいで, 実質的に測るこ
とが出来なくなる。前章では, この性質が高エネルギー極限で BRST共
形不変性として実現されることを述べた。
おおよその時間は, エネルギー運動量テンソルが消える式 (5.4)を解い

た結果として生じる, 重力場の力学的な変化として与えられる。共形因子,

宇宙論ではスケール因子, が単調に増加し始めるとそれが時間となる。そ
れはPlanck質量等の物理的スケールによって共形不変性が次第に壊れて
いく過程として表される。時間の流れはインフレーションによって始ま
ると考えられる。後で示すように, その期間中に宇宙構造の決定に関与す
るサイズの揺らぎが小さくなっていって, 時間が一様な流れとしての実体
を持つようになる。小さくなった揺らぎはその後 Einstein方程式の解で
ある Friedmann解に受け継がれ, 実体としての時間も続いていく。
ここで注意すべきことは, ハミルトニアンが消える解を考えているにも

かかわらず, 非自明な解が存在することである。すなわち, ハミルトニア
ンの固有値がゼロの状態が, 唯一に決まるのではなく, 変化することで時
間が生まれている。このような変化が起こるのはEinstein-Hilbert作用が
下に有界でないからである。もしこの作用が物質場のそれと同様に正定
値ならば自明な真空解のみになって, 時間は生まれないであろう。このこ
とは, ゴーストモードはハミルトニアンがゼロの量子重力状態を構成する
ために必要である, という第 3, 4章で述べてきたこととも繋がっている。
さらに注目すべき点は, 運動方程式 (5.4)は, T

(4)
µν 項が加わることで, 質

量の源である TM
µν項が消えても成り立つことである。つまり, 物質の存在

しない, 重力の揺らぎだけが存在する世界を記述することができる。この
ように, 物質が重力を生み出すというEinstein方程式の視点とは全く異な
る視点で時空を議論することが出来る。さらに, この方程式は重力だけの
世界から物質のある世界へ移行する過程も記述することが出来る。その
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移行過程が重要な働きをする量子重力の励起状態およびインフレーショ
ン宇宙論については後の章で詳しく述べる。
絶対的な時間が存在しないことから, 通常の「保存」の意味が成り立た
なくなる。保存するとは, すなわち宇宙の進化の過程で変化しないという
ことで, ここでは繰り込み群不変であると表される（第 10章参照）。エネ
ルギー運動量テンソルはまさに繰り込み群不変な量である。また, 全エネ
ルギーがゼロであることから, 宇宙のエントロピーは有効作用そのものと
して与えられ, それも繰り込み群不変量として保存する。このことは, 宇
宙のエントロピーは重力の量子的揺らぎに由来し, それが一定に保たれる
ことから, Gamowの熱いビックバン宇宙模型の前提条件である断熱条件
が厳密に成り立つことを示している。

II. 運動程式 (5.4)が示唆するもう一つの重要な事実として, ゼロ点エネ
ルギーが存在しない, ということが挙げられる。
このことを理解する前に, エネルギー運動量テンソルが「正規積」であ
るということを指摘しておく。それは相関関数の中で有限な演算子とし
て振る舞う複合場のことで, 自由場なら正規順序付けされた演算子を指す
用語である。通常の場の量子論では, それは次のように一般的に示すこと
が出来る。曲がった時空上で, 有限な相関関数 ⟨· · ·⟩ =

∫
[dφ]g · · · eiI(φ,g)を

考える。それを古典的な計量テンソル場で変分したものは明らかに有限
であることから,

δ

δgµν(x)
⟨· · ·⟩ = i

2
⟨
√
−g T µν(x) · · ·⟩ =有限 (5.5)

のように量子補正を含めたエネルギー運動量テンソル T µν が有限な演算
子であることが示せる2。これは一般座標不変性から導かれる結論で, そ
の対称性を厳密に保つ経路積分法で量子化を行うと, このように明白に示
すことができる。

2繰り込み可能な場の量子論として注意すべき重要な点は, この変分で定義された Tµν

は繰り込まれる前の裸の量で書かれている, すなわち繰り込み群不変量であるというこ
とである。(5.5)式はそれが繰り込まれた量で定義された正規積に書き換えることが出
来ることを示していて, その中には共形異常の寄与もすべて含まれている。
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AdlerとCollinsとDuncanは, 共形異常の研究の一環として, T µν が実
際に正規積で表されることを示した。Brownと Collins, Hathrellはその
研究をさらに発展させて, エネルギー運動量テンソルが正規積であり, 且
つ繰り込み群不変量であるという事実から一組の特殊な繰り込み群方程
式を導出した。その方程式を解くと重力場の作用の形が決まることが最
近になって示された。この仕事については第 10章で取り上げる。
通常の場の量子論では, (5.5)のように, エネルギー運動量テンソルは有

限であることが示されるだけだが, 重力の量子論ではさらに強く, (5.3)の
ように恒等的に消える事が示される。それはゼロ点エネルギーが存在し
ないことを意味する。
一般に, 場の量子論に於いて, 正準量子化を行った後に正規順序付けを

行うのは, 一般座標不変性を回復するための作業であると言えるかもしれ
ない。事実,量子重力理論 (4.7)を正準量子化法を用いて量子化してBRST

共形変換の生成演算子を求める際, 共形代数の交換関係が正しく閉じるた
めには, すなわち一般座標不変性が保たれるためには, 正規順序付けを施
す必要があることが示せる。
ゼロ点エネルギーが存在しないという事実は, 宇宙初期の揺らぎの起

源の問題と関わってくる。Einsteinの重力理論の枠内では, 現在の宇宙を
構成する物質の源は何らかの物質でなければならず, インフレーション理
論を考えるときはインフラトンと呼ばれる未知の場がそのために導入さ
れる。その際, 揺らぎの起源はこのインフラトンのゼロ点エネルギーとし
て説明される。しかしながら, 重力の量子論ではそのようなゼロ点エネル
ギーが存在せず, 代わりに量子重力の励起状態がすべての源になると考え
られる。
この事実は宇宙定数問題と呼ばれるものとも関係する。この問題は,

Planckスケールに紫外カットオフを導入してゼロ点エネルギーを計算す
ると, Planck質量の 4乗という観測と全く合わない大きな宇宙定数が得
られてしまうことからきている。しかしながら, ここで議論している量子
重力理論はそのカットオフを超えた世界を記述しているのであって, この
問題の原因自体が存在しない。
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そもそも, カットオフの 4乗という大きな宇宙定数の出現は正則化の方
法によっている。例えば一般座標不変性を保つ次元正則化を用いればそれ
は現れない。にもかかわらず, あえて Planckスケールにカットオフを導
入するという事は, その設定に物理的な意味を持たせていることになる。
つまり, Planckスケールを超えた世界は存在せず, そこには場も存在しな
いと仮定しているのと同じである。このことからも, 宇宙項問題を論じる
には Planckスケールを超えた世界を記述する必要があることが分かる。
この問題は繰り込み可能性とも関係していて, 改めて第 11章で述べるこ
とにする。
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第6章
共形場理論とユニタリ性

共形変換の下で真空が不変になる場の量子論のことを共形場理論 (confor-

mal field theory, CFT)と呼ぶ。それは非摂動論的な場の量子論の代表格
で, 共形不変性は相転移などの物理現象に関与する重要な対称性の一つと
して研究されている。それが現れる非自明な場所として, 臨界現象を示す
統計モデルの臨界点, ベータ関数が消える場の量子論の固定点, などがよ
く知られている。その一つとして量子重力の紫外固定点が加わる。
場の量子論では作用が共形不変でも, 量子化すると共形不変性が破れる

のが普通である。すでに第 4章で述べた共形異常がそれに当たる。それ
は物理的なスケールが存在することを表していて, そのスケールによって
物理現象を記述することができるのである (第 7章を参照)。このことか
らも, 共形不変性が量子論で現れるのは極めて非自明なことであることが
分かる。
共形変換は座標を xµ → x′µと変換したとき, 距離を表す線素 dsが

ds2 → ds′2 = Ω2(x)ds2 (6.1)

のように共形因子の分だけ変化するような変換である。このとき距離を
定める計量テンソルは固定したままである。逆に, 座標を変えずに計量テ
ンソルを共形因子だけ拡大させる変換 (Weyl変換)として定義することも
できるが, 元々は座標変換として議論された。
共形不変性が物理学で議論されるようになったのは 20世紀の初めであ
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る。まずはMaxwell方程式が共形不変であることが示された。その後, 質
量を持たないフェルミオンの Dirac方程式が共形不変であることが示さ
れて, 物理学者や数学者の間で盛んに研究されるようになった。Weyl曲
率テンソル (4.1)が発見されたのもこの頃である。当時はまだ古典的な対
称性として議論されていた。
前世紀の後半に入いると, 場の量子論や統計モデルの臨界現象を理解
するうえで, 共形不変性は本質的に重要な性質であると認識されるよう
になった。臨界現象の普遍性 (ユニバーサリティ)という概念がいつごろ
生まれたのかよく知らないが, 1970年代に Polyakov, FerraraとGattoと
Grillo, Mackらによって提唱された共形ブートストラップ法は普遍性の存
在を前提とした手法である。それは元々, 強い相互作用の短距離での振る
舞いから予想されたスケーリング仮説に基づいて, ハドロンの物理を理解
するために考えられた。作用やハミルトニアンを使わずに, 共形不変性と
ユニタリ性から臨界現象を理解する方法で, 1960年代の散乱行列理論や
カレント代数を用いた代数的アプローチの流れをくむ考え方である。
1980年代中頃に, BelavinとPolyakovと Zamolodchikovによって, 2次
元共形場理論の縮退表現が発見されたことで, 共形ブートストラップ法が
2次元に於いて極めて有効な手法であることが示された。さらにユニタ
リ性 (正定値性)の条件を課すと物理的な臨界指数が決まって, 2次元の臨
界現象が分類できることが FriedanとQiuと Shenkerによって示された。
それは同時期にAndrewsとBaxterとForresterによって解かれた Ising模
型を含む一連の可解格子模型の厳密解が示す臨界指数と完全に一致して
いる。
今世紀に入って, 共形ブートストラップ法は大きな進歩を遂げ, 3次元
以上でも有効であることが分かってきた。3次元以上では, Ising模型を含
め, 厳密に解かれた格子模型が存在しないことから, その意義は大きい。
それまでは, 2次元は共形代数が無限次元になるため特別であると考えら
れてきた。しかしながら, この研究は共形代数が有限次元である 3次元以
上の共形場理論でも, 共形不変性とユニタリ性を課すと, 臨界指数が決ま
ることを示唆している。以下, 最近の共形場理論の発展について簡潔にま
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とめた後, 量子重力におけるユニタリ性について述べる。

臨界現象と共形場理論

まず初めに共形場理論と臨界現象の関係について簡単に触れることにす
る。ここではEuclid空間で定義された共形場理論を考える。それはWick

回転と呼ばれる解析接続を行うことでMinkowski時空上の理論に戻すこ
とができるものとする (Osterwalderと Schraderの再構築定理)。一般に,

IsingモデルのようなD次元の古典格子統計模型を臨界点直上で連続極
限を取ったものはD次元Euclid空間上の共形場理論になると考えられて
いる。
統計模型の臨界現象を制御する温度などの変数を T とし, その臨界点

を Tcとする。一般的に, 臨界現象に関与する場をOと書くと, その相関
関数は非臨界点 T ̸= Tcのとき

⟨O(x)O(0)⟩ ∼ e−|x|/ξ

のように指数関数的に減衰する。ここで, |x| =
√
x2で, ξは相関距離であ

る。臨界点 T = Tcでは相関距離が無限大になって, 相関関数が

⟨O(x)O(0)⟩ = 1

|x|2∆

のようにべき乗の振る舞いをするようになる。これは共形不変性が現れ
たことを示していて, ∆をOの共形次元と呼ぶ。それは相関関数が長距
離で発散しないために非負でなければならない。
以下では臨界点直上に現れたその共形場理論の作用を ICFTと書くこと
にする。それは, 自由場の場合を除いて, 不明な場合がほとんどである。
それ故, 共形場理論は共形不変性とユニタリ性の条件から, 作用に頼らず
に臨界現象を理解するための学問であるとも言える。
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臨界現象は, 臨界点からの小さな摂動を考えたとき, 臨界点への近づき
方を表す臨界指数によって分類される。例えば, レレヴァント (relevant)

場と呼ばれる, 共形次元∆が空間次元Dよりも小さい場Oによる摂動を
考えてみる。臨界点からのズレを無次元パラメータ t (≪ 1)で表して, そ
の摂動の効果を取り入れると, 作用は

ICFT → ICFT − ta∆−D

∫
dDxO(x)

のように変更される。ここで, aは不足した次元を補うために導入した任
意の長さスケールで, 統計模型に於ける格子間隔に相当する。いま, 物理
的なスケールは相関距離 ξだけなので, 次元解析より ta∆−Dを ξ∆−Dと同
一視すると,

ξ ∼ at−1/(D−∆) (6.2)

の関係が得られる1。例えば, O としてエネルギー演算子 ϵを考えると,

それは温度 t = |T − Tc|/Tc による摂動を表す。その共形次元を ∆ϵ と
すると, それに対応する臨界指数 ν は ξ ∼ at−ν で定義されることから,

ν = 1/(D −∆ϵ)の関係式が得られる。その他, 比熱や磁化の臨界指数な
ども, 共形場理論に現れる場の共形次元と場の演算子積の代数構造 (構造
係数)から決まる。

ユニタリ性と臨界指数
1無次元のパラメータと任意スケールを関連付けて物理的なスケールを定義する (6.2)

のような手順のことを「次元変換」(dimensional transmutation)と言う。場の量子論的
見方をすると, 物理的スケールである相関距離は任意に導入したスケール aに依らない
繰り込み群不変量で, dξ/da = 0である。この条件式に (6.2)を代入して解くと, tのベー
タ関数 βt = −adt/da = −(D −∆)tがレレヴァントの条件により負になって, a → 0の
連続 (紫外)極限で t → 0の臨界点に近づくことが分かる。繰り込み群不変量について
は, 後に QCDや量子重力理論の物理定数を定義する際にも触れる。
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素粒子の場の量子論では, ユニタリ性は粒子の散乱過程の始状態と終状態
をつなぐ散乱行列がユニタリ行列で与えられることを指す。一方, 共形場
理論では自由粒子である漸近的な始終状態を考えないので, 散乱行列も定
義されない。そのため, 共形場理論におけるユニタリ性は場や作用の実性
や正定値性として表される。
Euclid空間で定式化された作用 Iを持つ場の量子論はBoltzmannの重

み因子として e−I を持つ統計力学系とみなすことが出来る。この重みが
発散しないために, 作用は下に有界でなければならない。また, 重みが確
率として解釈できるような正定値の値をもつために, 作用は実関数である
ことが要求される。一般的に, 作用に複素数が含まれる系はユニタリ性が
壊れている。このように物理的な重みを与える作用は実関数で下に有界
なものでなければならない。さらに, 作用が正で発散するような場の配置
はBoltzmann重みが消えるので, 存在確率がゼロになって, 非物理的にな
る。それ故, 作用が無限大になるような場の配置をもつソリトン解やイン
スタントン解は考えないのである。第 3章で述べたように, Riemann曲率
テンソルを含む 4階微分作用を導入すると時空の特異点解を取り除くこ
とが出来るのも同じ理屈である。
ただ, 共形場理論では作用が知られていない場合が多い。そのため作用

によらないユニタリ性の条件が必要である。まずは, すでに述べたように,

共形次元は非負でなければならないという条件が付く。そう上でさらに
重要なのが, 場の実性を保証する条件である。その一つが実場の 2点相関
関数が正定値になることである。これは, 実数の 2乗が正であることから,

物理的に怪しい操作をしなければ自然と成り立つべき条件である。逆に,

実場を考えているのに 2点相関関数が負になるとしたら, それは作用が下
に有界でないことを示唆している。その場合は経路積分が発散してしま
うので, それを正則化するために場の実性が犠牲になっているのである。
実場が満たすべきこの正定値条件を課すと, 場の共形次元として許容さ

れる範囲の下限が決まって, 非負よりも強い制限が得られる。この条件の
ことをユニタリ性バウンドと呼ぶ。例えば, 4次元ではスカラー場の共形
次元は 1以上となる。下限の 1は自由スカラー場の次元である。ベクト
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ル場は 3以上になって, 下限の 3は保存するカレントが持つべき次元であ
る。2階対称テンソル場ならば 4以上で, 下限の 4は保存するエネルギー
運動量テンソルを表している。一方, 自由電磁場の 4元ポテンシャルは次
元が１のベクトル場なのでこの条件を満たさない。これは 4元ポテンシャ
ル自身はゲージ不変ではないことに起因している。電磁場の強さ Fµν を
考えると, それはゲージ不変な反対称テンソル場で, その場合のユニタリ
性バウンドは 2以上となって, 条件が満たされていることが分かる。この
ように条件は物理的な量に対して課さなければならない。

ϕ1

ϕ2

ϕ4

ϕ3

∑

O
=

ϕ1 ϕ4

ϕ2 ϕ3

∑
O

図 6.1: 交差対称性。

2点相関関数の正定値性は場の次元の下限しか与えないので, これでは
具体的なことは何も決まらない。そこで新たな条件として 3点相関関数の
実性が考えられるようになった。3点相関関数の構造は共形不変性から全
体の係数を除いて完全に決まる。この係数は, 場の積を他の場を用いて展
開する演算子積展開の構造を決めることから, 構造定数と呼ばれている。
場の実性が保たれているなら構造定数もまた実数になるはずである。実
際, 2次元共形場理論のユニタリ系列の構造定数はすべて実数で与えられ
る。一方, 非ユニタリ模型の代表である Lee-Yang模型の構造定数は複素
数になることが知られている。この条件を 3次元以上の共形場理論に課
すと共形次元の上限が求まることが最近の研究で分かってきた。
構造定数が実数であるとは, すなわちその 2乗が正定値になることであ
る。この条件を課して 3次元 Ising模型の臨界指数を求めた最近の成果に
ついて簡潔に述べることにする。これはPolyakovらによって開発された
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Allowed Region

図 6.2: 共形ブートストラップ法による 3次元の共形次元の数値計算の結果。ここ
で, ∆ = ∆ϵ, d = ∆σで, 淡青色の部分がユニタリ性から許される共形次元の組み
を表す領域である。3次元 Ising模型の臨界指数は境界の折れ曲がっている所に相
当する。[S. El-Showk, M. Paulos, D. Poland, S. Rychkov, D. Simmons-Duffin,

and A. Vichi, Phys. Rev. D 86 (2012) 025022.]

共形ブートストラップの手法を 2次元以外に適用して成功した初めての
例である。
共形次元 dを持つスカラー場 φdを考え, その演算子積展開が

φd(x)φd(0) =
1

|x|2d
+

fdd∆
|x|2d−∆

O∆(0) + · · ·

で与えられるとする。後で φdは Ising模型のスピン演算子 σに同定され
る。右辺第 1項は φdの 2点相関関数を表していて, ユニタリ性からその
係数は正の数で, ここでは 1に規格化している。O∆は後にエネルギー演
算子 ϵに同定される共形次元∆を持つスカラー場で, 右辺に現れるユニタ
リー性バウンドを満たすスカラー場の中で最も小さな共形次元をもつも
のとする。ドットはその他の場の寄与を表していて, 演算子積展開が完全
系を成すためにはスカラー場だけでなく整数スピンをもつ完全対称テン
ソル場も必要である。展開の係数 fdd∆がO∆と 2つのφdの間の構造定数
である。完全対称テンソル場とφdの間にも同様に構造定数が定義される。
これらの構造定数がすべて実数であることがユニタリ性の条件になる。
この条件を数値的に扱える形に設定するために,スカラー場φdの 4点相
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図 6.3: 3次元共形ブートストラップ法のより詳細な計算結果。ここで, ∆′ = ∆(ϵ′)

である。上から順に, ∆′ ≥ 3, ∆′ ≥ 3.4, ∆′ ≥ 3.8と条件を強めていった結果であ
る。最後の図は 3番目の図の Ising模型近傍を拡大したものである。[S. El-Showk,
M. Paulos, D. Poland, S. Rychkov, D. Simmons-Duffin, and A. Vichi, Phys.

Rev. D 86 (2012) 025022.]

関関数を考える。その基礎になっているのが, DolanとOsbornとPetkou

による, 共形ブロックと呼ばれる関数がGaussの超幾何級数の積で書ける
ことを発見した仕事である。それを使えば, 構造定数の情報を除いて, 4

点相関関数の形が一意に決まる。4点相関関数は 3点相関関数の積に分解
することが出来て, 分解の仕方の任意性から図 6.1のような交差対称性が
成り立つ。この性質を用いて構造定数 fdd∆の 2乗の情報を上手く抜き出
して, 非負であるべしという条件を課すと, 次元 dに対して許される∆の
値が制限される。それを (d,∆) = (∆σ,∆ϵ)のグラフで表したのが図 6.2

である。
この段階ではまだ, 淡青色領域内のすべての値が連続的に許されてい
る。そこでさらに, 2次元共形場理論のときのように, 共形次元に離散的
な構造があると仮定して制限を加えていく。図 6.3は, 演算子積の右辺に
現れるスカラー場の共形次元∆とその次に現れるスカラー場の共形次元
∆′ (> ∆)の間に不連続な飛び (ギャップ)があると仮定して同様の解析を
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行った結果である。このようにして,特異な点としてd (= ∆σ) = 0.5182(3)

と∆(= ∆ϵ) = 1.413(1)の値が浮き上がってくる。その値は 3次元 Ising

模型をモンテカルロ法で数値的に計算した結果と一致している。さらに,

高次に現れるスカラー場やテンソル場の共形次元に同様な制限を加えて
いくと, 遂には淡青色の領域が孤立した島のようになって, この値に絞ら
れていく。
これは驚くべき結果であった。2次元共形場理論が解けたのは共形代数

が無限次元だからだと考えられていたからである。高次元では代数の生
成演算子は有限個になってしまうため, 共形不変性は共形次元を決定づけ
るほど強くはないと思われていたが, そうではなかった。

量子重力の共形不変性とユニタリ性

本書で議論しているのは, 量子重力の高エネルギー極限で現れる特別な共
形不変性である。通常の共形不変性は真空が共形不変であることを指し
ているのに対して, 量子重力のそれは, 第 4章で述べたように, 一般座標
不変性の一部, すなわちゲージ対称性として現れるので, すべての量が共
形不変でなければならないことを要求する。それ故, BRST共形不変性と
呼んでいる。通常の共形不変性は, 理論が特定のスケールに依らなくなる
ことを指すが, 距離を定義する計量は存在する。これに対して, 量子重力
のそれは距離そのものが揺らぐことで生じる共形不変性なので, 本当の意
味でスケールの無い世界を表している。
ここでもう一度, BRST共形不変性と通常の共形不変性との違いを代数

的に整理しておく。一般座標変換は, 共形変換 (6.1)と違って, 座標の変換
と伴に計量テンソル場 gµνも変換させて, 線素の 2乗 ds2 = gµνdx

µdxνを

ds′2 = ds2
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のように不変に保つ変換である。それ故,一般座標不変性の中に共形不変性
が含まれていることは直観的に理解しづらい面がある。量子重力理論に現
れる共形不変性は,理論を背景時空上の場の量子論 (4.7)に書き換えると見
えてくる隠れた対称性である。このとき共形変換は背景時空上で定義され
た線素 dŝ2 = ηµνdx

µdxνに対するWeyl変換 dŝ2 → dŝ′2 = e2ωdŝ2として表
すことができる。一方で, 元々の計量テンソル場 gµνは (4.2)で与えられる
ことから, 背景計量の変更は積分変数である共形因子場をϕ→ ϕ′ = ϕ−ω
とシフトすることで吸収することができる (第 4章の脚注 2も参照)。量子
重力ではこのシフト変更は単なる積分変数の書き換えである。共形因子
場 ϕの積分領域が (−∞,∞)で定義されていることから, 経路積分測度は
[dϕ′]η = [dϕ]ηのように不変になるので, 結局のところ, 背景時空をWeyl

変換しても理論は変わらないことを示している。
このように, BRST共形不変性の実現にとって重要な部分は, 共形因子
場 ϕについての経路積分が実行されていて, 且つそれがシフト変換に対し
て不変な背景時空上の測度を用いて書かれているということである。こ
こではWeyl変換を用いて示したが, 第 4章で与えた共形変換 (4.8)は, 背
景時空 dŝ2を平坦に固定して, 座標変換として表したものである。
共形変換によって互いに結び付けられた異なる背景時空上の理論がす
べてゲージ同値になるこの性質は, 元々の理論が計量テンソル場 gµνで書
かれていることからきている。つまり, 一般座標不変性が別の形で現れて
いるに過ぎないのである。これは背景時空独立性を代数的に表現したも
ので, 時空の共形因子が非摂動的に大きく揺らいで, 物理的な距離が実質
的に測れないような状況になっていることを表している。
Planckスケールを超えた世界では, このような背景時空独立性が実現
して, 特定の背景時空を伝播する粒子の描像が成り立たなくなる。それ故,

散乱行列も定義できない。そのような量は次章で解説する時空相転移後
に古典的な時空が現れて初めて定義されるものである。
量子重力のユニタリ性は, 共形場理論のそれに倣って, 物理的な場の実
性が保たれるかどうかで表される。BRST共形不変性を実現するために
はゴーストモードが必要であるが, それ自体はゲージ変換であるBRST共
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形変換の下で不変にならないため, 物理的な存在ではない。実際, BRST

共形不変な量はすべて実の複合スカラー場として与えられる。その実性
は IQG (4.6)で与えられる 4階微分量子重力作用が正定値であることから
破れないことが保証される。
ここで注意すべきことは, Einstein-Hilbert作用に含まれるゴーストモー
ドはその不定値性の原因であるが, 4階微分重力作用のゴーストはそうで
はないということである。量子化の際に, 重力場をモードに分解して考え
ているが, 元の場で見るとその作用は正定値である。このことは, モード
分解があくまでも便宜上であることを示している。実際, 個々のモードは
独立ではなく, お互いにゲージ変換で結び付いている。
最後に, 実複合スカラー物理場に対応する物理状態が共形代数を用いて
どのように表現されるかを記す。共形場理論として見たときのディラテー
ションをD, Lorentz変換の生成演算子をMµν , 特殊共形変換の生成演算
子をKµとすると, 物理状態 |ψ⟩は条件式

D|ψ⟩ = 0, Mµν |ψ⟩ = 0, Kµ|ψ⟩ = 0

で定義される。さらに, この状態に並進の生成演算子 Pµを作用させて得
られるいわゆるディセンダント (子孫)状態はBRST自明な状態になって
消える。これらの式は一般座標不変性を表すハミルトニアン拘束条件や
運動量拘束条件に他ならない。この物理状態は無限個存在することが示
されている。前にも強調したが, ハミルトニアンが消える状態であるにも
かかわらず,無限個存在して,エントロピーをもつことが出来るのは,単独
では決して物理的な状態として現れないゴーストモードのおかげである。
物理状態は, 共形場理論の言葉を使えば, スピンがゼロの実プライマ

リースカラー状態に当たる。これに対して, テンソル状態は存在しない。
このことは宇宙初期の揺らぎがスカラー的であったことを示唆するCMB

の観測結果と合致している。





59

第7章
量子重力の相転移

前章では, 作用やハミルトニアンを知らなくても, 共形不変性とユニタリ
性の条件から 3次元 Ising模型の臨界現象を理解することが出来ることを
見た。2次元ではこの問題は厳密に解けていて, Ising模型を含む一連の臨
界指数が分類されている。臨界指数には普遍性があると信じられていて,

臨界点近傍の振る舞いは共形不変性を用いて分類される臨界指数のどれ
かで表されると考えられている。これは非常に強い結論である。けれで
も, どの指数が Ising模型に対応するかは結果を知っているから言えるこ
とでもある。また, 臨界点近傍が理解できれば物理のすべてが分かるわけ
でもない。
実際, ハドロンの物理では共形不変性が破れるところまで強い相互作用
を記述できないと, その質量スペクトルなどを理解することは出来ない。
そのため, 場を導入して記述する必要がある。強い相互作用を媒介する場
はグルーオン (糊粒子)と呼ばれ, 非可換なゲージ場 (Yang-Mills場)を用
いて記述される。その理論が繰り込み可能な場の量子論の一つである量
子色力学 (QCD)として定式化されたのは 1970年代に入ってからである。
QCDの創始者の一人である´t Hooftがその土台となる非可換ゲージ場

理論の繰り込み可能性問題に取り組んでいた当時は, 繰り込みという考え
方に否定的な人の方が多かった。量子電磁力学 (QED)では成功したけれ
ども,発散を繰り込んで有限にするという処方箋はひどく作為的に見えて,



60 第 7章

場の量子論に頼らずに有限な理論の構築を目指す人の方が多かった。繰
り込み理論が広く受け入れられるようになったのは, 結局のところ, QED

とQCD, 両者の成功によるところが大きい。また, 同時に, Wilsonらによ
る繰り込み群の考え方に基づいて, 理論が整備されたことも大きい。それ
はエネルギースケールの変換に理論のパラメータがどのように応答する
かを体系的に理解するため道具立てである。クォークやグルーオンが示
す漸近的自由性は繰り込み群の考えに基づいて見事に説明することがで
きる。
QCDがハドロンの物理に適用できると考えられるようになったのは,

実験的に検証されていた強い相互作用がもつ漸近的自由な振る舞いをうま
く説明できることが示されてからである。それは, 核子 (陽子や中性子)の
中を見ることが出来るほどの高エネルギー極限で, 強い相互作用が相対的
に弱くなって, 核子を構成するクォークやグルーオンが自由粒子のように
振る舞う性質のことである。理論的にはエネルギースケールの変化に対す
る結合定数の変化の程度を表すベータ関数が負になることを指す。QCD

がこの性質を持つことを発見した功績で, PolitzerとGrossとWilczekの
3氏にノーベル賞が 2004年に授与された。
しかしながら, ’t Hooftも, 論文として発表しなかったけれども, 彼らよ
り前にベータ関数が負になることを発見し, その物理的意味を理解してい
たといわれている。この本人の主張を, 彼なら知っていただろうと, 多く
の人が信じていた。ノーベル賞は 3人までしか受賞できないので, この問
題を解消するために, まずは’t Hooftとその師である Veltmanの 2氏に,

別の非可換ゲージ場を用いて記述される電弱相互作用の量子構造を解明
した業績に対して, 1999年にノーベル賞が授与され, その後 3氏が受賞し
た。これが, 漸近的自由性の発見が 1970年代の前半であるにもかかわら
ず, 今世紀に入るまでノーベル賞が授与されなかった理由の一つではない
だろうか。
さて, 話題を量子重力理論に戻す。繰り込み可能な量子重力理論の結合
定数 tのベータ関数も負になることが示されている。それは, 非可換ゲー
ジ場理論と同様に, 高エネルギー極限で結合定数が小さくなることを表し
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ている。量子重力の世界では, 高エネルギー極限は Planckエネルギース
ケールを超えた領域に入る事を意味する。結合定数 tは重力場のトレース
レステンソルモード hµν を制御するために導入された変数なので, tが小
さくなるとはテンソル揺らぎが小さくなることを表している。
これに対して, 距離を支配する共形因子場 ϕの揺らぎは大きいままであ

る。高エネルギー極限で現れる時空は, 単純な自由場理論ではなく, 背景
時空独立性を表現した特別な共形場理論で記述される。それ故, この性質
のことを, 漸近的自由性と区別して,「漸近的背景自由性」と呼んでいる。
ここでは両者それぞれの物理的意味を考えることにする。

QCDの相転移

QEDで良く知られている遮蔽効果は, 電荷が存在するとその回りで電子・
陽電子対が仮想的に生成されて, 遠方から見ると電荷が遮蔽されて小さく
見える現象を指す。
QCDの閉じ込めはこの電荷の遮蔽効果と反対のことが起きていると解
釈される。QEDとの違いは, クォークだけでなくグルーオンも「カラー
(色荷)」を持っていることである。電磁場は自分自身と直接相互作用しな
いが, 非可換ゲージ場であるグルーオンは自分自身とも相互作用する。そ
のため,カラーをもつ粒子が存在すると,その回りではクォーク・反クォー
ク対のみならずグルーオンの対も生成される。このグルーオン対の効果
によってQEDとは逆の現象「反遮蔽効果」が起きていると考えられる。
すなわち, 短距離ではカラーの効果が小さくなり, 相互作用が弱くなる。
逆に, 遠距離になるとその効果は大きくなって閉じ込めが起こる。
上記の量子補正を加えたカラー間の相互作用の強さはランニング結合

定数 (有効結合定数とも呼ばれる)で表される。考えているエネルギーま
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図 7.1: QCDのランニング結合定数の振る舞い, 及びその測定結果のまとめ。
ここで, αs(Q) = ḡ2(Q)/4π である。[G. Prosperi, M. Raciti, and C. Simolo,

Progress in Particle and Nuclear Physics 58 (2007) 387.]

たは運動量スケールをQとすると, その 2乗は

ḡ2(Q) ∝ 1

log(Q2/Λ2
QCD)

(7.1)

と表される。この表式はベータ関数が負であることから導かれるもので,

比例係数はその情報から決まる正の数である。ΛQCDはQCDに固有な物
理的エネルギースケールで,理論的には決まらない自由パラメータである。
これはエネルギーQ (≥ ΛQCD)で有効な相互作用の強さを表していて,

Qが高ければ ḡ(Q)は小さくなって, 相対的に弱くなることを示してい
る (図 7.1参照)。エネルギーが低くなれば対数的にゆっくりと大きくなっ
ていき, ΛQCDで急激に発散する。つまり, この QCDエネルギースケー
ルで強い相互作用の強さが無限大になって閉じ込めが起こることを表し
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ている。その値は実験から ΛQCD ≃ 210MeVと求まっている。その逆数
ξQCD (=1/ΛQCD)は強い相互作用の相関距離を表していて, 核子の大きさ
の基準単位である 1 fm ≃ 10−15 mになる。これより低エネルギーの世界
はQCDを用いて記述することが有効でなくなる。そのためΛQCDはQCD

の赤外カットオフとも呼ばれている。
宇宙進化の過程でもこのような相転移が起きていると考えられる。宇宙
の温度がQCDエネルギースケールよりも高いときは, クォークやグルー
オンは自由に飛び回っているが, それ以下に温度が下がるとそれらは核子
の中に閉じ込められて自由に運動できなくなることを表している。つま
り, グルーオンによって堅く結びつけられたクォークの複合場として一体
で運動するようになる。それがハドロンと呼ばれる物質である。
専門的には, 量子補正を含めたグルーオンの有効作用が, ランニング結
合定数 (7.1)が発散すると, その逆数に比例して消えることで説明される。
それ故, ハドロンを表す新しい場の変数を導入して記述される「QCDの
低エネルギー有効場の理論」にはグルーオンの運動項は含まれない。

時空の相転移

重力場の結合定数 tも, ベータ関数が負になることから同様のことが言え
て, (7.1)に対応する量子重力の相互作用の有効な強さを表すランニング
結合定数の 2乗は

t̄2(Q) ∝ 1

log(Q2/Λ2
QG)

(7.2)

と表される。この式は量子重力のダイナミクスを決める新たな物理的エ
ネルギースケールΛQGの存在を予言している。比例係数は付録Bに記し
たベータ関数の係数から決まる。
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重力場による量子補正は, (7.2)の比例係数を決めるベータ関数の値だ
けでなく, 考えている物理的なエネルギーQにも入ってくる。Qの 2乗を
運動量の 2乗で表すと, それは計量テンソルが (4.2)であることから

Q2 = gµνqµqν =
q2

e2ϕ
(7.3)

で与えられる。ここで, q2は共形因子を除いた計量テンソル ḡµνで定義さ
れる運動量の 2乗である。これは一般座標不変性から要請されることで,

量子重力の有効作用はランニング結合定数 (7.2)を用いて表される (付録B

の (B.4)参照)。物理運動量 (7.3)を通して入ってくる有効作用の共形因子
場ϕに依存した部分が,第4章で述べた,共形異常をもたらすWess-Zumino

作用 Sに他ならない。
このことはQCDのランニング結合定数 (7.1)の場合でも同様で, (4.2)

の計量をもつ曲がった時空上で考えれば, Qは (7.3)に置き換わる。この
ように共形異常は一般座標不変性を保つために現れる必要不可欠な量で
ある。
さて, Planck質量や宇宙定数と異なる, 新たな重力のエネルギースケー
ルΛQGの存在は何を表しているのだろうか。結合定数 tは 4階微分Weyl

作用の共形不変なダイナミクスを制御するために導入されたパラメータ
である。QCDの場合と同様に考えれば, ランニング結合定数 (7.2)がΛQG

で発散することは, そのエネルギースケールで共形不変なダイナミクスが
完全に消えてしまうことを表している。より専門的には, Weyl作用に対
する有効作用がランニング結合定数の 2乗の逆数に比例して消えること
を指す。
共形因子場のダイナミクスは QCDには存在しない部分である。共形
不変な 4階微分作用には共形因子場は含まれないが, そのダイナミクスは
共形異常のWess-Zumino作用として現れる。特に結合定数 tのゼロ次で
現れる Riegert作用は BRST共形不変性のために必要不可欠な作用であ
る。その作用に tの高次補正を加えた有効作用もまたランニング結合定
数 (7.2)を用いて書くことが出来て, それが発散するとその有効作用も消
える。このようにエネルギースケールΛQGで共形不変なダイナミクスを
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担っていたすべての作用が消えて, 新しい時空の相に移る。重力場の運動
方程式 (5.4)では, それは T

(4)
µν 部分が消えることで表現される。

このとき, 低エネルギーの時空相はどのように記述されるのであろう
か。QCDでは 2階微分であるグルーオン場の作用がなくなると, グルー
オンのダイナミクスは完全に消えてしまう。これに対して, 量子重力で
は 4階微分重力作用がすべて消えても, 2階微分の Einstein-Hilbert作用
が残って, それが低エネルギーでの重力場の運動項を与える。すなわち,

Einsteinの重力理論が低エネルギー有効理論として現れる。重力場はも
はや (4.2)のように共形因子場とトレースレステンソル場に分けて考える
ことは出来なくなり, それらの複合場として一体となった重力場が新たな
場の変数となる。
それでは, 新しい重力的スケールの値はいくつになるのであろうか。
これは観測から決めなければならない。第 9章で解説する量子重力的イ
ンフレーションのシナリオから, 時空の相転移が起こるスケールとして
ΛQGは約 1017 GeVになることが示唆されている。この値は Planck質量
mplのおよそ 100分の 1であるから, その逆数である量子重力の相関距離
ξΛ = 1/ΛQGはPlanck長さの約 100倍になる。すなわち, エネルギーをど
んどん高くして行って, より短距離を探索すると, Planckスケールに到達
する前にEinsteinの重力理論は破綻して, 時空は新しい相に入るという事
である。だからこそ, Einsteinの重力理論が抱えている多くの問題を解決
することが出来るのである。
相関距離 ξΛは測定可能な最小距離を与える。これよりも長距離の物理

はEinsteinの重力理論で記述されるため, 距離を古典的に測ることが出来
るが, これより短距離になると, 量子重力の領域に入って, 重力場が大きく
揺らぎ始めるために計測が困難になる。背景時空独立性がBRST共形不
変性として実現している極微の世界では, 物理は計量テンソルの選び方に
完全によらなくなる。それはスケールの異なる世界がすべてゲージ同値
になることを表していて, そこではもはや物理的な距離が定義されない。
すなわち, 距離の概念が失われた世界になる。したがって, ξΛよりも短い
距離は実質的に測れないことを意味する。このように, 繰り込み可能な量
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子重力理論では, 紫外カットオフを導入せずに連続的に時空を扱っている
にもかかわらず, 距離が ξΛで量子化された時空が現れる。
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第8章
量子重力の局所的な励起状態

Planck質量より大きな質量を持つ点状の粒子は, Einsteinの重力理論で
は, ブラックホールに他ならないことはすでに第 2章で指摘した。そのよ
うな粒子の情報はホライズンの内側に隠れて見えなくなってしまうから
である。これに対して, 量子重力理論は Planck質量を超える大きな質量
を持った局所的な励起状態が存在することを示している。
漸近的背景自由な量子重力理論には約 1017 GeVの新たな力学的エネル
ギースケールΛQGが存在することはすでに述べた。これはPlanckエネル
ギースケールより 2桁小さい値で, 次章で述べる重力の量子効果によって
起こるインフレーションのシナリオがCMBの観測結果と合致するように
決めたものである。ここでもこの値を採用して話を進める。
時空はこのとき実質的に相関距離 ξΛ (= 1/ΛQG)で量子化される。その

長さはPlanck長さの約 100倍になる。これよりも長距離ではEinsteinの
重力理論に基づいて物理的な距離を測ることができるが, その内側では重
力場の量子的揺らぎが大きくなって, 距離を測ろうとしても, もはやそれ
が物理的な意味をもたない背景自由な世界が現れる。このことから, 量子
重力の励起状態が存在するとすると, それは直径が相関距離 ξΛの局所的
な状態として現れることが示唆される。それはQCDにおけるグルーボー
ルに近い状態である。ただ, 内部で揺らいでいるのが時空そのものなので,

その点は想像しがたいところである。けれども, 外部から見れば同じよう
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に古典的な時空に生じた粒子のように見えると考えられる。
ここでは,励起状態として,質量mがPlanck質量程度の静的な球状物体
を考える。そのような物体の古典的なホライズンサイズであるSchwarzschild

半径 rg (= 2Gm)は Planck長さ程度になる。すなわち, 遠方から物体の
中心に向かって近づいて行ったとき, ホライズンよりも 100倍遠いところ
で重力の量子効果が効き始めることを意味する。そのため, ホライズンは
量子揺らぎの中に埋没して消滅してしまう。
このような物体の外側は Schwarzschild解で表され, 内側は量子重力理
論で記述される。そのような状態を運動方程式 (5.4)の解として実際に求
めてみる。その際,物質場のエネルギー運動量テンソルTM

µνはゼロと置く。
すなわち, 純粋に重力的な励起状態を考える。
具体的な解を求めるために, 量子重力のダイナミクスを担っている T

(4)
µν

部分を, 平均場近似的な手法を適用して, 大胆にモデル化することにする。
量子補正を取り込んだ有効作用がランニング結合定数 t̄ (Q) (7.2)を用いて
書けることはすでに述べた。座標空間で見ると, ランニング結合定数は場
に作用する複雑な微分演算子で, 量子化によって生じる非局所性や非線形
性がかたちとなって現れたものである。ここでは, その期待値を動径座標
rに依存した平均場に置き換えて式を簡単化する。すなわち、(7.2)の中
のQを rの 2倍の逆数に置き換えて, 物体の半径に相当するRh (= ξΛ/2)

で発散し, 原点で消える関数 t̄2(r) ∝ 1/ log(R2
h/r

2)としてそれを表す。
このような平均場近似を施してモデル化された運動方程式は次のよう
な構造をもつ (付録Bの最後を参照)。原点付近では, ランニング結合定数
が消えるに伴って, 共形因子場の揺らぎが主体となった方程式になる。一
方, 励起状態の中心から離れていくとランニング結合定数は次第に大きく
なっていき, 端に至ると発散する。それに伴って, 端で T

(4)
µν 項がランニン

グ結合定数の 2乗の逆数に比例して消滅し, 外部は真空中のEinstein方程
式で記述される。
励起状態の質量は内部の重力エネルギーの和としてm =

∫
|x|≤Rh

d3xT
(4)
00 (x)

と定義される。ここで, xは背景時空の空間座標で, r = |x|である。この質
量mがPlanck質量mplの 2倍の場合の解を図 8.1に提示した。遠方では
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図 8.1: 質量が 2mpl の量子重力の局所的な励起状態。重力ポテンシャル Φを
実線, −Ψを点線で表している。励起の半径 Rh (= ξΛ/2)は 30に規格化されて
いて, その外側は Schwarzschild解 Ψ = −rg/2r (Φ = −Ψ)になっている。[K.

Hamada, Phys. Rev. D 102 (2020) 026024.]

Einstein方程式は Poisson方程式の形に書けて, その解はNewtonポテン
シャルで近似できる。それは,線素 ds2 = −(1+2Ψ)dη2+(1+2Φ)dx2で定
義される重力場ポテンシャルΨとΦを導入すると, Ψ = −rg/2r, Φ = −Ψ

で与えられる。ここで, rgは前出の Schwarzschild半径で, 質量が Planck

質量の 2倍の場合を考えていることから, Planck長さの 4倍になる。
励起状態に外から近づいていくと重力場は次第に強くなっていく。けれ

ども, いま考えている状態の半径Rhは Schwarzschild半径 rgよりも 20倍
以上大きくて, 端での重力ポテンシャルの大きさ rg/2Rhは近似が機能す
るほど十分に小さい。内部に入ると, 重力ポテンシャルは量子効果によっ
て振動し始めて, もはや古典解のように単調に増大して発散するようなこ
とはなくなる。このとき, 外部ではΦ = −Ψを満たしていた 2つの重力ポ
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テンシャルが次第にズレていって, 中心付近では共形因子場の揺らぎを表
すΦ = Ψの配置が優勢になる。このような内部の重力ポテンシャルの振
動は物理的な距離が揺らいでいることを表している。
重力ポテンシャルを用いたこの解の導出は, これらの事実をあらかじめ
想定して行われたものである。前述のようにランニング結合定数を平均
場に置き換えて運動方程式を立て, 計算結果が近似と矛盾していないこと
を確かめながら解を求めた。Planck質量の 2倍という質量は, 物理的に興
味深い質量であるだけでなく, 幸いにもこの近似方法が有効な質量でもあ
る。これよりも質量が大きくなると, ランニング結合定数以外の非線形効
果も考慮しなければならなくなって計算が困難になる。いずれにせよま
だ不完全ではあるが, この解は励起状態の特徴をよく捉えていると考えて
いる。
この物体はブラックホールではなく粒子と呼ぶことが出来る。このよ
うな質量だけをもつ純粋に重力的な粒子を「暗黒粒子」と呼ぶ。質量が
ΛQGより低ければ, 重力の量子効果が発動しないので, このような励起は
起こらないと考えられる。また, 量子重力の質量スペクトルは ΛQGで量
子化されていると予想されるが, 平均場近似では残念ながらそれを確かめ
ることは出来ない。
この励起状態はおそらくΛQGの逆数程度の寿命ですぐに崩壊すると思
われる。端の部分でランニング結合定数が大きくなるという事は, そこで
物質場との相互作用が大きくなることを表している。そのため, 端で物質
が生成され, そこから徐々に重力のエネルギーが物質のエネルギーに移る
ことで崩壊していくと考えられる。
一方, 質量がPlanck質量よりも 100倍以上大きな物体だと, 古典的なホ
ライズンサイズが相関距離よりも長くなる。そのような物体は, 外から見
ると, もはやブラックホールである。そのダイナミクスについては現時点
では想像するしかないが, 中心付近はここで示したように重力場が量子的
に大きく揺らいでいると考えられる。
このような大きなプラックホールでは中心部以外は重力を古典的に扱
うことが出来る。Hawkingは 1970年代に, そのような半古典近似の下で,
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ブラックホールが輻射を放ちながら徐々に小さくなっていく, いわゆる蒸
発現象が起こることを示した。蒸発の最終局面では, ホライズンが消滅し
て, 上記の暗黒粒子状態が現れると考えられる。それは最終的に崩壊して
ブラックホールは完全に消滅すると予想される。
宇宙初期には暗黒粒子が大量に, そして密に生成されたと考えられる。

それらが, いわゆる「暗黒物質」として現在まで残るためには, 寿命が長
くて安定でなければならない。暗黒粒子は当初角運動量を持っていない
と考えられるので, たとえ個々に寿命が短くても, 崩壊する前に合体する
かもしれない。ホライズンが形成されるほど大きくなれば, それらを種と
して大量の原始ブラックホールが形成される。そうすると, 寿命が長くな
るので, 暗黒物質の候補になる。
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第9章
量子重力的インフレーション

量子重力理論が必要とされる領域として, ブラックホールの中心付近の
ほかに, 宇宙創成の時期が挙げられる。ビッグバン以前に宇宙が指数関
数的に急速膨張した時期があったとする, 1980年前後に佐藤と Guthと
Starobinskyによって提案されたインフレーション理論が支持されるよう
になると, 量子重力理論の必要性が強く主張されるようになった。なぜな
ら,このアイデアの自然な解釈は,現在見えている宇宙の広大な領域が,イ
ンフレーション以前まで遡ると, Planck長さより狭い領域から始まった
こと示唆しているからである。
インフレーション理論を考える大きな理由の一つは「地平線（ホライズ

ン）問題」を解決するためである。空間が急激に引き伸ばされることで,

宇宙初期にホライズンサイズよりも大きなサイズの相関が存在した理由
を上手く説明することができる。もう一つは「平坦性問題」を説明するこ
とである。宇宙初期の空間が曲率を持っていたとすると, その符号によっ
て宇宙はあっという間につぶれるか, 非常に速く膨張して星や銀河が形成
されなくなるかのどちらかになる。にもかかわらず 100億年以上経った
現在でも曲率はほぼゼロのままであることが観測から分かっている。こ
の問題もインフレーションの時期に空間が極端に引き伸ばされて平坦化
されたと説明することができる。
さらに, これら以外で強調しておきたいインフレーションの重要な役割
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と考えられるのが, ビッグバン後の宇宙進化の初期値を与える原始揺らぎ
を生成することである。現在の宇宙を説明するためには, 少なくともその
構造形成に関与するサイズの揺らぎでは, そのスペクトルはほぼスケール
不変なものでなければならない。かつ, その振幅の大きさは異常に小さな
値でなければならないことが要請される。インフレーション理論はそれ
らを説明する必要がある。
では, 何故, 原始揺らぎが小さくなければならないのか。第 2章ですで
に述べたように, それは空間の一様等方性を仮定して導かれたFriedmann

解が非静的で, 不安定であることによる。この解は時間的に単調に変化し
て, さらに解のまわりの小さな揺らぎ (摂動)を考えると, 揺らぎが時間と
ともに成長して, 時空は解から大きくズレてしまう。通常, このような不
安定解は物理として選ばれない。Einsteinが静的で安定な解を得るため
に宇宙項を導入したのは有名な話である。しかしながら, 宇宙は膨張して
いる。それはスペクトルが「赤方偏移」していることからも疑いの余地
がないことである。さらに, 宇宙は 100億年以上も長く続いているにも関
わらず, 現在も不安定な Friedmann解で良く近似できる。この事実は初
期の揺らぎが不自然なほどに小さかったことを示している。
初期値として, たまたま振幅の小さな揺らぎが選ばれることがあるかも
しれない。しかし, それは自然な説明であるとは思えない。むしろ, 揺ら
ぎを小さくする何らかのメカニズムが, それ以前にあったと考えるのが自
然である。インフレーションがその役割を担っていたと考えると話は明
快になる。けれども, Einsteinの重力理論の枠内で構成されたインフレー
ション理論では, それが上手く説明できているとは言い難い。
ここでは量子重力の運動方程式 (5.4)の解としてインフレーション解を
導出する。Planckスケールの向こうにある背景自由な世界から共形不変
性が破れた現在の Friedmann宇宙に至るまでのシナリオを解説する。宇
宙発展の歴史はダイナミクスに寄与する重力作用の微分の階数が段階的
に下がっていく過程として捉えることができる。



量子重力的インフレーション 75

インフレーション解

量子重力理論には観測によって決めなければならない「物理定数」が 3つ
ある。それらはどのエネルギースケールで見ても同じ値をもつ真の定数
で, 場の量子論では繰り込み群不変量として定義される。その内の 2つ,

Planck質量mplと力学的エネルギースケール ΛQG, が宇宙初期のダイナ
ミクスを記述する。一方, 3番目の宇宙定数は無視できるほど小さいとし
てここでは考えない。
一般的にインフレーションは指数関数的に空間が膨張する de Sitter時

空解で表される。急激に空間が膨張する解はすべてインフレーション解
と言えるが, ここでは de Sitter解を指すものとする。また, 以下で解説す
る解は Starobinsky解に準ずるものであるが, インフレーションの終わり
方に大きな違いがある。
インフレーション解はWeyl曲率テンソルが消える共形平坦な時空解の

一つである。第 7章で解説した漸近的背景自由な性質は, ランニング結合
定数 (7.2)が小さくなる高エネルギー領域で, そのような共形平坦な時空
配置が支配的になることを表している。つまり, インフレーションは力学
的スケールΛQGよりも高いエネルギー領域で起こると考えられる。その
領域に存在できるスケールは Planck質量しか考えられないので, それが
インフレーション解を決めるスケールになる。故に, 解が存在するための
条件として

mpl > ΛQG (9.1)

が要請される。
進化が始まる前の極初期の宇宙では時間や距離が意味をなさなくなる

ほど共形因子が大きく揺らいでいたとする。このとき物質はまだ存在して
いなかったとして, そのエネルギー運動量テンソル TM

µνは始めゼロであっ
たとする。そのような世界はスケールを持たない特別な共形場理論で記
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述されることはすでに述べた。ただ, 共形不変性は完全ではなく, それを
破るスケールがあれば, いずれ宇宙は進化し始める。物理定数の大小関係
(9.1)は進化の過程で宇宙が最初に感じるスケールがPlanckスケールであ
ることを表している。
量子重力の運動方程式 (5.4)は系全体のエネルギー運動量テンソルが消
えることを表している。共形因子が指数関数的に膨張するインフレーショ
ン解は Einstein項 TEH

µν と重力の共形ダイナミクスを担う 4階微分項 T
(4)
µν

がバランスすることから導かれる。具体的には, 線素が e2ϕ(η)(−dη2+dx2)

で与えられる空間的一様等方な時空を仮定して, 共形因子場 ϕの運動方程
式 (5.4)を解いて解を求める。
宇宙論では, 時間成分のみに依存した共形因子 a(η) = eϕ(η)のことをス
ケール因子と呼ぶ。時間変数としてdτ = a(η)dηで定義されるτを導入する
と,線素の時間成分が−dτ 2+a2(τ)dx2のように平坦な時空のそれになるの
で, この変数のことを物理時間と呼ぶ1。Hubble変数H(τ) = ∂τa(τ)/a(τ)

を用いると, まだランニング結合定数が小さい初期段階では, インフレー
ション解は

H(τ) = HD, HD = mpl

√
π

bc
=MP

√
8π2

bc
(9.2)

に収束する解になっていて, スケール因子が a(τ) ∝ eHDτ のように τ を時
間として指数関数的に膨張することが分かる (図 9.1と図 9.2を参照)。こ
こで, bcは一般座標不変性を保つために導入されたRiegert作用の係数で,

重力場と相互作用する素粒子模型に依存する数である。典型的な bcの値は
およそ 10前後になるので (付録B参照), HDは換算Planck質量とPlanck

質量の中間に値をもつことが分かる。それ故, ここでは, HDもPlanckス
ケールと呼ぶことにする。また, 空間が膨張し始める時刻 τPはHDの逆
数で与えられ, それを Planck時間と呼ぶことにする。
さらに, インフレーション解 (9.2)を背景時空として, そこからのズレを
表す揺らぎ変数を新たに導入する。その運動方程式を (5.4)から導出して

1座標変数の名称として, 物理時間 τ に対して ηは共動時間と呼ばれている。同様に,

xは共動座標と呼ばれ, 実際の距離を表す r(τ) = a(τ)xを物理座標と呼ぶ。
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図 9.1: スケール因子a(τ)の時間発展。時空はPlanck時間 τP (= 1/HD)から急激
に膨張し始める。インフレーションは力学的時間スケール τΛ (= 1/ΛQG = 60τP)

で終わり, Friedmann 宇宙に移る。[K. Hamada, S. Horata, and T. Yukawa,

Phys. Rev. D 74 (2006) 123502.]

時間発展を調べると, 揺らぎが次第に小さくなって行くことが示せる。詳
しいことはこの節の最後で解説するが, このことは, (9.2)が安定な解で,

最初揺らぎが大きくても, やがて宇宙はこの解に収束していくことを示し
ている。それは, 同時に時間変数 τ が一様な時間として実体をもつように
なったことを意味する。このように単調増大するスケール因子が宇宙全
体の時間という概念を生み出すのである。

時空相転移としてのビッグバン

インフレーションはいつ終わるのか。時空が膨張し始めると, それに伴っ
て物理的運動量Q (7.3)の値が下がって, ランニング結合定数 t̄(Q) (7.2)が
対数関数的にゆっくりと大きくなって行く。力学的スケールΛQG近くま
で下がると, それは急激に大きくなっていって発散する。ランニング結合
定数が小さい間は, Weyl曲率テンソルが消える時空配置をもったインフ
レーション宇宙が安定的に続くが, 大きくなってくると, 宇宙は次第にそ
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図 9.2: Hubble変数Hと物質のエネルギー密度 ρの時間発展。ここではHD = 1

と規格化している。相転移点 τ = τΛ (= 60)以降, 時間が経つと Friedmann解に
漸近する。物質は相転移点近傍で急激に生成される。[K. Hamada, S. Horata,

and T. Yukawa, Phys. Rev. D 74 (2006) 123502.]

のような時空配置から逸脱して行く。遂には, インフレーションは終わり,

宇宙はEinsteinの重力理論で記述される Friedmann時空に移行する。こ
の変化が時空相転移である。
この相転移過程を重力の量子補正を取り入れた運動方程式 (5.4)で記述
するために, 前章と同様に, ランニング結合定数を時間変数に依存した平
均場で近似することにする。すなわち, Qを物理時間 τ の逆数に置き換え
て, それを t̄2(τ) ∝ 1/ log(τ 2Λ/τ

2)に書き換える。ここで, τΛはエネルギー
スケールΛQGの逆数で定義される力学的時間スケールである。時空相転
移は共形重力ダイナミクスを担っている 4階微分重力項 T

(4)
µν が時間 τΛで

t̄2(τ)の逆数に比例して消えていく過程として表される。
宇宙を構成する物質が生成される現象をビッグバンと呼ぶなら, 時空相
転移はまさにビッグバンで, それ以前には如何なる物質も存在しなかった
というのがこの相転移の特徴である。それは, 全エネルギー運動量テン
ソル (5.4)がゼロに保たれていることから, T

(4)
µν が消えて行くにしたがっ
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て, 始めはゼロであった物質場の TM
µνが値をもつようになることで説明さ

れる。すなわち, 相転移時に量子重力のエネルギーがすべて物質のエネル
ギーに転化することでビッグバンが起こる。この転移を引き起こす物質場
と共形因子場の間の相互作用はWess-Zumino作用 Sで与えられ, ランニ
ング結合定数の増大ともに開いていって, 相転移間近で急激に強くなる。
そのため, 変化は劇的に起こることが予想される。
ビッグバンは,元 ,々すべての始まりを表す言葉であった。宇宙が膨張し

ているという事実は, 宇宙は高温・高密度な過去のある一点から始まった
ことを示していて, その点を指す言葉として生まれた。実際, Friedmann

宇宙は過去に遡るとスケール因子が消える特異点に行き着く。インフレー
ションの考えが受け入れられるようになってからは, ビッグバンはインフ
レーション後に物質が生成された, すなわち現在の宇宙の原型が作られた
瞬間を指す言葉になった。さらに, インフレーション宇宙ではスケール因
子は決して消えることがなく, 特異点の問題が解消される。
一方, ビッグバンに代わる表現として, しばしば再加熱という言葉が使

われることがある。これはあくまでも Einsteinの重力理論の枠内でイン
フレーションが議論される場合の言葉で, 再びの意味は, Friedmann宇宙
の進化の途中でインフレーションが起きて, その時点で一旦過去の宇宙が
リセットされ, 現在の宇宙が誕生したと考えることによる。そのため過去
に遡ったとき, Planckスケールに到達しないようにインフレーション期
間の始まりを低く抑えているのが特徴である。

力学的エネルギースケールの決定

量子重力的インフレーション理論はPlanck質量スケールHD (= mpl

√
π/bc)

と力学的エネルギースケールΛQGの比でシナリオが決まる。それらは物
理定数なので, 観測結果から決めるしかない。Newton定数Gの測定から,

Planck質量mpl (= 1/
√
G)は 1.2 × 1019 GeVと決まる。新たに導入した
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図 9.3: 量子重力的インフレーションシナリオ。宇宙が膨張を始める Planck時
間以前に相関距離 ξΛ = 1/ΛQG (≫ lpl)の大きさであったゆらぎが現在までに
1059 倍膨張して, 宇宙の大きさを表す Hubble距離 1/H0 (≃ 5000Mpc)まで膨
張する。すなわち 1/H0 ≃ 1059 × ξΛである。

PlanckスケールHDを決めるRiegert作用の係数 bcは, 前にも述べたよう
に, 重力場と相互作用する素粒子模型に依存する数で, ここでは bc = 10

を採用する。
インフレーションを特徴づける指標の一つとして膨張率 (e-foldings)と
呼ばれるものがある。ここでは, それは Planck時間 τP からインフレー
ションが終わる力学的時間 τΛまでに宇宙がどれだけ膨張したかを表す量
で, Ne = log [a(τΛ)/a(τP)]と定義される。そのおおよその値は, 2つのス
ケールの比

Ne ≃
HD

ΛQG

(9.3)

で与えられる。一般的なインフレーションのシナリオが要求する膨張率
はおよそ 60から 70の間である。
また, インフレーションが終わる直前のスカラー曲率の揺らぎの大きさ
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は, 次元解析から, およそ δR ∼ Λ2
QGで与えられると考えられる。揺らぎ

の大きさを示す無次元の指標として, インフレーション解のスカラー曲率
R = 12H2

Dで割った量を考えると, それも 2つのスケールの比を用いて,

δR

R

∣∣∣∣
τΛ

∼
Λ2

QG

12H2
D

(9.4)

で与えられる。この値が Friedmann宇宙の初期値である原始パワースペ
クトルの振幅の平方根の大きさを与えることになる。
CMBの観測結果を説明するたに必要な (9.4)の大きさは非常に小さな

10−5程度の値でなければならない。このことから, Planckスケールと力
学的エネルギースケールの比はHD/ΛQG = 60と見積もることが出来て,

ΛQG ≃ 1.1× 1017 GeV (9.5)

の値が求まる。このとき膨張率も (9.3)より 60という適切な値になる。実
際は, Hubble変数H はずっと一定値HDのままではないし, 相転移後も
Friedmann宇宙に漸近するまでにいくらか加速膨張するので, それらも含
めると膨張率Neは 70近くに達する。
膨張率 70を桁で表すと, 宇宙はインフレーション期におよそ 1030倍膨

張したことになる。さらに, エネルギースケール ΛQGで Friedmann宇宙
に移行してから現在の 3oKに至るまでに 1029倍膨張する。合わせて 1059

倍膨張したことになる。この桁数は, 図 9.3で示したように, 宇宙最大の
スケールとして挙げたHubble距離と量子重力の相関距離が

1

H0

∼ a0
a(τP)

ξΛ ≃ 1059 × ξΛ (9.6)

のように関係付くことを意味する。ここで, a0は現在のスケール因子で
ある。

原始パワースペクトルの起源
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これまでの議論から, Friedmann宇宙の初期値である原始パワースペクト
ルの起源がインフレーション以前の量子重力の世界にあると考えるのが
自然であることを見てきた。
では, 従来の考え方と何処が異なっているのだろうか。Einsteinの重力
理論の枠組みで議論されるインフレーション理論では通常, 現在の物質の
源になる, インフラトンと呼ばれる未知の現象論的なスカラー場を導入し
なければならない。さらに, すべての揺らぎの起源がその場のゼロ点エネ
ルギーで与えられるとして, 紫外カットオフを導入してその値を計算して
いる。これに対して, 一般座標不変性が Planckスケールを超えてどこま
でも成り立っている漸近的背景自由な量子重力理論では, この不変性のお
かげでゼロ点エネルギーが消えることはすでに説明した。その代わりに
なるのが T

(4)
µν に値を与える量子重力の励起状態で, それが揺らぎの起源

となる。これは宇宙定数問題とも関係する話で, それについては第 11章
で述べる。
漸近的背景自由性は,ランニング結合定数 t̄(Q)がまだ小さいインフレー
ション以前ではテンソル揺らぎの大きさが結合定数に比例して小さくな
り、スカラー的な共形因子の揺らぎが支配的になることを表している。そ
れは宇宙論的にも好ましい性質で, 観測によって示されたCMB揺らぎの
テンソル・スカラー比が何故小さいのかを上手く説明することが出来る2。
揺らぎのスペクトルは 2点相関関数で与えられる。より正確には, 2地
点の揺らぎの大きさの差の 2乗平均が観測される量である3。揺らぎの初
期値を宇宙が指数関数的に膨張し始めるPlanck時間よりも前に設定する
と, その時点でのスカラー揺らぎのスペクトルはRiegert作用から計算さ
れる共形因子場ϕの 2点相関関数で与えられる。それは通常の場の理論で
はありえない, 長距離でも相関が消えることのない対数関数で表される。

2BRST共形不変性はインフレーション以前を起源とする CMBサイズのテンソル揺
らぎが存在しないことを示唆する。 それ故、量子重力インフレーションでは、テンソ
ル・スカラー比はインフレーションのスケールに対して制限を与えることなく、Planck

スケールの壁を超えることができる。
3観測量は同一点での値がゼロになることに注意。観測量は離れた 2点の揺らぎの相

対値であって, 絶対値, すなわちゼロ点エネルギーではない。
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相関が対数関数になるのは場が無次元であることの反映で, それが真のス
ケール不変性をもたらしている。
同時刻での対数相関関数を座標空間から 3次元運動量空間へ Fourier

変換して得られるパワースペクトルはスケール不変な, 通称 Harrison-

Zel’dovichスペクトルと呼ばれるものになる。パワースペクトルの表記
として, それに運動量の絶対値 (波数)の適切なべき乗を掛けて無次元化
したものがよく使われる。この表記を使うと, スケール不変なスペクトル
は波数によらない正の定数で表される。共形因子場のそれはまさに振幅
が 1/2bcの正の定数になる。
スケール不変性はあらゆる波長の相関が存在することを表している。一

方で, その不変性は力学的スケールΛQGで急速に失われる。それは, 物理
的距離が相関距離 ξΛ (= 1/ΛQG)を超えると, 相関が急速に減衰して消え
ることを表している。関係式 (9.6)は, Planck時間に ξΛであった距離が現
在ではHubble距離まで引き延ばされていることを示している。観測され
たCMB揺らぎスペクトルの l = 2の低多重極成分はそのような大きなサ
イズの相関の有無を表していて, その成分が鋭く落ち込んでいるという事
実は, 新しい力学的距離スケール ξΛを用いて説明することが出来る。

揺らぎの減少と解の安定性

インフレーションが始まる以前の重力の量子的な揺らぎのスペクトルに
ついては上で説明した。しかし, それがそのまま Friedmann宇宙に受け
継がれるわけではない。ここでは, 揺らぎがインフレーション期間中にど
のように発展するのか, 特に振幅がどのように変化するのかを見ることに
する。具体的には, インフレーション解の周りの揺らぎ (摂動)を考えて,

それがどのように時間発展するかを運動方程式 (5.4)を解いて調べた結果
を示す。
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膨張している宇宙のスペクトルを記述するには, 共動波数と呼ばれる
共動座標での空間運動量の絶対値を使うのが便利である。実際の波数は,

(7.3)の平方根のように, それをスケール因子 a(τ)で割ったもので, 物理
波数と呼ぶ。現在のスケール因子の値 a0を 1に規格化すると, 共動波数
は現在の波数の大きさを表していることになる。以下では a0 = 1として
話を進める。インフレーション理論は, 膨張が始まる Planck時間での物
理波数が現在の波数の約 1059倍であったことを示唆している。
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図 9.4: インフレーション背景時空での重力ポテンシャル Φ(実線)と Ψ(点線)

の線形発展方程式の解。初期値は Φ = Ψ = 1/
√
2bc = 0.224, 共動波数は k =

0.01Mpc−1を採用。τP = 1になるようにHD = 1と規格化して, τΛ = 60と設定。
重力ポテンシャルは振幅を減少させながら変化して相転移点 τΛ では Φ = −Ψ

となる。[K. Hamada, S. Horata, and T. Yukawa, Phys. Rev. D 81 (2010)

083533.]

図 9.3に示した宇宙発展のシナリオは, 現在の最も大きなサイズの揺ら
ぎが, インフレーションが始まる前までさかのぼると, およそ相関距離 ξΛ

の物理波長をもつ揺らぎであったことを表している。それは物理波数と
して力学的スケール ΛQGの値を持っていたことになる。ここでは, 宇宙
の構造形成に関与したと考えられるΛQGからそれより数桁高い物理波数
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図 9.5: 重力ポテンシャルΦの時間発展。相転移点 τ = τΛでの線が原始パワー
スペクトルを与える。

をもつ揺らぎの時間発展について考える。
運動方程式を共動波数空間で表して, 波数ごとに解いていく。ここで扱

うサイズの揺らぎに対しては,前章と同様に,線素ds2 = a2[−(1+2Ψ)dη2+

(1+2Φ)dx2]で定義される 2つのスカラー的重力ポテンシャルを用いて調
べることが出来る。前出との違いはインフレーション解で与えられるス
ケール因子 aの 2乗が全体に掛かっていることである。基本的な計算の
仕方は前と同じであるが, 相転移点近くの非線形効果を表すランニング結
合定数を時間に依存した平均場で近似していることが異なる。一方, まだ
揺らぎが大きい初期に現れる別の非線形効果として Einsteinテンソル項
に含まれる共形因子場の指数関数からの寄与がある。それは物理波数が
PlanckスケールHDを超えると無視できなくなるので, それを避けるため
にHDより低い波数を考えることにする。このようにして導かれた線形
の運動方程式は, 静的な揺らぎを考えた前章と違って, 時間に依存した背
景時空の周りでの摂動なので, かなり複雑になるが, 数値的に解くことが
出来る。
インフレーションが始まる前の初期のスペクトルはほとんどスケール

不変であるが, 相関距離 ξΛより長い相関は急速に減衰して消えるため, 取
りうる波数に下限が生じることはすでに述べた。ここで, それが前述の
l = 2の低多重極成分の落ち込みを表していることを見てみる。この成分
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の共動波数はおよそ λ0 = 0.00026Mpc−1であることから, この値と物理
的スケール (9.5)との比を求めると λ0/ΛQG ∼ 10−59となることが分かる。
右辺はちょうど宇宙が膨張し始める前のスケール因子の大きさで, λ0の
逆数がほぼHubble距離に相当する事から, この関係式はインフレーショ
ンのシナリオから導かれた (9.6)式に他ならない。このように, ξΛを用い
て l = 2の落ち込みを上手く説明することが出来る。
共動波数を kと書いて, 揺らぎの運動方程式の計算結果を k > λ0の領
域で表示する。また, 上で述べたように, kの上限はm0 ∼ 10−59 ×HDと
する。それはPlanck時間の物理波数がHDになる共動波数を表している。
インフレーション解はHD/ΛQG = m0/λ0 = 60で計算したものを採用し
ているので, m0 = 0.0156Mpc−1になる。
重力ポテンシャルΦとΨの振る舞いを k = 0.01Mpc−1の場合で計算し
た結果が図 9.4である。図 9.5は上記の波数の範囲内での計算で, Φの結
果のみを提示している。初期はΦ = Ψを満たす共形因子場の揺らぎで満
たされていることから, 重力ポテンシャルの初期値はそのパワースペクト
ルの振幅 1/2bcの平方根で与えられる。このように, 少なくとも示した範
囲内では, 横一直線のスケール不変な形を保ったまま, 振幅が次第に小さ
くなっていることが分かる。また, 相転移点ではΨ = −Φを満たす揺ら
ぎに変化しているのが図 9.4から見て取れる。
高波数領域での計算を困難にしている ϕの指数因子は結合定数 tが消
える極限でも残る非線形項である。共形場理論の立場で見たとき, それは
Einstein-Hilbert作用が, 単純な質量項ではなく, スケールを持ったポテン
シャル項と見なすことが出来る共形不変な演算子として機能するために
必要な因子である。それ故, この非線形項はスペクトルの形をスケールの
べき乗に弱める効果があると考えられている。この効果により, スケール
不変なスペクトルが k > m0でゆっくりと赤方に傾くと期待している。
このタイプの非線形項を取り入れた数値計算は困難でまだ実行されて
いない。計算した λ0 < k < m0の範囲は, 観測された CMB多重極では,

l = 2から第 1音波ピークを超えた当たりまでが対応する。ここではス
ケール不変な形が k > m0の領域でも維持されていると仮定して, それを
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図 9.6: CMBの温度ゆらぎ (TT)パワースペクトル。計算結果 (実線)をWMAP5

とACBAR2008のデータと伴に表示している。宇宙論的パラメータは τe = 0.08,

Ωb = 0.043, Ωc = 0.20, Ωvac = 0.757, H0 = 73.1, Tcmb = 2.726, YHe = 0.24と
設定し, テンソル・スカラー比は r = 0.06としている。低多重極の落ち込みは
λ0 = 0.00026Mpc−1で減衰する力学的因子によって説明される。[K. Hamada,

S. Horata and T. Yukawa, Phys. Rev. D 81 (2010) 083533.]

初期値としてCMBのスペクトルを計算し, 実験結果と比較することにす
る。図 9.6はそのようにして得られた結果である。

ビッグバン後から現在まで

インフレーション期間中に重力の量子的揺らぎは引き伸ばされる。途中
でも色んなサイズの揺らぎが生まれるが, 後の宇宙の大規模構造の決定に
関与するサイズまで拡大する特定の揺らぎの振幅は大きく減衰する。こ
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のようにして, 現在につながる古典的な時空構造の基礎が生成され, その
中を局所的に生成された揺らぎである物質や前章の励起状態が粒子とし
て漂っている。十分に大きなサイズまで拡大した重力の小さな量子揺ら
ぎはビッグバン時の局所的な擾乱に巻き込まれることなく Friedmann時
空に受け継がれる。前節の最後に示したCMBの温度ゆらぎスペクトルを
得るためには, それが現在までどのように時空中を伝達されてきたのかを
知る必要がある。ここではその進化の歴史について簡潔に解説する。揺ら
ぎは一様等方性からのズレを表していて, その時間発展はEinstein方程式
と生成された各物質のエネルギー運動量の保存の式によって記述される。
ビッグバン直後の宇宙では, 物質は激しく相互作用しているので, 熱平
衡が実現した完全流体として記述することが出来る。最初のうちは, 光や
ニュートリノを中心とした, 光速で運動する粒子のエネルギー密度が高い
放射優勢の時代が続く。宇宙が膨張するにつれて, 温度がスケール因子の
逆数で下がっていくと, クォークなどの質量をもつ粒子は次第に動きが鈍
くなって行き, 強い相互作用によって互いに結び付いて安定な陽子や中性
子などに変化する。さらに, ヘリウム原子核などの重い原子核が順次生成
され, 光子やニュートリノ, 電子とともに物質の世界が構成されていく。
温度が 1 eVぐらいまで下がると, 非相対論的になった質量をもつ物質
のエネルギー密度が放射のそれを上回るようになって, 物質優勢の時代に
入る。それは非相対論的な物質のエネルギー密度が温度の３乗で減少す
るのに対して, 放射のそれは Stefan-Boltzmann則により温度の 4乗でよ
り早く減少するため, 進化の途中で逆転するからである。
物質優勢の時代に入ってまもなく,原子核と電子が結合して原子となり,

宇宙が急速に中性化する。これ以後, 電荷が消えたことで, 光は自由に伝
播できるようになり, 宇宙は澄み渡っていく。この現象を宇宙の晴れ上が
り (再結合)といい, 起きたその瞬間を切り取って「最終散乱面」と呼ぶ。
物質と呼んでいるものの中には, ほとんど重力としか相互作用しない,

それ故いまだ直接的に観測されていない未知のものも含まれている。そ
の中で, 現在まで残っている安定なものを「暗黒物質」と呼ぶ。特に, 質
量が比較的重いと仮定して, 非相対論的に扱っているものを「冷たい暗黒
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物質」と呼ぶ。観測されたCMBスペクトルや宇宙の大規模構造の形成,

見えない質量の存在を示唆する銀河の回転曲線の異常や重力レンズ効果
などを説明するためその存在が予言されている。
Einstein方程式の世界では, 重力ポテンシャルの揺らぎが各物質の密度

の揺らぎに反映して行く。それが成長して, 質量分布のムラが大きくなり,

星や銀河, 銀河団, 超銀河団といった構造が形成される。これらの構造形
成が始まるのは主に宇宙が中性化した後である。星や銀河などは, 個々に
見れば非常に大きな質量の集中であるが, 銀河さえも質点と見なせるほど
広く宇宙を見渡すと, 銀河分布の一様等方性からのズレを表している銀
河団や超銀河団といった大規模構造の存在が示唆する揺らぎの大きさは
1/10程度で, 宇宙全体は現在もまだ Friedmann時空解で十分近似できる
レベルであることが分かる。
大規模構造に関与する大きなサイズの揺らぎが成長し始めるのは宇宙
が中性化した後で, それまではあまり変化せずにビッグバン直後の小さな
振幅がそのまま保たれる。図 9.7と図 9.8は, 各種の揺らぎが過去 (右上)

から宇宙が中性化する最終散乱面までにどのように発展するかを計算し
たものである。共動波数 kは現在の揺らぎの波数を表していて, Mpcの逆
数を単位としている。時間軸は赤方偏移 zで表している。それはスケール
因子を使って z + 1 = a0/aと定義される。kの逆数が揺らぎの波長で, 銀
河を質点とみなせるほど十分に大きなサイズを考えている。ちなみに銀
河団は 4 ∼ 6Mpc, 超銀河団は 10 ∼ 30Mpcの大きさの構造である。過去
に遡れば, 最終散乱面でのそれらの物理的な波長は, その時点でのスケー
ル因子を掛ける必要があるため, 現在の長さの約千分の 1になる。インフ
レーションが始まる前まで遡れば, それらは Planck長さ内に納まってし
まう。
揺らぎスペクトルの変形のほとんどは, 宇宙が放射優勢の時代から物質

優勢の時代に移り, その後中性化するまでの期間に起こる。それ以前はス
ケール不変なスペクトルが保たれるため, 放射優勢な時代が続く限りどこ
までも過去に遡ることができる4。そのため, Einstein理論が正しい限り,

4ホライズンサイズより大きいサイズの揺らぎはどの時代でもほとんど変化しない。
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図 9.7: 放射優勢の時代から脱結合時 (z ≃ 103)までの揺らぎ変数の時間発展。
上から, 冷たい暗黒物質の密度揺らぎ (青), 光子の密度揺らぎ (赤)と重力ポテン
シャルΦ(緑)で, 赤方偏移 zの対数を時間として表示している。計算はΦの初期
値を波数 kによらずに 1とする Harrison-Zel’dovichスペクトルを仮定して行っ
ている。冷たい暗黒物質の揺らぎは物質優勢時代に入って以後にホライズンの
内側に入る波長の短いゆらぎから順次単調に増大していく。一方, 光子の揺らぎ
は大きく振動し始める。

現在のCMBスペクトルから原始スペクトルが生成されたビッグバン直後
の情報を引き出すことができる。
中性化以後, 光は物質との相互作用から自由 (脱結合)になるため, 物質
と違って,その揺らぎは成長しなくなる。この事実はいわゆるSachs-Wolfe

関係式, 脱結合時の重力ポテンシャルと現在のCMBの温度揺らぎとの間
をつなぐ関係式, として表される。そのため, 脱結合の瞬間を表す最終散
乱面での重力ポテンシャルのスペクトルが分かれば, 現在のCMB揺らぎ
スペクトルのおおよそを知ることができる。図 9.8はそれを表していて,

特に, l < 30の CMB多重極成分は宇宙の中性化以後にホライズンの内側に入るか, も
しくは現在も入っていないサイズのゆらぎ成分で, ビッグバン直後の原始のスペクトル
をそのまま保っていると考えられる。
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図 9.8: Sachs-Wolfe関係式に現れる CMB温度揺らぎの摂動変数の時間発展。
図 9.7と同じ条件の下で計算している。最後の実線は脱結合時 (z ≃ 103)のスペ
クトルである。波数 0.02Mpc−1付近の最初の極値が CMBスペクトルの第 1音
波ピークに相当する。

最終散乱面 (z ≃ 103)に現れた三角関数の構造が現在のCMBスペクトル
の大まかな構造を決めている。
構造形成に関わる物質の揺らぎの成長を理解するためには, 中性化以後

は非線形な効果を考慮する必要がある。これに対して, ここで考えている
サイズの光子の揺らぎはビッグバン直後から現在までほとんど線形近似
で扱うことが出来る。そのため高い精度での予測が可能である。この事実
に基づく摂動論を用いた宇宙の進化の研究は宇宙論的摂動論と呼ばれる。
CMBスペクトルは大まかに 3つの領域に分けることができる：スケー

ル不変な原始宇宙のスペクトルをほぼそのまま伝えていると考えられて
いる低多重極成分領域 (l < 30), 宇宙が中性化する以前に生成された光子
とバリオンのプラズマ流体振動が現れている領域 (30 < l < 800), そして
中性化の過程で光子のゆらぎの振幅が指数関数的に減少する Silk減衰領
域 (l > 800)。この減衰領域では完全流体の近似が破れ非等方ストレスが
現れる。この節で示した先の図にはこの効果は考慮されていない。
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Silk減衰が起こるのは, 物質が中性化するプロセス (再結合)が始まって
から光が物質から完全に自由になる (脱結合)までの間に, 光の平均自由
行程が長くなり熱平衡が保てなくなることによる。平均自由行程よりも
波長が長ければ完全流体の近似が成り立つが, 短い波長のゆらぎは拡散
(photon diffusion)してゆらぎが平均化され振幅は減衰する5。この効果は
第 1音波ピークを越えた辺りから現れはじめ, lが 800を越えると著しく
なる。したがって, 完全流体を仮定した宇宙論的摂動論が比較的有効なの
は長波長領域のせいぜい l < 800までである。Silk減衰を扱うためには
Thomson散乱を考慮したBoltzmann方程式を解く必要がある。
CMBスペクトルの計算はすでにプログラム化されており, CMBFAST

など既存の計算コードが公開されている。初期宇宙論の役目はその初期
条件である原始スペクトルを与えることである。量子重力理論の目的は
まさにそれを与えることである。

5完全流体は粘性がゼロの流体である ( ̸=理想気体)。粘性は平均自由行程に比例する
量で, 粘性がゼロであるとは, 平均自由行程がゼロの強結合の系を意味する。このよう
に頻繁に相互作用している系ではその系の中で熱のやり取りが閉じていて熱平衡が実現
できる。
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第10章
繰り込み可能性について

この章では繰り込みに関係する事柄についてもう少し踏み込んだ解説を
する。特に, 重力に関する部分では, 第 4章で物理的な議論から決めた重
力作用の形が繰り込み可能性の条件から決まるという話を紹介する。こ
こではどうしても話がより専門的になってしまうので, 用語にあまりなじ
みがない人はスキップしても差し支えない。

繰り込みとは

基本的な素粒子の理論は繰り込み可能な場の量子論として記述されてい
る。その典型が電子と光子の相互作用を記述する量子電磁力学 (quantum

electrodynamics, QED)である。これは最も成功した理論の一つで, 極め
て高い精度で正しさが検証されている。その疑いようのない事実から, 理
論を定量化するさいの基礎となる繰り込みの手法が次第に信頼されるよ
うになっていった。この繰り込み計算の業績によって朝永と Schwingerと
Feynmanの 3人が 1965年のノーベル物理学賞を受賞した。2020年に 96

歳で他界した知の巨人Dysonも有力候補であったが, 3人の壁に阻まれた。
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連続的な無限次元の自由度を扱う 4次元の場の量子論には紫外発散が
つきものである。繰り込み可能であるとは, その紫外発散の種類が有限で,

それらを相殺項を導入して適切に取り除くことができることを言う。適
切にできるとは, もとの作用と相殺項が同じ形をしていて, 発散を取り除
く作業が場や結合定数などに発散を吸収させること, すなわち繰り込むこ
とで実行できることを指す。Einsteinの重力理論が繰り込み不可能になる
のは, Einstein-Hilbert作用から出発すると, その形では相殺出来ないよう
な新しい発散が次々に生じてしまって, 無限個の相殺項を用意しなければ
ならなくなるからである。
繰り込み可能性は, 対称性のような明快な規則と違って, 当初は試行錯
誤で見つけられた性質であった。実際, 1ループの議論では単に発散を手
で取り除いているだけにしか見えない。繰り込みの本質は 2ループ以上
から現れて, その具体的な処方箋は以下のようになる。
まず始めに, 理論を決める場の性質や対称性等から許される可能なすべ
ての局所的な作用を用意する。処理する前の元の場や結合定数のことを,

「裸の場」や「裸の結合定数」と言い, 総称して「裸の量」と呼ぶ。次に,

形式的に裸の量を「繰り込まれた量」と「繰り込み因子」の積で表す (和
で与えられる場合もある)。この時点ではまだ繰り込まれた量に実体はな
く, そう呼んでいるだけである。繰り込まれた量を用いてループ計算を行
い, それによって生じた発散を取り除けるように繰り込み因子を順次決め
ていく。すなわち, 元々の裸の量が発散していたとして発散を処理するの
である。繰り込み因子を決める作業は上記の相殺項を決めることに他な
らない。このようにして, 繰り込まれた量のみで記述される有限な量が計
算され, それによって漸近的自由性のような繰り込まれた量がもつ物理的
な性質が明らかになる。
この処方箋から分かるように, もとの作用は局所的なので, 繰り込み可
能性の条件として紫外発散はすべて局所的なものでなければならないと
いう制限が出てくる。これは紫外が狭い領域を表していることを思えば
自然な条件と言える。一方で, 量子補正を含めた有効作用, すなわちラン
ニング結合定数で記述される作用, は非局所的なものになることを思い起
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こせば, これは必ずしも単純なことではないことが分かる。
場の量子論を定義する際は対称性が主で, 繰り込み可能性は従である。

作用が有次元パラメータを持たない場合, 量子化しても破れない対称性
によって作用の形が唯一に決まるような理論では, 繰り込み可能性は明白
になる。QEDや量子色力学 (quantum chromodynamics, QCDのような
ゲージ場の量子論がまさにそうである1。そうでない場合は手探りで見つ
けていく必要がある。それ故, 繰り込み可能性を対称性のような指導原理
とは認めずに, 明らかに有限な理論の探求が, 特に重力と関係する理論に
於いて, いまでも続いている。
繰り込みの手法がより信じられるようになったのは「繰り込み群」の考
え方が定着してからではないかと思う。繰り込み計算を実行する際, 元々
の作用に存在しなかった新たな任意のスケールが導入される。それを質
量スケールで表して µと書くことにする。繰り込み群は異なる µをもつ
世界の間の関係を表していて, それをµの変化に対する応答として偏微分
方程式で表したものが「繰り込み群方程式」である。その方程式を定義
する際に現れる関数の一つとして最も重要なのが, µの変化に対する繰り
込まれた結合定数の応答を表すベータ関数である。
では, その任意スケールはどのように現れるのか。その事を説明するた
めには正則化について述べる必要がある。それは発散を処理するために
理論を一旦有限にすることを意味する。その方法を指定しないと本当の
意味で理論を定義したことにはならない。最も簡単な例が, エネルギーに
対する紫外カットオフを導入する方法である。繰り込みは紫外カットオ
フを無限大にしたときに発散する項を取り除く操作を表す。その他に, 格
子正則化や次元正則化などがある。それぞれに利点と欠点があるが, 選択
の基準は理論にとって最も重要だと考えている対称性が保たれるかどう
かである。以下で, 個々の正則化法についてに解説する。
紫外カットオフΛUVを導入して理論を正則化すれば, log Λ2

UVの形の紫
外発散が現れる。対数の引数は無次元でなければならないので, カット

1たとえフェルミオンに質量があっても, それは紫外発散の構造を大きく変えないの
で繰り込み可能性に抵触しない。
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オフが持つ次元を相殺するために新たなスケール µが導入され, 発散は
log(Λ2

UV/µ
2)の形で処理されることになる2。カットオフ依存性がこの形

で除去されるように繰り込みが実行されると, 次元の不足を補うように,

スケール µは非局所的な量子補正項 log(q2/µ2)として有効作用の中に残
ることになる。最終的にそれはランニング結合定数に現れる物理的なス
ケールに置き換わる。
紫外カットオフを導入する方法は単純で良いが, ゲージ対称性や一般座
標不変性を破ってしまうことが大きな問題で, そのような対称性を破って
しまう望まれない発散は, 対数の形ではなく, ΛUVの冪の形で現れる。も
しすべての紫外発散を適切に繰り込むことがてきるなら, 紫外カットオフ
を無限大に飛ばして, 破れた対称性を回復することが出来るであろう。し
かしながら, 紫外カットオフ法でそれを実際に行うことは難しく, この方
法は紫外カットオフを有限にしたまま繰り込み不可能な理論に適用され
るのが一般的である。
時空を格子状に離散化して正則化する方法も同様である。この場合, 格
子間隔がカットオフΛUVの逆数に相当し, 任意のスケールはその次元を相
殺するために導入される。これは, 各格子点の近傍を平均値で近似して,

最後に格子間隔をゼロにする極限を取って連続性を回復する方法で, 繰り
込み可能性は連続極限が適切に取れることを表している。単純なカット
オフ法と違って, この方法の良いところは格子上のゲージ対称性が数学的
に明確に定義されていることである。並進や回転の対称性は破れている
が, それらは連続極限で回復すると考えている。
格子上でのゲージ理論の定式化はWilsonによって 1970年代に提唱さ
れ, モンテカルロ法に基づくその具体的な数値計算は 1980年にCreutzに
よって始められた。この正則化法の有用性は格子ゲージ理論の成功から
明らかである。現在ではハドロンの質量スペクトルがかなり高い精度で
計算できるようになっている。この成功はゲージ対称性が物理を決定づ
ける極めて重要な対称性であることも示している。
最後に 1972年に’t HooftとVeltmanによって提唱された次元正則化法
2簡単のため, ここでは作用に含まれる質量パラメータはゼロとして考えている。
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について説明する。これは場の連続性を保ったまま, 時空の次元を 4より
少し小さい値に解析接続することによって理論を有限化する方法で, 紫外
発散は, 時空次元をDとし, nを自然数とすると, 1/(D − 4)nの極の形で
現れる。この発散を繰り込みの処方箋にしたがって取り除いたあとで, 次
元を 4に戻して物理量を求める。任意スケール µは時空次元を変えたこ
とによって生じる質量の次元の不足を補うために導入される。この方法
の優れた点はゲージ対称性や一般座標不変性を厳密に保っていることで
ある。一方で, カイラル対称性や超対称性のような特定の次元でしか成立
しないような対称性を持つ理論に適用するには, その対称性が壊れても良
いとするのか, それとも 4次元に戻したときに回復する見込みがあるのか
見極める必要がある。
他にも, Pauli-Villars正則化法やゼータ関数正則化法などが知られてい

る。前者は, 次元正則化法が考案される前までは, ゲージ理論に適用され
る主流の正則化法であった。後者は 2次元の場の量子論でよく使用され
ている方法である。ただ, 高次元でも正しく使えるのかどうかよくわから
ない。
ここで, 繰り込み群の話に戻る。繰り込み可能な理論は元来裸の量で定

義されていることに注意する。それはつまり裸の量は元々の作用に入っ
ているスケールやパラメータにしか依存しないという事である。この事
実から, 量子化の際に導入される任意のスケールµに裸の量が依存しない
という条件式 µd(裸の量)/dµ = 0が導かれる。この式を繰り込まれた量
で書き換えるといわゆる繰り込み群方程式が得られ, それはスケールの変
化に対して理論のパラメータがどのように応答するかを記述する偏微分
方程式になる。その際に導入されるベータ関数は最も重要な関数で, 繰り
込まれた結合定数を gとすると βg = µdg/dµで定義される。
裸の量で定義されている分配関数やその対数で与えられる有効作用は

任意スケール µに依らない量である。一方で, 繰り込み可能であるとは,

それらが有限であること, すなわち繰り込まれた量で表されることを意味
する。繰り込まれた量の中でスケール µに依らないものを特に繰り込み
群不変量と呼ぶ。有効作用は真に繰り込み群不変量である。エネルギー
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運動量テンソルもまた裸の量であり且つ有限な量でもある繰り込み群不
変量である。
繰り込まれたパラメータの中で, 裸の量でないにもかかわらず, 繰り込
み群不変量になっているものを物理定数と呼ぶ。すなわち, どのスケール
で見ても変わらない真の定数である。それをMphysと書くと

µ
d

dµ
Mphys = 0 (10.1)

を満たすものと定義される。物理定数は任意スケール µと繰り込まれた
結合定数等を組み合わせることで構成することができて, この操作のこ
とを「次元変換 (dimensional transmutation)」という。例えば, QCDで,

ベータ関数が βg = −β0g3で与えられているとすると, 力学的エネルギー
スケールは繰り込み群不変量として ΛQCD = µ e−1/2β0g2 の形で与えられ
る。摂動の高次になればより複雑な形になるが, 体系的に定義することが
できる。この表式を使うと, 有効作用は, 第 7章の議論の中で指摘したよ
うに, 非局所的な対数の量子補正項がランニング結合定数 (7.1)の形に纏
まって, その 2乗の逆数が括り出された繰り込み群不変な形に書けること
が示せる。

繰り込み可能性と量子重力

繰り込み理論は, Einsteinの重力理論と相容れないが, 一般座標不変性と
矛盾するものではない。本書で紹介した漸近的背景自由な量子重力理論
の繰り込みは, 上で述べた繰り込みの処方箋と同じように, 無次元の結合
定数 tを用いて一般座標不変な方法で実行される。これとは異なる視点で
論じられる量子重力の繰り込みについては, 次節で触れることにする。
量子重力理論の作用を決める条件の一つはもちろん一般座標不変性で
ある。ただ, それだけでは作用が唯一に決まらないのが量子重力の難しい
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ところである。実際, 重力場の 4階微分作用の候補は, Riemann曲率テン
ソルの 2乗, Ricciテンソルの 2乗, スカラー曲率の 2乗の 3つがあって,

一見それらの組み合わせは任意に選ぶことが出来る。ここでは, それが繰
り込み可能性の条件からある特定の組み合わせに決まるという話を紹介
する。
重力場の作用を決めるために, まずは曲がった時空上の QEDや QCD

を考えることにする。すなわち, 重力場は古典的なままで, それ以外のす
べての場を量子化したゲージ理論を考える。このとき, 紫外発散を取り除
くために必要な相殺項の中で, 重力場のみで構成されるものを重力相殺項
と呼ぶことにする。このような理論を考える理由は, ゲージ不変性と一般
座標不変性の両方を課すと, 量子場であるゲージ場やフェルミオンの (裸
の)作用の形が, 重力場との結合の仕方まで含めて, 唯一に決まるからであ
る。つまり, この時点で決まっていない部分は重力相殺項だけという事に
なる。しかしながら, 量子場と重力場の相互作用は完全に分かっているの
で, 外線が重力場で内線にゲージ場やフェルミオンが伝播する Feynman

図を計算して紫外発散の形を求めれば, 重力相殺項の形も唯一に決まって
いるはずである。
重力相殺項を求める計算はゲージ不変性や一般座標不変性を保つ次元
正則化を用いて行われる。繰り込み可能性は繰り込み群方程式として表
され, それは相殺項の形に強い制限を与える。実際, 1980年代にHathrell

は, 共形異常の形を決めるために, エネルギー運動量テンソルなどの正規
積を含む相関関数が満たすべき特殊な繰り込み群方程式を導出した。そ
の際, 前節で述べた, 紫外発散が局所的であるという条件が重要な働きを
する。最近の研究で, この繰り込み群方程式を摂動の全次数で解くと, 重
力相殺項が綺麗に 2つの形に纏まることが分かった。それらは, 4次元に
戻したとき, 第 4章で述べた共形不変な重力作用の形をしている。より正
確に言うと, 4次元から逸脱した部分も含めて完全に決まって, その中に
Riegert作用を代表とするWess-Zumino作用 S(4.5)の情報が含まれてい
る3。一般座標不変性を保つように量子化したのだから, それは当然の結

3次元正則化を採用すると, Schwinger-Dyson方程式 (5.2)は, (5.3)のように書き変え
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果とも言える。そして, その結果はゲージ理論のゲージ群やフェルミオン
の表現, 種類等に依らないことが見て取れる。
重力相殺項が共形不変な 2つの形に決まるのは, ゲージ場理論の紫外発
散に寄与する相互作用が共形不変な形をしていることが反映している。も
し, 共形不変でない無次元の結合定数を持った相互作用が加わるなら, こ
れら 2つにさらにスカラー曲率の 2乗の相殺項を加えればよい。ここで
強調したいことは, これら定まった 3つの型に綺麗に分類されるというこ
とである。
曲がった時空上の場の量子論は, 量子重力理論の一部と見ることも出来
るので, 量子重力理論の作用も, 繰り込み可能性を要求するならば, 上記
の重力相殺項と同じ形のものでなければならない。故に, それを量子重力
の裸の作用として採用しなければならない。
作用の形が決まれば, 結合定数の導入の仕方も見えてくる。ここでは共
形不変な相互作用が紫外極限で重要になることを予め想定して決めてい
る。すなわち, 第 4章で説明したように, 共形平坦な時空の周りでの摂動
展開になるように, 無次元の重力結合定数 tの 2乗の逆数を正しい符号で
Weyl作用の前に導入している。
次に, この作用を用いて, 重力の量子論として矛盾が生じないのか, 紫
外極限で共形不変性が実現されるようにベータ関数が正しく負になって
いるのか, 計算して確かめる必要がある。実際, 結合定数 tのベータ関数
は, 物質場の内容に依らずに負値になることが示せる。このことは, QCD

と同様に, 量子重力の力学的スケールΛQGが定義出来て, それより上のエ
ネルギースケールで共形不変性が現れることを示している。
共形不変性は通常のゲージ理論にも現れるが, 重力の量子論のそれは背
景時空独立性として現れるということが大きな違いである。それは重力
場を量子化したことによって初めて生じる量子論的な一般座標不変性の
ことで, ゲージ対称性であることを強調するために BRST共形不変性と
呼んで区別している。このゲージ対称性の下でゴーストモードが非物理
的になることはすでにいたるところで強調した。
なくても, 測度からの寄与も含めて, そのまま成り立つ。
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異なる視点での繰り込み

第 3章で述べたように, Einsteinの重力理論を単純に摂動展開して量子重
力を定式化しようとすると, 長さの 2乗の次元をもつNewton定数を結合
定数として展開することになる。そのため次元解析から曲率の多重積で
構成される高階微分の重力相殺項が必要になることが容易に分かる。摂
動の次数を上げていけば最終的に無限個の新しい相殺項を導入しなけれ
ばならなくなってしまうことから, 繰り込み不可能であると言われてい
る。それでもなお, 重力の量子論として, Einsteinの重力理論を中心に据
えた定式化を試みる人も依然として多い。以下, その試みについてコメン
トする。
まず手始めに, 重力場だけの系を考えて, その Einstein方程式である

Ricci平坦の条件を Feynman図の外線の重力場に課して, 重力相殺項, す
なわち発散を消す試みが行われた。この方法では, 1ループ程度の重力相
殺項を消すことは出来ても, 高次ループで要求される高階微分の重力相殺
項の中に当然消えないものが出てきて, すぐに上手く行かなくなる。
そこで, 理論的な縛りがより強い超対称性を持つ超重力理論が考えら
れた。超対称性は 1970年代に発見されたボゾンとフェルミオンを結び付
ける対称性で, それと重力の運動方程式を組み合わせると重力相殺項の
数が有限個に制限されるのではないかと期待された。この試みは, 超対称
性のレベルを最高位まで高めるとすべて決まってしまうのではないかと
Hawkingが予想したことで大いに盛り上がったが, 上手く行ってはいな
い。これは通常の繰り込みとは異なる手法で, 量子重力のために考えださ
れた苦肉の策と言える。このアプローチは最終的に超弦理論に吸収され,

超重力理論はその有効理論として現れることになる。
これとは異なる見方として, 1970年代にWeinbergによって提唱された

「漸近的安全性」という考え方がある。それは紫外カットオフを無限大に
飛ばしたときに正しい重力の量子論が示すべき性質として提案されたも
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ので, 無限個の重力相殺項の存在は認めるが, それらに伴って導入される
新たな結合定数の繰り込み群フローに紫外固定点が存在することを要求
している。これは, 紫外極限で理論はそこに収束して行き, カットオフに
よって失われていた一般座標不変性が回復するはずである, という期待を
表している。
そのような固定点が存在することを示そうとする研究は今も積極的に
行われている。その際によく用いられているのが, カットオフの変化に対
する有効場の理論の応答を調べるために考えられた, 汎関数繰り込み群と
呼ばれる手法である。これは前半で述べた繰り込み可能な場の量子論が
示す繰り込み群よりも広い概念で, Einstein重力理論のような繰り込み不
可能な理論にも適用されている。
もし, そのような固定点が存在しているならば, そこでは何らかの共形
不変性が実現していると考えるのが妥当である。漸近的背景自由な量子
重力理論は, 中核となる部分が共形場理論で与えられ, 摂動展開がそこか
らのズレとして定義される繰り込み可能な場の量子論である。それ故, 漸
近的背景自由性は漸近的安定性の一つの表現であると言うこともできる。
最後に, すでに述べたように, 理論を決定づける対称性が何かによって,

選ばれる正則化法も異なってくる。カットオフ以外の適切な方法が存在し
ない場合もある。その場合は経験がものをいう。しかしながら, それがあ
いまいさを生み出し, その結果, 理論が拡大解釈され, 定まらなくなって
いく。宇宙定数問題はそのような問題の一つであることを次章で述べる。
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第11章
宇宙定数問題とは

宇宙定数問題を大問題という人もいれば, ただのパラメータの問題だとい
う人もいる。随所で指摘してきたように, 私は後者の立場である。問題の
根本原因はPlanckスケールを超えた世界の存在が無視されていることで
ある。ここでは, 量子重力理論の立場からこの問題に対する一つの答えを
提示する。

宇宙定数の発見

はじめに, 宇宙定数, すなわち宇宙項の係数, にまつわる歴史を手短に述
べることにする。宇宙項は, 一般相対性理論が出版された年の翌年の 1917

年に, 静的な宇宙を実現するために, Einstein自身によって導入されてい
る。そのこと自体なにも驚くべきことではない。宇宙項の存在は一般座
標不変性から決して否定されるものではないし, Einsteinを含めて当時の
研究者の多くは, 宇宙は時間変化しないと考えていたからである。
静的な宇宙像は, 天文学者であるHubbleが 1929年に発表した観測結果

によって打ち砕かれた。彼は多数の銀河の速度を測定して, すべての銀河
が地球から遠ざかっていることを発見した。その後退速度は遠い銀河ほ
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ど速くて, すなわち空間が至る所で膨張していて, あらゆる物体の間の距
離が広がっていることが示された。この発見の数年後に, 宇宙項の導入を
「人生最大の過ち」と Einsteinは言ったとされている。
宇宙項が再び脚光を浴びるのは, 1990年代の後半に入ってからである。
標準光源として用いられる Ia型超新星の明るさの観測を通して,宇宙の膨
張速度が速まっていることが示された (図 11.1参照)。標準光源とは絶対
光度, 電球で言うところのワット数, が分かっている天体で, その明るさの
違いがそのまま地球からの距離の違いとみなすことが出来る。宇宙が現
在加速膨張していることを示すこの事実は宇宙定数を用いて説明するこ
とができる。この発見に対して, Supernova Cosmology Projectを主導し
た Perlmutter及び Supernova Search Teamを主導した Riessと Schmidt

の 3人に 2011年のノーベル賞が授与された。宇宙項の存在は, その後の
WMAPによるCMBの揺らぎの観測によって, より確かなものになった。
当時はまだ, 宇宙定数はゼロであると信じている人が多かった。宇宙定数
を厳密にゼロにする超対称性を持った理論が盛んに研究されていたこと
もあり, この発見は大きな衝撃であった。
観測された宇宙定数はエネルギーの 4乗の次元を持っていて, Planck質
量の 4乗の値よりもおよそ 120桁も小さな値である。それは極めて小さ
く, 初期宇宙では無視できる値で, 第 9章で解説したインフレーションに
は全く寄与しないものである。その宇宙項が現在の加速膨張に大きく寄
与している理由は以下の通りである。ビッグバン後の宇宙発展を決める
Einstein方程式に於いて, 初期は物質のエネルギー密度が圧倒的に大きい
が, 宇宙膨張に伴ってその寄与はどんどん小さくなっていく。これに対し
て, 宇宙項の寄与はずっと一定なため, 現在近くになって両者の寄与が逆
転したからである。

宇宙定数問題は本当に問題か?



宇宙定数問題とは 105

図 11.1: 宇宙項の存在を示す観測結果。横軸が赤方偏移 (後退速度), 縦軸が光度
距離を表している。点は観測された Ia型超新星である。もし宇宙の膨張率が一
定ならば傾きは一定になるが, 観測値の多くがそれより上に来ていることから宇
宙は加速膨張している。[Supernova Cosmology Project, S. Perlmutter, et.al.,

Astrophys. J. 157 (1999) 565.]

発見されるまでは宇宙定数が値を持つかどうかが大きな問題であった。た
だ, それは量子論とは関係のない話で, 一般相対性理論の枠組みで議論で
きる問題である。この章の本題である宇宙定数問題はむしろこれから述
べることである。
宇宙定数の問題を最初に指摘したひとりが Pauliだと言われている1。
量子力学が誕生した 1920年代のことである。ゼロ点エネルギーによる斥
力を試算すると非常に大きな値になるので, 宇宙は急速に膨張して, 天体
もすぐに互いが認識できないほど遠くに離れてしまうのではないかと彼

1例えば,「真空エネルギーと暗黒エネルギーは折り合えるか」日経サイエンス 2021年
4月号, N. Straumann, The History of the Cosmological Constant Problem, arXiv:gr-

qc/0208027を参照。
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は危惧したらしい。当時は奇抜すぎてその話を真面目に受け止めた人は
いなかったようだが, 本人は面白がって難題を吹っかけていたのかもしれ
ない。Pauliの排他律で知られる完璧主義者の彼は, 正しいとか正しくな
いとか以前にそもそも答えになっていないという意味の,「間違ってさえ
いない」という辛辣な言葉を残したことでも有名である。
ゼロ点エネルギーの最初の具体的な計算は, 場の量子論が広く受け入れ
られるようになった 1960年代に, Zel’dovichによって行われた。その結
果, 観測とまったく合わない非常に大きな宇宙定数が得られたことで, 宇
宙定数が量子論の問題として議論されるようになった。
ここまでの記述は, よく知られている事をまとめただけである (1989年
のWeinbergのレビューを参照)。ここで問題にしたいことは, 値の大きさ
ではなく, その計算がどのように実行されたかである。宇宙定数問題の本
質はPlanckスケールで紫外カットオフを導入してゼロ点エネルギーを計
算したら, Planck質量の 4乗に比例する大きな宇宙定数が生じてしまった
という事である。
この計算法では, カットオフは有限で, 物理的な意味を持っていること
になる。つまり, Planckスケールを超えた世界に場が存在しないことを
仮定したことになる。そして, それは重力場が繰り込み不可能であるとい
う先入観からきていることは言うまでもない。しばしば, 離散的な時空を
考えることを重力の量子化と呼ぶ場合があるが, 場の連続性を否定すれば
一般座標不変性も破れてしまう。このように, 宇宙定数問題の背後には一
般座標不変性の問題が隠れている。
カットオフをゲージ理論に適用するとカットオフの 2乗に比例したゲー
ジ場の質量項が現れてゲージ不変性が破れてしまう。その他の物質場にも
質量項が現れる。このとき, ゲージ対称性をあからさまに破る項は手で取
り除いて, そうでないものは残すという選択がしばしば行われたりする。
問題の宇宙項はその類である。そもそも, 一般座標不変性が破れているの
で, カットオフ依存性が, 単純な質量項の形をしていない, 複雑な宇宙項
の形に纏まる保証はどこにもない。
宇宙項の存在を予言しているのが一般座標不変性であるにも関わらず,
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その対称性を破る量子化法を採用するのは本末転倒である。実際, ゲージ
不変性や一般座標不変性を保ったまま理論を有限にすることが出来る次
元正則化を用いれば, 不変性を破るカットオフのべき乗に相当する紫外発
散は現れない。
宇宙定数問題を解決するためにはPlanckスケールを超えた世界へ踏み

込まなければならない。第 5章で述べたように, その領域でも成り立つ重
力の量子論では, 一般座標不変性の帰結としてゼロ点エネルギーが消える
ことが一般的に示せる。すなわち, 問題の原因そのものが消えることを意
味する。
では, 宇宙定数とは何であろうか。繰り込み可能な量子重力理論ではそ

れは一つの物理定数になる。正確には, 繰り込み群不変量で, 宇宙進化の
過程で値が変わらない真の定数として与えられる。それは, Newton定数
がそうであるように, 実験から決めなければならない定数である。
宇宙定数の発見は,梶田さんの 2015年ノーベル賞の受賞に至ったニュー

トリノ質量の発見に似ている。ニュートリノの質量も長らくゼロであると
信じられてきたが, それはあくまでも願望で, その方が単に自由パラメー
タの数が少なくて理論がすっきりするという理由からである。質量がゼロ
になることを要求する対称性は存在しない。これらの発見は, 対称性等に
よって否定されない量は存在する, という当たり前のことを教えてくれて
いる。この場合, 知るべきことはその値が大きいか小さいかだけである。
逆に見れば, このことはゼロと小さいの間には天と地ほどの差があること
を示している。
最後に, 宇宙定数とは別の言い方として, 今世紀に入ってから「暗黒エ

ネルギー」という新しい言葉がよく使われるようになった。宇宙定数は
文字通り物理定数であるが, 定数でない可能性も含めてこの言葉が使わ
れている。暗黒物質という言葉と対にして使うと印象的でもある。また,

Einstein重力理論の枠組みで議論されるインフレーション理論では宇宙
項が使われるのが一般的なので, それと現在の宇宙項を区別したいという
理論的背景もあると推察される。
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第12章
その他の問題

この章ではPlanckスケール付近で生じると考えられている他の問題につ
いて取り上げることにする。一つはQEDに現れる理論的な困難として知
られている Landau特異点の問題, もう一つはトポロジーの足し上げにつ
いての問題である。これらの問題が量子重力理論ではどのように再解釈
されるのかを見る。

QEDとLandau特異点

Landau特異点は一般的にベータ関数が正になる漸近的に非自由な場の量
子論で起こると考えられている問題で, 量子補正を取り込んだランニング
結合定数 (有効結合定数)が高エネルギー側で発散するような特異点を持
つことを指す。QEDはそのような Landau特異点を持つ理論の代表格と
して知られている。特異点が現れるエネルギー以上ではその理論は定義さ
れないので, そこで新しい理論に置き換わる必要がある。つまり, Landau

特異点をもつ理論は極微の世界を記述する基本的な理論として適切では
ないという事である。
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このような悪い事は通常Planckスケール近くで起こると考えられてい
る。それ故, 理論が破綻する前に大統一理論 (grand unified theory, GUT)

のような漸近的自由性を示す素粒子模型に統合されるシナリオを考えた
り, さもなくばそこに至るまで大丈夫なように理論のパラメータを制限し
たりする。後者はPlanckスケールまでもてば,それを超えた世界について
考えても仕方がないので, 後は気にしないという消極的な考え方である。
しかしながら, ここでは量子重力の力学的スケールΛQGをPlanckエネ
ルギーより 2桁低い 1017 GeVに取ったことで, Planckスケールに到達す
る前に量子重力の補正が加わることから, 理論が置かれている状況が変
わってくる。
そこで, 第 10章 10.2節で触れたWeinbergの漸近的安全性的な要請が,

量子重力に対してだけでなく, QEDにも適用できるかどうかを考えてみ
る。量子重力のそれはBRST共形不変性としてすでに実現している。そ
こでQEDについても非自明な紫外固定点が存在して,そこでQEDのベー
タ関数 βeが消えることを期待する。それを確かめるための非摂動的な計
算は困難であるが, 第 4, 7, 10章で述べた tの摂動展開による量子重力の
ループ補正はQEDベータ関数に負の寄与を与えることが知られている。
そのためΛQGを超えると βeは減少し, 紫外固定点に至ることを期待する
ことが出来る。
インフレーション期間中は, 時空相転移点に近づくまで, Weylテンソ
ルが消える共形不変なダイナミクスが良く保たれていて, ランニング結合
定数 t̄(Q)も大きくならない。そこで, QEDのベータ関数 βeもほとんど
固定点に張り付いていて, 共形不変性の存在を示すゼロの値が保たれてい
ると仮定する。相転移点近くになると重力の結合定数は急激に大きくな
り, やがて共形不変な重力のダイナミクスは完全に消えて, Einsteinの重
力理論を中心とした低エネルギー有効場の理論に移行する。その際に βe

も非ゼロになって共形不変性が破れるとすると, Wess-Zumino相互作用
√
−g βeϕF 2

µνが開いて, それを通して量子重力のスカラー的揺らぎから光
子が生成されるシナリオを考えることが出来る。
時空相転移時に物質を生成するこのメカニズムは, 光子の場の強さFµν
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をYang-Mills場のそれに置き換えれば, QCDやGUT模型の場合にも適
用できる。これらの場合は高エネルギー極限でベータ関数が消えるので
Landau特異点の問題は生じない。

トポロジーと重力インスタントン

重力の量子化と言えばトポロジーの足し上げであると考える人は少なか
らずいる。重力場の局所的なダイナミクスがない低次元の量子重力理論
ではトポロジーの足し上げは本質的といえるかもしれないが, 4次元では
主要なトピックスではなく, 重力場のダイナミクスの方がはるかに大事で
ある。ただ, 例えばCPの破れを引き起こすようなダイナミクスを宇宙初
期に求めるならば, 特殊なトポロジーをもつ時空がそれに寄与するかもし
れない。一般的にそのような時空配置のことを重力インスタントンと呼
んでいる1。
重力インスタントン解と呼ばれているものはいくつもあって, 主に 1970

年代によく調べられ, 江口とGilkeyとHansonの報告書にまとめられてい
る。その多くはRiemann曲率テンソルの自己双対条件を満たすEinstein

方程式の解として与えられ, 境界を持っている解も少なくない。
ここではBelavin, Polyakov, Schwartz, Tyupkinの 4人によって発見さ
れたYang-Millsインスタントン解と極めて類似した, Weyl作用と関係の
深い解のみを取り上げる。それは境界を持たないコンパクトな 4次元多
様体で, Weyl曲率テンソルの自己双対条件とWeyl作用から導かれる重力
場の運動方程式の両方を満たす解である2。現在知られているその解は江
口と Freundによって調べられた複素 2次元射影空間 (CP2)だけである。

1この節で紹介する話題の詳細は表紙のホームページ上で公開している解説書「トポ
ロジーと量子重力」を参照。

2Yang-Millsインスタントンの時と同様に Euclid時空で議論する。それは背景時空
をWick回転することで得られる。
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CP2空間での完全なWeyl作用は重力版のテータ項 iθτ を加えた形で与
えられる。重力インスタントン数に相当する τはHirzebruch符号数で, こ
こではその向き付けによって τ = ±1で与えられる。ここまでは, 通常の
インスタントン解と同様で, Yang-Mills場の場の強さがトレースレステン
ソル場の場の強さであるWeyl曲率テンソルに置き換えられているだけで
ある。
通常のインスタントン解を考える場合と大きく異なる点は, CP2空間に
はスピン構造が存在しないということである。すなわちフェルミオンが
空間上で正しく定義できないのである。そのことは本来整数でならなけ
ればならないAtiyah-Singerのスピン 1/2Dirac指数が I1/2 = −τ/8の分
数になってしまうという事実から見て取れる。ただ, 整数であることは必
要条件であって, これだけならばフェルミオンの種類を 8の倍数にすれば
克服できるが, まだ十分ではない。CP2内の可縮でない部分空間である 2

次元球面 (CP1)上でフェルミオンを平行移動させてみると, スピン接続か
ら余分な位相が現れてしまうという別の矛盾が見つかる。
時空にフェルミオンが入らないのであれば現実の世界を記述すること
は出来ない。そこでHawkingとPopeはフェルミオンが入るように一般化
されたスピン構造というものを考えた。それは, CP2空間上に背景 U(1)

ゲージ場を導入して, フェルミオンがスピン接続だけでなくゲージ場の影
響も受けるように時空構造を修正することである。もしフェルミオンの
電荷が奇数ならば, CP1部分空間上で平行移動させたときにスピン接続か
ら生じる余分な位相がゲージ場からの位相と相殺することで問題を解決
することが出来る。その際, 背景ゲージ場と結合するボゾン場の電荷は偶
数でなければならないという制限も新たに生じる。
ここまでの議論から分かることは, CP2空間上ではSU(3)×SU(2)×U(1)
を持つ標準模型にはスピン構造が入らないということである。Atiyah-

Singer指数を整数にするだけなら, 右手型ニュートリノを考慮すれば, 右
手型と左手型を合わせたフェルミオンの数が世代ごとに 16個になるので
出来る。しかし, 右手型ニュートリノはゲージ電荷を一切もたないので,

スピン接続の位相を背景ゲージ場を導入して消すことが出来ない。それ
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以外のフェルミオンやボゾン場についても, 上手くスピン構造が入るよう
に電荷が割り当てられている分けではない。そのため, 余分な U(1)ゲー
ジ場を加えて, その電荷を場に適切に割り当てることでスピン構造が入る
ように理論を修正するしかない。また, 世代ごとのフェルミオン数が 15

個の SU(5)GUTもAtiyah-Singer指数が整数にならないのでスピン構造
が入らない。
標準模型を含む数々のGUT模型の中でCP2上にスピン構造を入れるこ
とが出来る最も単純なゲージ群はSO(10)である。この場合スピン構造の
入れ方はいくつか考えられて, SO(10)の中のどのU(1)部分群に背景ゲー
ジ場を導入するかで決まる。さらに, 分配関数が非ゼロで存在するために
はAtiyah-Singer指数がゼロになるように選ぶ必要がある3。そのために,

例えば対称性の破れパターンとして SO(10) → SU(4) × SU(2) × SU(2)

を考えて, 両 SU(2)の U(1)部分群に背景ゲージ場を導入すると, スピン
構造を持たせることが出来る。
このように, 実験からまだ排除されていないSO(10)が選ばれることや,

フェルミオン数が 16の倍数であることが要求されることなど, いくつか
興味深い制限がもたらされる。ただ, これは決して SO(10)を強要するも
のではない。スピン構造が入らないならば, そのトポロジーは経路積分か
ら排除されるだけのことである。逆に, もし SO(10)が物理として選ばれ
ているならばCP2時空も考えなければならないかもしれない。重力イン
スタントンの物理への応用はあまり進んでいない分野で, 今後の課題で
ある。

3フェルミオンのゼロモードが存在しないための必要条件である。ゼロモードがある
とその Grassmann積分によって分配関数が消えてしまう。質量項があればゼロになる
ことを避けることが出来るが, ここでは質量は実質的にゼロとみなせる高エネルギー領
域を考えている。
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第13章
格子量子重力

漸近的背景自由な量子重力理論は非摂動的な共形場理論と摂動論を組み
合わせたハイブリッドな方法で定式化された繰り込み可能な場の量子論で
ある。この理論を完全に非摂動的に定式化する試みとして力学的単体分割
を用いた方法が提案されている。格子ゲージ理論のときのように Euclid

時空を考えて, それをランダムな格子に分割して調べる方法である。
時空を離散化して重力理論を定式化する方法は 1960年代に Reggeに

よって始められた。当初は格子の繋がり方を固定したまま各辺の長さを
変えることで多様な時空を表現するものであった。ただ, この方法では重
力場の経路積分として足し上げなければならない可能なすべての時空を
十分に表現することが出来ないと認識されている。足し上げを実行する
際にどのような測度を使うのかという問題もある。
Regge計算法に代わる方法として, 辺の長さを変えるのではなく, ラン

ダムな格子で時空を分割する「単体量子重力理論」が提案された。格子
を構成するパーツが図 13.1のような単体 (シンプレックス)で与えられ, n

次元時空は n単体を貼り合わせて構成される。例えば, 2単体の代表であ
る三角形を貼り合わせると図 13.2のような 2次元面が構成される。ここ
では, 境界の無い時空を考えて, そのトポロジーは固定する。
ここで大事なことは貼り合わせの仕方の多様性で, 各単体の形ではな

い。それは同じ体積をもつ同等なものとみなしている。単体の内側は時
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図 13.1: n次元単体量子重力の構成要素。

空が平均化されて存在していて, 連続極限を取るとなめらかな時空が得ら
れると考える。異なる貼り合わせの仕方が局所的に異なる時空配置を表
していて, 可能なすべての配置を足し上げることで重力場の経路積分が表
現される。トポロジーはまず球面を考え, 必要なら他のトポロジーも考え
て最後に足し上げを行うことになる。

図 13.2: 2次元ランダム面 (点線)とそれに双対な Feynman図 (2重線)。

この方法はWeingarten, David, Kazakovらによってまず 2次元で実行
され, 成功を収めた。その分配関数は, 3角形の枚数をN2, N2枚の可能な
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貼り合わせ方を T2, その分配数をΩ(N2)とすると,

ZSG2(λ) =
∞∑

N2=0

∑
T2

e−λN2 =
∞∑

N2=0

Ω(N2)e
−λN2 (13.1)

で定義される。この統計モデルは 2次相転移を起こすことが知られていて,

その臨界点を λ = λcとすると, 分配数はN2が大きいところで Ω(N2) ∼
N

γ
(2)
st −3

2 eλ
cN2のように振る舞う。ここで γ

(2)
st はストリング感受率と呼ばれ

る量である。各 3角形の面積を 1と規格化すると, N2は貼り合わせた面
の面積となり, λはそれを制御する宇宙定数の働きをする。この統計モデ
ルに格子間隔に相当するスケール aを導入して, 臨界点上で a→ 0と同時
にN2 → ∞として, (λ− λc)/a2 → λcosを保つように連続極限を取ると, 2

次元量子重力が導かれる。ここで λcosは繰り込まれた物理的宇宙定数で
ある。
2次元ランダム面は,図 13.2のように,それに双対な図を考えるとFeyn-

man図と 1対 1の対応が付くので,そのFeynman図を生成する 3点相互作
用を持った行列模型 (0次元のYang-Mills場理論のようなもの)を使って
分配関数 (13.1)を表すことが出来る。この方法を使うとランダム面の足し
上げが行列変数の積分として解析的に実行することができて, 2次相転移
が実際に起こることが計算で示せる。さらに, BrezinとKazakov, Douglas

と Shenker, GrossとMigdalの 3グループによって, 相転移点で連続極限
を取ると, 第 4章 4.2節の最後で触れた 2次元量子重力理論と完全に一致
した結果が得られることが 1980年代の終わりに示されている。
1990年代に入ると, 2次元での成功を受けて, 高次元への拡張が盛んに

議論されるようになった。力学的単体分割法による 4次元量子重力の数
値計算は Ambjørnと Jurkiewicz, AgishteinとMigdalなどのグループに
よって始められた。全体の体積を表す 4単体の数をN4, その中に含まれ
る 2単体の数をN2とすると, 分配関数は体積N4を持つ 4単体の可能な
貼り合わせ方 T4について和を取った

ZSG4(κ, λ) =
∞∑

N4=0

∑
T4

eκN2−λN4 =
∞∑

N4=0

Ω(κ,N4)e
−λN4 (13.2)
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図 13.3: 物質場が NX + 62NA 個導入した場合の数値計算の相転移点 κc4 とそ
の κ2依存性。NX とNAはそれぞれスカラー場とU(1)ゲージ場の数を表す。×
印より下では感受率が負になって第 2種相転移点が存在する。[K. Hamada, S.

Horata and T. Yukawa, Focus on Quantum Gravity Research (Nova Science

Publisher, NY, 2006), Chap. 1.]

で定義される。ここで, κはPlanck質量の 2乗, λは宇宙定数に相当する。
2次相転移が λ = λc(κ)で起こるとすると, 分配数はそこで Ω(κ,N4) ∼
N

γ
(4)
st −3

4 eλ
c(κ)N4のように振る舞う。その指数 γ

(4)
st がストリング感受率の 4

次元版である。
4単体量子重力では連続極限を取るために必要な 2次相転移の存在は 2

次元面のときほど自明ではないが, 洞田と江川と湯川によってその存在が
数値的に示唆されている (図 13.3参照)。それは 1万個を超える 4単体を
貼り合わせて 4次元球面と同じポロジーを持つ多様体を構成し, さらにそ
こに物質場を組み込んで数値シミュレーションを行った結果である。図
13.4は, 相転移点直上で評価して得られた 4次元版ストリング感受率が,

漸近的背景自由な 4次元量子重力から導かれたそれと矛盾しないことを
示している。
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図 13.4: 感受率 γ
(4)
st の数値計算の結果。得られた感受率を連続理論から導かれ

た γ
(4)
st = 2− (b1 +

√
b21 − 4b1)/2の表式と合わせることで b1の関数形を求めて

表示している。ここで, b1はRiegert作用の係数で, (B.3)で予言されているよう
に, NX +62NAの 1次の関数で表されることが分かる。[K. Hamada, S. Horata

and T. Yukawa, Focus on Quantum Gravity Research (Nova Science Publisher,

NY, 2006), Chap. 1.]

両者を比較するにあたって注意すべきことは, 4単体重力理論の重み
eκN2−λN4は連続理論でのEinstein-Hilbert作用と宇宙項に相当する部分し
かないことである。つまり, 4階微分重力項の情報は貼り合わせの仕方 T4

の中に含まれていることになる。それは, 第 4章 4.1節の最後で述べたよ
うに, 4階微分重力作用 I(4)やWess-Zumino作用Sは ℏに依らない純粋に
量子論的な量で, 経路積分測度の一部とみなせることに対応している。
最後に 3次元の重力理論について簡単に述べる。偶数次元と異なって,

奇数次元である 3次元には体積積分をすると無次元になる重力のスカラー
関数が存在しない。そのため作用に次元をもつパラメータを導入しなけ
ればならない。このことからも, 2次元や 4次元で用いられた方法は 3次
元に適用できないことが分かる。連続的な場を用いる方法としては, 宇
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宙定数や物質場が無い場合に, 重力理論をChern-Simons理論として記述
するWittenのアプローチがよく知られている。それは 3次元の重力は
局所的な自由度のない位相的 (トポロジカル)な場の理論であることを表
している。これに対して, 位相不変量を 3単体重力として表わしたのが,

Racah-Wigner 6j記号を用いて 4面体の 6辺を表現することで構成され
たPonzanoとReggeの模型や, それをより数学的に発展させたTuraevと
Viroの模型である。それらとChern-Simons理論との関係についての研究
は今も続けられている。
他方, 3単体量子重力の候補として Boulatovの模型がよく知られてい
る。それは, トポロジーを固定して, (13.1)や (13.2)のように, 宇宙項や
Einstein-Hilbert項による重みを加えて, 3単体の可能なすべての貼り合わ
せ方について足し上げを行う方法である。2単体の足し上げで成功した行
列模型を, テンソルの脚を持った模型に一般化して, 3単体でそれを実行
することを目指したものである。ただ, かなり複雑な模型なので, 解析が
進んでいるとは言えない。また, 比較検討できるような物理量が知られて
いない故か, 3単体重力として大規模な数値計算が行われたいう話も聞か
ない。3次元量子重力は主に数学的な対象として研究されている。
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第14章
終わりに

古くからの科学思想に「オッカムの剃刀」というのがある。14世紀のイ
ギリスのオッカム村の哲学者Williamによって提唱された, ある事象を説
明するのに必要以上に多くの仮定を加えるべきではない, という原則であ
る。剃刀は不必要なものを切り落とすの意味で使われている。
例えば, 天動説はすべての惑星が同一円盤上にあるなら, 次から次へと
円運動を足していけばどんどん正確になる。しかしながら, これは観測と
合うように次から次へと変数を導入するパラメータ物理の典型で, オッカ
ムの剃刀の思想に反していると言える。実際, 軌道が斜めの冥王星や彗星
などが加わると対応できなくなるし, 太陽系の外まで考えれば破綻してし
まう。オッカムの剃刀は真偽を判定をするものではないが, より単純な原
理原則に基づいて説明できる方が真であると考えることは理にかなって
いる。
本書で終始貫かれている指導原理が一般座標不変性である。けれども,

世の中では, Einstein方程式の方を第一に考える人が多いように思える。
Einstein方程式は美しく, Ｔシャツの図柄にもなるほどその存在がはっき
りしているため, ある種の偶像崇拝的な側面があって, この方程式を否定
することは Einstein自身を否定することであるような風潮がある。もち
ろんそれは間違いで, Einsteinの最大の業績は間違いなく一般座標不変性
が物理学の基本原理の一つであることを発見したことである。それは決
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して量子論と対立するものではない。Einstein方程式はこの原理から導
かれた方程式の一つであるが, 不完全である。
Planckスケールを超えた世界を記述するために提案された「漸近的背
景自由な量子重力理論」は一般座標不変性がどこまでも成り立つように
定式化された場の量子論である。これは無限自由度を体系的に扱える繰
り込み可能な理論で, 紫外カットオフを導入することなしに連続場を用い
て記述される。この性質はもちろん一般座標不変性によって保証される。
量子重力を特徴づける背景時空独立性も一般座標不変性が量子レベルで
獲得する性質の中に含まれている。それらの性質が重力の諸問題に対し
てこれまでとは異なる新しい解決策を与える。すべて一般座標不変性か
ら導かれるのである。
方法論としての新しさは共形不変性を用いたことである。重力場モー
ドの中で特に距離を支配する最も重要な共形因子を非摂動的に扱い, その
他のテンソルモードには紫外極限では役割が小さくなるとして摂動論を
適用することで, 一般座標不変性の中に隠れていた背景時空独立性が共形
不変性の形で顕わになる。この場合の重力の量子化は, 一般座標不変な作
用を用意すれば自動的に成立するような単純な作業にはならない。一般
には共形異常と呼ばれている経路積分測度からの寄与も正しく取り入れ
る必要がある。それを実行すると, 背景時空独立性が BRST共形不変性
として, すなわち, 共形変換で移り変わることができる異なる背景時空上
の理論がすべてゲージ同値になると表現される。Planckスケールを超え
た世界はその性質をもつ特別な共形場理論として記述される。
理論が繰り込み可能でなければならないという条件は, 時空の次元が 4

であることの理論的な根拠を与える。私たちは知らず知らずのうちに 4次
元の外から宇宙を見ていることがある。ある瞬間に宇宙が生まれたとい
う発想は, その瞬間を 4次元時空の外側から見ているようなものである。
しかしながら, 私たちは 4次元の世界の中にいて, 宇宙に外の世界がある
かどうかなど分かるはずもない。余剰次元は未知の大陸のようなもので
ある。それは説明すべき事柄よりも無限に多くの余分な自由度を付け加
えたことになる。
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漸近的背景自由性は新たな力学的スケールの存在を示唆する。それは背
景時空独立な量子時空相と古典的な時空相を分ける物理的なエネルギー
スケールで, その値は重力の量子効果で誘起されるインフレーションのシ
ナリオから Planck質量mplより 2桁小さい 1017 GeVに決まる。それは
Planckスケールに到達する前に重力の量子効果が効き始めることを意味
している。それ故, Planckスケールで顕著になると考えられる古典論の
諸問題を回避することが出来る。
量子重力の相関距離はこのエネルギースケールの逆数で与えられ, Planck

長さのおよそ 100倍になる。それより長距離なら古典的に距離を測るこ
とが出来るが, 内側に入ると相が変わって, 距離が大きく揺らいだ量子的
世界になる。それが極まった状態として現れるのが背景時空独立な世界
である。このことは, 時空は連続的に記述されているが, 物理的な距離は
実質的にこの相関距離で量子化されていることを意味する。
一般座標不変性の帰結として系全体のハミルトニアンはゼロになるこ
とが示せる。それはゼロ点エネルギーが消えることを表していて, それ故,

それを原始揺らぎの起源と考えることは出来ない。宇宙の進化は, ハミル
トニアンをゼロに保ったまま, 時空の状態が変化して行く過程として表さ
れる。重力の量子的揺らぎのみが存在する状態から宇宙が始まったと考
えると, 進化のシナリオがより明快になる。それはすなわち, 重力がすべ
ての物質の源であるという事を示唆している。
重力場は次元を持たない場で, すべての物質と直接相互作用する唯一の
場でもある。そして, 漸近的背景自由性は, 重力場の中のスカラー的な共
形因子の揺らぎが宇宙初期で優勢になることを言っている。物質場は高
エネルギー極限では共形不変を保っていて, 共形因子場と結合していない
が, 時空の相転移が起こり始めると, 共形因子場と物質場との相互作用が
共形異常のWess-Zumino作用を通して開かれ, 物質が生成される。この
ようにして得られた相転移後の原始スペクトルには, 量子重力の共形不変
性に由来したスカラー的でスケール不変な性質が引き継がれる。この性
質の大元は重力場が無次元であるという事実から来ているのである。
宇宙がどれだけ広いのか私たちには分からない。観測している範囲は
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その一部でしかない。インフレーションのシナリオでは, 宇宙の始まりま
で遡ると, 現在見えている範囲がすべて相関距離の内側に入ってしまう。
すなわち, 宇宙は量子重力が励起した泡の一つから始まったことを示唆し
ている。インフレーションが始まると, 膨張によって生じた隙間を新たな
泡が, そのエネルギー密度がほぼ一定になるように, 空間を密に埋めてい
くと考えられる。そうやって急拡大した宇宙が時空の相転移を起こして,

泡が一斉に物質に転化して現在の宇宙に移行する。
身近で感じる重力の相互作用は他の相互作用に比べて極めて弱いもの
である。けれども, その弱さが逆に重力が宇宙全体を小さな泡に閉じ込
めてしまえるほどの能力を持っていることの裏返しになっているとも言
える。
背景時空独立なPlanckスケールの世界はこのように想像を絶する世界
である。だからこそ, しっかりとした指導原理が必要で, それが一般座標
不変性である。新たな原理を導入する試みもあるが, まずは一般座標不変
性である。それ故, 私が行ったことは, 一般座標不変性に固執しながら, 奇
をてらうことなく, 通常の場の量子化法が重力に対しても上手く機能する
ことを確かめることであった。これによって量子重力研究の新しい地平
が開かれた。
Schrödingerの猫が生きているのか死んでいるのかといった思考実験的
な議論は後回しでよいと思う。それを解決する手段としてのパラレルワー
ルドのような考えは楽しいかもしれないが, 実のあることは何も語らな
い。それが理解できないからといって量子論が否定される分けではない。
最近の量子技術の進歩を考えれば, そのような問題もいずれ時が来れば答
えが見つかるのではないだろうか。



付録A

基本定数

換算 Planck定数 ℏ = 1.055× 10−27 cm2 g s−1

光速 c = 2.998× 1010 cm s−1

Newton定数 G = 6.672× 10−8 cm3 g−1 s−2

Planck質量 mpl = 2.177× 10−5 g

= 1.221× 1019 GeV/c2

換算 Planck質量 MP = 2.436× 1018 GeV/c2

Planck長さ lpl = 1.616× 10−33 cm

Planck時間 tpl = 5.390× 10−44 s

Boltzmann定数 kB = 1.381× 10−16 erg K−1

メガパーセク (Megaparsec) 1Mpc = 3.086× 1024 cm

Hubble定数 H0 = 100h km s−1 Mpc−1

現在のHubble距離 c/H0 = 2998h−1 Mpc

(現在の観測では h ≃ 0.7である)

自然単位系 (c = ℏ = kB = 1)への変換に有益な定数

1 cm = 5.068× 1013 ℏ/GeV

1 s = 1.519× 1024 ℏ/GeV/c

1 g = 5.608× 1023 GeV/c2

1 erg = 6.242× 102 GeV

1 K = 8.618× 10−14 GeV/kB
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付録B

理論の簡潔な要約

本書で採用するMinkowski計量は ηµν = (−1, 1, 1, 1)である。Riemann曲
率テンソルは, Christoffel記号 Γλ

µν = gλσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν)/2を用
いて, Rλ

µσν = ∂σΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
µσ +Γλ

ρσΓ
ρ
µν −Γλ

ρνΓ
ρ
µσと定義される。Ricciテ

ンソルはRµν = Rλ
µλν , スカラー曲率はR = Rµ

µで与えられる。共変微分
は∇µAν = ∂µAν − Γλ

µνAλと表される。
漸近的背景自由な量子重力理論の作用, I = I(4) + IEG/ℏ, は

I =

∫
d4x

√
−g

[
− 1

t2
C2

µνλσ − bG4 +
1

ℏ

(
1

16πG
R− Λ + LM

)]
(B.1)

で与えられる。最初の2項が共形不変な4階微分作用 I(4)で,第1項はWeyl

作用, 第 2項のG4 = R2
µνλσ − 4R2

µν +R2は Euler密度 (Gauss-Bonnet)で
ある。繰り込み可能な理論では, 作用は裸の量で記述され, 繰り込まれた
量とは異なる記号が使われるが, ここでは簡単のため区別していない。ま
た, 本文でも述べたように, ℏは低階微分項 IEGの前にだけ現れる。これ
は重力場が完全に無次元な場であることに由来する。4階微分重力作用は
すべて純粋に量子的なダイナミクスを記述し, 時空のエントロピーを生み
出している。以下では ℏ = 1とする。
共形因子場 ϕ, トレースレステンソル場 hµνと背景計量 ĝµνを用いて, 計
量テンソル場を gµν = e2ϕḡµν , ḡµν = (ĝeh)µν = ĝµλ(δ

λ
ν + hλν + · · · )と分

解する。共形因子 e2ϕはそのまま非摂動的に扱い, hµνは摂動論で考える。
Weyl曲率テンソルが hµν の場の強さであることから, 結合定数 tを (B.1)
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のように導入することは, hµνで摂動展開することを意味する。このとき,

I(4)は共形因子場 ϕに依存しないが, 低階微分項 IEGには ϕの指数因子が
現れる。また, 以下で示す 4階微分の重力作用は ϕの多項式で与えられる
事にも注意する。
量子化の鍵は理論を実用的な背景時空 ĝµν 上の場の量子論に書き換え
ることである。分配関数は

Z =

∫
[dg]g e

iI(g) =

∫
[dϕdh]ĝ e

iIQG(ϕ,ḡ) (B.2)

と表され, 作用は IQG(ϕ, ḡ) = S(ϕ, ḡ)+ I(g)に変更される。ここで, eiSは
経路積分測度を背景時空上の測度に書き換える際のヤコビアンで, 一般座
標不変性を保つために必要な量である。SはWess-Zumino積分条件を満
たすWess-Zumino作用で (第 4章の脚注 2を参照), それを共形変分した
ものが一般に共形異常と呼ばれている量である。
Wess-Zumino作用 Sが共形因子場 ϕの 4階微分ダイナミクスを担って
いる。Riegert作用と呼ばれる結合定数 tのゼロ次でも残るそれは特に重
要で,

SR(ϕ, ḡ) = − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−ḡ

(
2ϕ∆̄4ϕ+ Ē4ϕ

)
で与えられる。ここで, E4 = G4 − 2∇2R/3は全微分項だけ修正された
Euler密度,

√
−g∆4はスカラー量に対して共形不変になる 4階微分演算子

で, ∆4 = ∇4+2Rµν∇µ∇ν −2R∇2/3+∇µR∇µ/3である。バー付きは ḡµν

で定義された量で, これらの間には関係式√
−gE4 =

√
−ḡ(4∆̄4ϕ+ Ē4)が

成り立つ。係数 b1 = bc + o(t2)の最低次 bcは, NX, NF, NAをそれぞれ物
質項 LMに属するスカラー場, Diracフェルミオン及びゲージ場の数とす
ると,

bc =
1

360

(
NX + 11NF + 62NA

)
+

769

180
(B.3)

で与えられる。例えば, 標準模型では bcは 7.0, SU(5)GUT模型では 9.1,

SO(10)GUT模型では12.0になる。また, tの高次になればϕn+1
√
−ḡ (2∆̄4ϕ+

Ē4)や ϕn
√
−ḡ C̄2

µνλσ, ゲージ場 Fµν に対しては ϕn
√
−ḡ F̄ 2

µν , のような相
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互作用項が Wess-Zumino 作用として現れる1。このとき √
−g C2

µνλσ =
√
−ḡ C̄2

µνλσ と
√
−gF 2

µν =
√
−ḡF̄ 2

µν に注意。最後の相互作用は時空相転
移時の物質生成に寄与する。
Riegert作用はWeyl作用とともに t → 0で背景時空独立性の代数的な

表現であるBRST共形不変性を実現する上で鍵となるパーツである。そ
れは背景時空を ĝµν → e2σĝµν とWeyl変換しても物理の結果は変わらな
いことを表している。またそれ故に, 背景として簡単なMinkowski計量を
使って重力を量子化することが正当化される。
ベータ関数 βt = µdt/dµ = −β0 t3 + o(t5)は負になり, その 1ループの

係数は β0 = [(NX + 6NF + 12NA)/240 + 197/60]/(4π)2で与えられる。µ
は量子化の際に導入された任意の質量スケールである。これに対応する
Weyl作用部分に対する有効作用は, 運動量表示で,

ΓW = −
[
1

t2
− 2β0ϕ+ β0 log

(
q2

µ2

)]√
−g C2

µνλσ

= − 1

t̄2(Q)

√
−g C2

µνλσ (B.4)

で与えられる。第1列の第2項がWess-Zumino作用, 3項が非局所的なルー
プ補正項で,それらと第1項がランニング結合定数 t̄2(Q) = [β0 log(Q

2/Λ2
QG)]

−1

の形にまとまる。ここで, Q2 = q2/e2ϕ (7.3)で, 量子重力の力学的スケー
ルはΛQG = µ e−1/2β0t2と表すことが出来る。それは dΛQG/dµ = 0を満た
す繰り込み群不変な物理定数の一つである。高次補正を含めるとランニ
ング結合定数及び力学的スケールの表式はより複雑になるが, 同じことが
言える。
有効作用 ΓΛ = −Λcos

√
−gで定義される, dΛcos/dµ = 0を満たす物理的

1厳密なことを言えば, これらの項を S として含むような高次の経路積分を正しく実
行するためには, 一般座標不変性を保ちながら高次ループ計算ができる唯一の方法とし
て知られている次元正則化法を用いて (B.2)を定式化する必要がある (第 10章参照)。
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宇宙定数は

Λcos = Λ+ (7− 2 log 4π)
Λ

bc
−

(
Λ

bc
− 9π2M4

2b2c

)
log

(
64π2

µ4

Λ

bc

)
−9π2

2

(
25

3
− 4 log 4π

)
M4

b2c

−6π
M2

bc

√
Λ

bc
− 9π2M4

4b2c
arccos

(
3πM2

2
√
bcΛ

)
+

5

128
α2
tM

4

(
log

π2α2
tM

4

µ4
− 21

5

)
で与えられる。ここで, αt = t2/4πである。M =1/

√
8πGと Λは作用に

含まれるPlanck質量と宇宙定数のそれぞれの繰り込まれた量である。こ
の表式を導く際に, ラージ bc近似を採用している。それは物質場の種類
が多い場合に相当して, Λ/bcとM4/b2c が, そして αt/4πと 1/bcが同等に
小さな値であることを仮定している。
最後に、第 8章で議論した静的で球状な励起状態を記述する運動方程
式を以下に書き下しておく。それは重力ポテンシャルΦとΨの結合線形
微分方程式として、

bc
8π2

B(r)

(
−4

3
|∂4Φ− 2

3
|∂4Ψ

)
+M2

P

(
−4 |∂2Φ− 2 |∂2Ψ

)
= 0

と
bc
8π2

B(r)

(
−8

9
|∂4Φ− 4

9
|∂4Ψ

)
+

1

t̄2(r)

(
−8

3
|∂4Φ +

8

3
|∂4Ψ

)
+M2

P

(
−2 |∂2Φ− 2 |∂2Ψ

)
= 0

で与えられる。ここで、 |∂2 = ∂2r + (2/r) ∂rは空間の Laplace演算子であ
る。B(r) = [1 + a1t̄

2(r)]−1はRiegert作用に対する高次Wess-Zumino作
用補正項を足し上げてモデル化した因子である。1/t̄2(r)を含む項はWeyl

作用から, MPを含む項はEinstein項から導かれる。宇宙項や物質パート
はゼロとしている。
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