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　要約

　円筒座標系の座標変換に関する公式の確認。

                                                                                     

　３次元空間 R (x, y ,z) を R (r, θ ,z)　に変換する。自明の事だが、下記のように記述。

    CylindricalCoordinates:
r = ( x , y , z ) = (r cos , r sin , z )

x = x ( r , , z ) , y = y ( r , , z ) , z = z ( r , , z ) .
r = r ( x , y , z ) , = ( x , y , z ) , z = z ( x , y , z ) .
x = x ( r , ) , y = y ( r , ) , z = z ( z ) .
r = r ( x , y ) , = ( x , y ) , z = z ( z ) .

　ここでそれぞれの基準となる基礎物理量は、下記のように変換される。

     e x = ( 1, 0 , 0 )
e y = ( 0, 1 , 0 )
e z = ( 0 ,0 , 1 )
e r = ( c o s , sin , 0 ) = cos e x + sin e y

e = ( – sin , cos , 0 ) = – sin e x + cos e y

A = ( A x , A y , Az ) = A x e x + A y e y + Az ez

= ( Ar , A , Az ) = Ar e r + A e + Az e z

= Ar ( cos e x + sin e y ) + A ( – sin e x + cos e y ) + Az e z

= ( Ar cos – A sin ) e x + ( Ar sin + A cos ) e y + Az ez

( cos sin
– sin cos

) (
Ar

A
) = (

A x

Ay
) ; (

Ar

A
) = ( cos – sin

sin cos
) (

A x

A y
)
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　次に、微分量に関しては、座標変換の係数として関数θが入っているため下記のようになる。

    e r ′ = – sin ′ e x + cos ′ e y = ′ e
e ′ = – cos ′ e x – sin ′ e y = – ′ er

　これを用いて、空間微分は下記のようになる。

    ∇ = ∇ r ∂
∂r + ∇ ∂

∂ + ∇ z ∂
∂z

= ( cos , sin , 0 ) ∂
∂r + 1

r ( – sin , cos , 0 ) ∂
∂ + ( 0 , 0 , 1 ) ∂

∂z

∇ = e r
∂
∂r + e 1

r
∂

∂ + e z
∂

∂z

　ラプラシンは、上記の内積をとることで得られる。

    ∇ ⋅ ∇ = (e r
∂

∂r + e 1
r

∂
∂ + e z

∂
∂z ) ⋅ ( er

∂
∂r + e 1

r
∂

∂ + e z
∂
∂z )

= ∂ 2

∂r 2 + ∂ 2

∂z 2 + ( e 1
r

∂
∂ ) ⋅ ( er

∂
∂r + e 1

r
∂

∂ )

= ∂ 2

∂r 2 + 1
r2

∂ 2

∂ 2 + ∂ 2

∂z 2 + ( e 1
r ⋅

∂ e r

∂
∂

∂r )

= ∂ 2

∂r 2 + 1
r2

∂ 2

∂ 2 + ∂ 2

∂z 2 + ( e 1
r ⋅ e ∂

∂r )

= ∂ 2

∂r 2 + 1
r2

∂ 2

∂ 2 + ∂ 2

∂z 2 + 1
r

∂
∂r

∇2
= 1

r
∂
∂r [ r ∂

∂r ] + 1
r2

∂ 2

∂ 2 + ∂ 2

∂z 2

物理ベクトル量 B に対する作用は以下のようになる。

     B ≡ Br ( r , , z ) er + B ( r , , z ) e + Bz ( r , , z ) e z

∇ ⋅ B = ( e r
∂
∂r + e 1

r
∂

∂ + e z
∂
∂z ) ⋅ ( Br e r + B e + Bz e z )

=
∂ Br

∂r + ( e 1
r

∂
∂ ) ⋅ ( Br e r + B e ) +

∂ Bz

∂z

=
∂ Br

∂r +
Br

r + 1
r

∂ B

∂ +
∂ Bz

∂z

∇ × B = ( er
∂
∂r + e 1

r
∂

∂ + e z
∂

∂z ) × ( Br e r + B e + Bz e z )

= e r
∂
∂r × ( Br er + B e + Bz e z )

+ e 1
r

∂
∂ × ( Br er + B e + Bz e z )

+ ez
∂

∂z × ( Br er + B e + Bz e z )

= ez

∂ B
∂r – e

∂ Bz

∂r

– e z
1
r

∂ Br

∂ + e z

B
r + e r

1
r

∂ Bz

∂

+ e
∂ Br

∂z – e r

∂ B
∂z

= e r ( 1
r

∂ Bz

∂ –
∂ B

∂z ) + e (
∂ Br

∂z –
∂ Bz

∂r ) + e z (
∂ B

∂r +
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r
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(例)　E = 0 ; Bθ= 0 の系での荷電粒子の運動は、γが一定の条件の下、下記のように表され

る。

    Kine t icequt ionins ta t icmagnetic field:
d p
d t = q ( E + × B ) ; p = m0 = m0 r ′

r ′′ =
q

m0
( E + r ′ × B)

r = r e r + z ez ; r ′ = r ′ er + r er ′ + z ′ e z = r ′ er + r ′ e + z ′ e z

r ′′ = r ′′ e r + r ′ e r ′ + r ′ ′ e + r ′′ e + r ′ e ′ + z ′′ ez

= r ′′ e r + 2 r ′ ′ e + r ′′ e – r ′ 2
er + z ′′ e z

(r ′′ – r ′ 2 ) er + ( 2 r ′ ′ + r ′′ ) e + z ′′ ez

=
q

m 0
{ E + ( r ′ e r + r ′ e + z ′ ez ) × B}

For fields E = 0 and B = Br ( r , z ) e r + Bz ( r , z ) e z

( r ′′ – r ′ 2
) e r + ( 2 r ′ ′ + r ′′ ) e + z ′′ e z

=
q

m 0
{ (r ′ er + r ′ e + z ′ e z ) × ( Br er + Bz ez ) }

=
q

m 0
( – r ′ Bz e – r ′ Br e z + r ′ Bz e r + z ′ Br e )

{

r ′′ – r ′ 2 =
q

m 0

r ′ Bz

( 2 r ′ ′ + r ′′ ) =
q

m 0
( – r ′ Bz + z ′ Br )

z ′′ = –
q

m0
r ′ Br

≡ r ′

{

r ′′ –
2

r =
q

m0

Bz

( r ) ′
r =

q
m0

( – r ′ Bz + z ′ Br )

z ′′ = –
q

m0
Br


