
格子量子色力学の大規模シミュレーション
松古 栄 夫

高エ ネル ギ ー 加速器 研究 機 構 (KEK)

Large-scale simulations of lattice quantum chromodynamics
by

Hideo Matsufuru

ABSTRACT
Lattice Quantum Chromodynamics (QCD) is one of the scientific fields which require most large-scale nu-

merical simulations. QCD is the fundamental theory of the strong interaction among quarks and gluons inside
hadrons. Because of difficulty in analytic calculations, numerical simulations of lattice QCD are important to
explore the properties of hadrons and determine their matrix elements. In this report, we explain fundamental
aspects and algorithms of lattice QCD, and how its large-scale simulation is performed on massively parallel
computers with an example at KEK. JLQCD Collaboration is performing dynamical simulations with overlap
fermions, which have theoretically elegant features while require high numerical cost. We also introduce interna-
tional and domestic activities, ILDG and JLDG respectively, to share the configuration data produced in lattice
QCD simulations.

1. はじめに

格子量子色力学 (Quantum Chromodynamics, QCD)

に 基 づ く 数値シミ ュ レ ー ショ ン は 、 大規 模計算を可能

に す る 計算機 や ア ル ゴリ ズム の 発展と 歩調を合わ せ て

進展し て き た 。 筑波大学 に お け る CP-PACSプロ ジェ

ク トな ど の 専用計算機 の 開発や 、 IBM Blue Gene/L の

母体と な っ た QCDOC 機 の 開発な ど 、 高性能計算の 発

展に 果た し た 役割 も 大き い 。 こ こ で は 、 格子 QCDシ

ミ ュ レ ー ショ ン の 原理と ア ル ゴリ ズム を概説し 、 KEK

で 行っ て い る JLQCD Collaboration の プロ ジェ ク トを

例と し て 、 大規 模シミ ュ レ ー ショ ン が ど の よう に 行わ

れ て い る か を紹介す る 。

シミ ュ レ ー ショ ン ア ル ゴリ ズム の 視点か ら は 、 場の

方程式を離散化し た も の で あ り 、 境界値問題 (周期 的に

取る 場合が 多い ) の 解法が 中心で あ る 。 計算時間 の ほ と

ん ど は 、 線形方程式の 解法に 費さ れ る 。 また 、 Monte

Carlo法を構成す る 際に 、 発展方程式が 導入さ れ る 。 ベ

ク トル 計算に も 、 大規 模並列計算に も 適し た 性質の 問

題で あ る 。

2. 格子QCDの原理

原子核を構成す る 陽子や中性子は 、 ク ォ ー ク と 呼ばれ

る 素粒子が 、 強い 相互作用に よっ て 束縛さ れ て 出来て

い る 。 量子色力学 (QCD) は こ の 強い 相互作用を記 述す

る 理論で あ り 、 数学 的に は SU(3)群に 基 づ い た ゲー ジ

理論と し て 構成さ れ る 。 こ れ は ク ォ ー ク は 「 色」 の 自

由度を持つ と 考え 、 そ の 変化に よっ て 相互作用を記 述

す る こ と を表し 、 そ の 際に 相互作用を媒介す る ゲー ジ

粒子と し て グル ー オ ン 場が 導入さ れ る 。 QCDを解析的

に 解い て 、 陽子や中性子 (ハド ロ ン と 呼ぶ ) の 性質を示

す こ と は 困難で あ る 。 こ れ は 、 量子電磁気 学 の 場合や

QCD の 高エ ネル ギ ー 現象の 場合に は 、 物理量を結合定

数に よっ て 展開す る 摂動論が 有効で あ る が 、 低エ ネル

ギ ー の QCD で は こ の 結合定数が 大き く な り す ぎ 、 摂動

論が 破綻す る た め で あ る 。 従っ て 、 ハド ロ ン の 示す 多

彩な 性質をQCD に 基 づ い て 理解し 、 フレ イバー 物理な

ど に 必要な ハド ロ ン の 散乱振幅を精密に 計算す る た め

に は 、 数値的に 計算を行う 方法が 必要で あ る 。 現在の

と こ ろ 格子QCDシミ ュ レ ー ショ ン は 、 低エ ネル ギ ー 領

域で の QCD の 性質を調べ る た め の 唯一の 一般的枠組

を与え 、 広範に 研究 が 行わ れ て い る [1]。

格子QCD は 、 4次元 Euclid空間 上に 定義 さ れ た 場

の 理論で あ り 、 経路積分法を用い て 量子化さ れ る 。 こ れ

に よっ て 統計力学 系と 同じ 形と な る た め 、 Monte Carlo

法に よっ て 数値的な 計算が 可能と な る 。 まず 時空間 を

4次元 Euclid空間 の 有限格子で 近似し 、 各格子点 (サ

イト) に ク ォ ー ク 場を、 サイトと サイトを結ぶ リ ン ク

上に ゲー ジ場 (グル ー オ ン 場)を表す リ ン ク 変数を配す

る 。 ク ォ ー ク は カ ラ ー 自由度 (R,G,B)を持つ と 考え 、 こ

の 3次元空間 内で の 回転に よっ て 相互作用を記 述す る 。

リ ン ク 変数は 3 × 3複素行列で 、 ユ ニタリ ー 群 SU(3)

に 属し 、 サイトと 方向 (x, y, z, t) に よっ て ラ ベル さ れ

る 。 ク ォ ー ク 場は 、 カ ラ ー 自由度に 加え て スピノー ル

(スピン ↑, ↓ と 粒子・ 反粒子を表す )4成分を持つ の で 、

3 × 4 = 12 の 自由度を各サイトで 持つ 。

格子上の 場の 理論を定義 す る に は 、 ク ォ ー ク と グル ー

オ ン に つ い て そ れ ぞ れ 作用を構成す る 必要が あ る 。 こ

れ ら は 、 格子間 隔 a → 0 の 連続極限で QCD と 一致す

る も の で あ れ ばよい 。 ゲー ジ場の 作用は 、 格子上の 最

小の ル ー プで あ る 四角形に 沿 っ て 、 リ ン ク 変数を掛 け
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合わ せ 、 そ の トレ ー スをと っ た も の (プラ ケット) で 表

さ れ る 。 プラ ケットの 係数と し て 結合定数 (の 逆 ) が 導

入さ れ 、 こ れ と ク ォ ー ク の 質量が イン プットパラ メ ター

と な る 。

ク ォ ー ク 場の 作用と し て は 、 こ こ で は も っ と も 単純

な 構造を持つ 、 Wilson 作用を考え る 。

SF =
∑

x,y

ψ̄(x)D[U ]x,yψ(y), (1)

こ こ で 、 ψ は ク ォ ー ク 場を表し 、 x, y は サイトで あ る 。

Wilsonフェ ル ミ オ ン の ディラ ック 演 算子D[U ]x,y は 次

の よう に 与え ら れ る 。

D[U ]x,y = δx,y − κ
∑

µ [(1 − γµ)Uµ(x)δx+µ̂,y

+ (1 + γµ)U †
µ(x− µ̂)δx−µ̂,y

]

(2)

こ こ で Uµ(x) ∈ SU(3) は リ ン ク (x, µ) 上の リ ン ク 変数、

µ = x, y, z, t は 方向を表わ し 、 µ̂ は µ-方向の 単位ベク

トル で あ る 。 格子間 隔 は a = 1 と お い た 。 γµ は 4 × 4

の 行列で γ-行列と 呼ばれ 、 ク ォ ー ク の スピノー ル 構造

を規 定す る 。 κ は ク ォ ー ク の 質量に 関 係し た パラ メ ター

で あ る 。

経路積分に よる 量子化に よっ て 、 物理量O の 期 待値

は 、 次の よう に 表さ れ る 。

〈O〉 =
1

Z

∫

DUDψDψ̄ O(ψ̄, ψ, U)

× exp(−SG[U ] − SF [ψ̄, ψ, U ]), (3)

こ こ で 分配関 数Z は 〈1〉 = 1 と な る よう な 規 格化因 子で

あ る 。 こ の 表式は 、 O の 期 待値は 、 あ ら ゆ る ゲー ジ場と

ク ォ ー ク 場の 値に つ い て 、 exp(−SG[U ]− SF [ψ̄, ψ, U ])

の 重み をか け て 積分す る こ と に よっ て 表さ れ る こ と を

表す 。 従っ て 、 exp(−SG[U ]−SF [ψ̄, ψ, U ]) の 確率で 現

れ る 場の 配位を生成す る こ と が で き れ ば、 そ れ ら の 上

で 計算し た 物理量の 平均 値と し て 、 上の 期 待値が 表さ

れ る こ と に な る 。 こ れ が Monte Carlo法に よる 計算の

原理で あ る 。

ク ォ ー ク 場は 反交換 す る グラ スマ ン 数と し て 扱 わ れ

る が 、 こ の よう な 数を計算機 上で 直接扱 う の は 難し い

た め 、 手で 積分し て し まう と 、
∫

DψDψ̄ exp(−SF [ψ̄, ψ, U ]) = detD[U ] (4)

と な る 。 Gauss積分の 性質を使っ て 、

detD[U ] =

∫

DφDφ̄ exp(−φD−1[U ]φ) (5)

と 書け ば、 通常の ベク トル に よっ て フェ ル ミ オ ン の 効

果を取り 入れ る こ と が 出来る 。

ク ォ ー ク 場を含 む 物理量は 、 ク ォ ー ク の 伝播関 数を

用い て 表す こ と が で き る 。 例え ば、 ク ォ ー ク の 伝播関 数

を組み 合わ せ て ハド ロ ン の 相関 関 数を構成し 、 そ の 時

間 方向へ の 伝播の 振る 舞い を調べ る こ と に よっ て 、 ハ

ド ロ ン の 質量や崩壊定数を求 め る こ と が で き る 。 ハド

ロ ン 散乱の 行列要素な ど に つ い て も 、 同様の 計算が 可

能で あ る 。

ク ォ ー ク の 伝播関 数は 、 つ ぎ の よう な 線形方程式を

解い て 得ら れ る 。

∑

yD[U ]x,yxy = bx, (6)

Eq. (6) に お い て 、 b は あ る 与え ら れ た ベク トル (サイ

ト × カ ラ ー ×スピノー ル の 自由度を持つ )、 x が 解で あ

る 。 こ の 方程式は 巨 大連立線型方程式で あ り 、 D[U ]x,y

は 疎行列で あ る た め 、 共役勾配法な ど に よっ て 解を求 め

る 。 こ の 線型方程式系の 解法が 、 格子QCDシミ ュ レ ー

ショ ン の 計算時間 の ほ と ん ど を占め る 場合が 多い 。

こ の よう に し て 格子QCDシミ ュ レ ー ショ ン で 求 め

た 物理量を、 実験値と 比較 で き る よう に す る た め に は 、

格子間 隔 a で 次元を持つ 量に 直さ な け れ ばな ら な い 。

計算の 際に 手で 指定す る パラ メ ター は 、 結合の 強さ と

ク ォ ー ク の 質量で あ り 、 格子間 隔 は 何ら か の 物理量、 例

え ば陽子の 質量な ど 、 を実験値と 比較 す る こ と に よっ て

決め る 。 現実の 物理で は 、 軽い u, d ク ォ ー ク と やや重

い s ク ォ ー ク が 真空偏極に 寄 与す る 。 こ れ ら を実際に

含 み 、 u, d ク ォ ー ク に 対応 す る 軽い 質量で の 計算は 難

し い た め 、 や や重い と こ ろ か ら の 外挿が 行わ れ る 。 精

密な 計算結果を得る た め に は 、 こ れ ら の 軽い ク ォ ー ク

質量へ の 外挿や連続極限 a→ 0 へ の 外挿な ど に よる 系

統誤差をコン トロ ー ル す る 必要が あ る 。

3. 格子QCDシミュレーション

格子QCDシミ ュ レ ー ショ ン は 、 通常次の よう な 手順に

沿 っ て 行わ れ る 。

(1) リンク変数の配位の生成

リ ン ク 変数 Uµ(x) の 生成は 、 通常 Hybrid Monte Carlo

法と い う ア ル ゴリ ズム を用い て 行う 。 こ の 方法で は 、 あ

る リ ン ク 変数の 配位 (全て の リ ン ク 変数が あ る 数値を

持っ た よう な 状態) か ら 出発し 、 分子動力学 的に リ ン ク

変数を発展さ せ て ゆ く こ と に よっ て 、 統計的に 独立な

配位を作っ て 行く 。 こ の 手法で は 、 ク ォ ー ク が 真空に お

い て 対生成・ 対消滅をく り 返す 、 真空偏極の 効果を取り

入れ る こ と が で き る 。 真空偏極の 効果を計算す る 際に

は 、 ク ォ ー ク の 伝播関 数を求 め る の と 同じ 計算を、 発

展の 各ステップで 行う こ と が 必要と な る 。 こ の た め 計

算コストが 非常に 大き く な る 。

(2) クォーク伝播関数の計算

前節で 述べ た よう に 、 ク ォ ー ク の 伝播関 数を求 め る こ

と は 巨 大な 線型方程式を解く こ と に 対応 す る 。 リ ン ク

変数の 配位を生成す る 際に も 各ステップで 同じ こ と が



必要で あ り 、 結局こ の 解法が 、 計算時間 の 大部分を占

め る 場合が 多い 。 従っ て 、 共役勾配法な ど の 逐次解法

の ア ル ゴリ ズム を改良す る こ と は 、 シミ ュ レ ー ショ ン

時間 の 短縮に 直結す る 。

(3) 物理量の計算

ク ォ ー ク の 伝播関 数が 求 まれ ば、 そ れ ら を組み 合わ せ

て 種々 の 物理量が 計算で き る 。 例え ばハド ロ ン の 質量、

ハド ロ ン 崩壊過程の 崩壊定数や形状因 子な ど を計算し 、

そ の 統計誤差、 系統誤差の 見積り を行う 。 素粒子物理

で は 、 KEK で 行わ れ て い る Bファ ク トリ ー 実験な ど

の 高エ ネル ギ ー 衝突実験に 関 係す る ハド ロ ン の 遷移 確

率の 計算が 重要で あ る 。 こ れ ら は 標準理論を検証し 新

し い 物理を探す た め に 、 高精度の 値が 必要と さ れ て い

る 。 こ の た め に は 、 特に 系統誤差をコン トロ ー ル す る

こ と が 重要と な る 。 また 最近で は 、 QCD に 基 づ い て 核

子 (陽子、 中性子) 間 に 働く 核力を理解す る 試み も 進展

し て い る 。

格子 QCD を並列計算機 で 扱 う 場合に は 、 格子を

分割 し 、 各部分格子を各ノー ド に 配す る 。 現在行わ れ

て い る 格子は 164–244程度の サイズの も の が 多い た め 、

O(1000) 以 上の 並列ノー ド で 計算す る 場合に は 、 各ノー

ド 上の 部分格子は 各方向に 数個程度と な る 。 Eq. (2) が

示す よう に 、 と な り 合う サイトで の 相互作用を伝え る た

め に 、 演 算性能に 加え て 通信性能が 重要な 要素と な る 。

3. KEKのプロジェクト

実際の 大規 模シミ ュ レ ー ショ ン の 例と し て 、 高エ ネル

ギ ー 加速器 研究 機 構 (KEK) の スー パー コン ピュ ー タシ

ステム を用い て 我々 が 行っ て い る 、 JLQCD Collabora-

tion の プロ ジェ ク ト [2]を紹介す る 。 国内で は 他に 、 筑

波大学 で 大規 模な 研究 プロ ジェ ク ト (PACS-CSプロ ジェ

ク ト) が 行わ れ て い る 。

最近の 格子 QCD の 大き な 発展と し て 、 格子上で の

カ イラ ル 対称性の 理解が 進ん だこ と が あ る 。 カ イラ ル

対称性と は 、 ク ォ ー ク の 質量が 非常に 軽い 場合に 成り

立つ 対称性で あ り 、 現実世界で は こ の 対称性が 自発的

に 破れ る こ と に よっ て 、 陽子や中性子の 持つ 大部分の

質量が 生じ る と 説明さ れ る 。 し か し な が ら 格子上で こ

の 対称性を持つ 理論を構成す る こ と は 長い 間 困難で あ っ

た 。 最近こ の カ イラ ル 対称性の 格子上で の 理論的な 理

解が 進み 、 そ の 結果カ イラ ル 対称な 格子理論の 定式化

が 可能と な っ た 。 そ の よう な 理論の 一つ と し て 、 我々 は

オ ー バー ラ ップ・ フェ ル ミ オ ン を採用し た 。 こ の 定式

化は 、 理論的に 優れ た 性質を持っ て い る が 、 こ れ に 従っ

て シミ ュ レ ー ショ ン を行う に は 従来の 100倍以 上の 計

算力が 必要と な る 。 こ れ は こ の 理論が 、 Eq. (2) の 演 算

子の 符号関 数を含 む 形で 表さ れ る か ら で あ り 、 こ の 符

号関 数の 評価に 時間 が か か る た め と 、 Eq. (2) の 固有値

が ゼロ と な る 点で 符号関 数が 不連続に 変化す る た め で

あ る 。 KEK な ど の 最新鋭 スー パー コン ピュ ー タの 導入

に 加え 、 ア ル ゴリ ズム な ど の 改良を経て 、 我々 は オ ー

バー ラ ップ・ フェ ル ミ オ ン を用い た プロ ジェ ク トを実行

中で あ る [2]。 基 本的な 演 算は Eq. (2) と 同じ 演 算子か

ら 構成さ れ る た め 、 こ の 演 算子をベク トル に 作用さ せ

る 演 算を高速化す る こ と に よっ て 、 シミ ュ レ ー ショ ン

の 効率を向上す る こ と が で き る 。

KEK で は 、 スー パー コン ピュ ー タシステム と し て 、

日立 SR11000 (理論演 算性能 2.15TFlops, 総メ モ リ 容

量 512GB) お よび、 IBM System Blue Gene (理論演 算

性能 57.3TFlops, 総メ モ リ 容量 5.12TB) か ら な る 複合

システム を 2006年 3月より 運 用し て い る [3]。 こ の シ

ステム は 、 素粒子・ 原子核物理、 物性物理、 加速器 内

の ビー ム 状態な ど の シミ ュ レ ー ショ ン に 利用さ れ て い

る が [4]、 計算時間 の 大き な 部分を格子 QCD が 占め て

い る 。

以 下で は 、 Blue Gene で 行っ て い る 計算に つ い て 紹

介す る 。 Blue Gene システム は 10 ラ ック か ら な り 、 1

ラ ック は 1024ノー ド (2048プロ セッサコア ) か ら 構成

さ れ る 。 各ノー ド は 4MB の L3 キ ャ ッシュ を持ち 、 こ

れ を 2 つ の プロ セッサが 共有し て い る 。 ネットワ ー ク

の 単位は 1/2 ラ ック で 、 8× 8× 8 の トー ラ ス型で あ り 、

1ノー ド 内の 2プロ セッサも 二つ の ノー ド の よう に 扱

う こ と が 出来る た め 、 8 × 8 × 8 × 2 の 4次元的トポ ロ

ジー と な る 。 格子サイズは 163 × 32を用い た 。 い く つ

か の パラ メ ター で 並列に 計算を進め る の が 効率的で あ

り 、 必要と な る 演 算量、 格子サイズ、 結果を得る まで

の 時間 な ど を考慮し て 1/2 ラ ック また は 1 ラ ック 毎に 、

一つ の 格子で の シミ ュ レ ー ショ ン を行っ て い る 。

Blue Gene で の 高速化は 、 各プロ セッサの 倍精度

複素数演 算をダブル FPU に よっ て 高速化す る こ と と 、

ノー ド 間 の 通信を最適化す る こ と に よっ て 行う 。 こ れ ら

を最適化す る こ と に よっ て 、 最も 単純な Eq. (2) の タイ

プの 線型問題に 対し て 、 オ ン キ ャ ッシュ の 場合に は ピー

ク 性能の 30%近く の 性能を得る こ と が で き た [5]。 実際

の プロ ジェ ク トで は そ の 他の 演 算も 加わ る た め 、 15%程

度の 性能で 計算を行っ て お り 、 現在も 改良を続け て い

る 。 物理的な 結果に つ い て も 成果が 出始め て お り 、 最

近で は 、 カ イラ ル 対称性が 自発的に 破れ て い る こ と を、

QCD か ら 直接的に 検証し た こ と が 大き な 成果と し て 挙

げ ら れ る [6]。

4. 配位データの共有にむけて

真空偏極の 効果を含 む シミ ュ レ ー ショ ン を行う に は 、 大

き な 計算資源が 必要で あ る 。 一方、 リ ン ク 変数の 配位

を一度作っ て し まう と 、 そ れ を用い て 種々 の 計算が 可

能と な る 。 配位デー タの 公開、 共有化を進め る こ と は 、



同じ 計算を行う 無駄を防ぎ 、 作ら れ た 配位を効率的に

利用す る た め に 有効で あ る 。 こ の よう な 共有化を推進

す る た め に 、 国際的な 組織で あ る ILDG(International

Lattice DataGrid) が 活 動を行っ て い る [7]。 ILDG は い

く つ か の 地域グリ ッド か ら 構成さ れ 、 半年毎に 行わ れ

る TV会議 に よっ て 方針を決定し て い る 。 また 、 メ タ

デー タ及びミ ド ル ウ ェ ア に 関 す る 二つ の ワ ー キ ン ググ

ル ー プが 活 動し て い る 。

日本国内で は 、 JLDG(Japan Lattice DataGrid) と

い う 組織が 活 動を行っ て お り 、 地域グリ ッド と し て 配

位デー タを ILDG に 提供す る と 共に 、 高速ネットワ ー

ク SINET3 を通じ た 遠 隔 サイト間 で の 高速な デー タ転

送や 、 そ の 効率的運 用の た め の システム の 開発な ど を

行っ て い る [8]。 後者と し て は 、 産業技術総合研究 所で

開発さ れ た Gfarmを用い た デー タグリ ッド の 構築を進

め て い る 。 現在は 、 筑波大、 KEK、 京都大学 基 礎物理

学 研究 所、 大阪大学 核物理研究 セン ター 、 広島大、 金

沢大が JLDG に 参加し て い る 。

5. 結論

格子QCDシミ ュ レ ー ショ ン で 行っ て い る 計算の 概略を

紹介し た 。 最近の 理論的進展は 著し く 、 また 計算機 、 ア

ル ゴリ ズム の 発展に 伴い 、 第一原理で あ る QCD に 基 づ

い た 定量的な 計算が 可能に な っ て い る 。 特に ク ォ ー ク

質量に つ い て は 、 従来大き か っ た 外挿に よる 不定性が

著し く 改善さ れ 、 現実的ク ォ ー ク 質量で の 計算に 近付

い て き て い る 。 こ れ は 素粒子物理学 に 必要な 行列要素

の 精密な 計算に 不可欠で あ り 、 新し い 物理の 探索に も

大き く 貢献で き る と 期 待さ れ て い る 。 また 核力の 計算

な ど に も 応 用が 始まっ て い る 。 シミ ュ レ ー ショ ン で 生

成さ れ た 配位デー タを有効利用す る た め の 、 デー タの

共有化の 枠組が 整備さ れ つ つ あ る 。
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