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要約

量子重力の目的は Planckスケールを越えた世界を記述することである。

そこでは重力の量子的ゆらぎが大きく、距離の概念が失われたいわゆる

背景時空独立な世界が実現していると考えられる。そのようなスケール

の無い世界は共形不変な場の量子論で記述される。それは特定の時空を

伝播する重力子の量子化ではなく、時空そのものの量子化を表す。本書

で議論するくりこみ可能な量子重力はそのような共形場理論からのズレ

を摂動論として定式化した理論である。

展開の結合定数は漸近自由性を示す。それはPlanckスケールを越えた高

エネルギー領域で共形不変な世界が実現することを表している。一方で、

その対称性の破れを表す新しい力学的スケールΛQGの存在も示唆してい

る。そのスケールをPlanck質量スケールよりも低い 1017GeVのオーダー

とすると、これら二つの重力的スケールによって初期宇宙の進化は三つ

の時代に分けることができる。宇宙は共形不変な時空から始まり、Planck

エネルギーで宇宙が指数的に膨張するインフレーションの時代に入る。力

学的エネルギースケールまで下がると量子相関が失われて、時空が相転

移を起こして、共形不変性が完全に壊れた現在の古典的な Friedmann時

空に移る。

本書の主な内容は、4次元量子重力の共形場理論としての定式化、共形

代数による物理状態の構成、次元正則化によるくりこみ計算、量子重力

に基づく宇宙モデルの構築、原始パワースペクトルの導出とCMB異方性

スペクトルの計算、WMAP等の観測結果との照合及び検証、である。

平成 20年 11月初版

平成 21年 09月改定
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第1章 はじめに

2001年にNASAケネディ宇宙センターより打ち上げられた天文衛星、

Wilkinsonマイクロ波異方性探査機 (Wilkinson Microwave Anisotropies

Probe, WMAP)による宇宙マイクロ波背景放射 (cosmic microwave back-

ground, CMB)の観測によって宇宙論パラメータが高い精度で決定され、

インフレーションの考えが正しいことが示された。一方、宇宙はなぜ膨張

しているのか、インフレーションを誘起する斥力の源は何か、まだ多くの

素朴で根源的な疑問が残されている。指数的膨張を意味するインフレー

ションを自然に解釈すれば、宇宙は誕生から現在までにおよそ 1060倍膨

張したことになる。これは銀河団より大きなサイズがインフレーション以

前ではPlanck長さ内に納まっていたことを意味する。このことはWMAP

が観測した CMB異方性スペクトルの中に宇宙創生期の重力の量子的ゆ

らぎが記録されていることを示唆している。

このように、宇宙膨張、ビッグバン、原始ゆらぎ、それらの起源を重力

の量子効果に求めることは自然なことである。量子重力は時空の誕生か

ら現在に至るまでの宇宙の歴史を理解する上で必要な 21世紀の物理学と

して期待される。本書の最終目的は共形不変な場の量子論からの摂動論

として定式化された新しいくりこみ可能な重力の量子論を使ってWMAP

の結果を説明することである。最近の研究から、時空の相転移が 1017GeV

で起きたと考えると多くの観測事実を簡潔に説明できることが分かって

きた。

この章ではくりこみ可能な量子重力について本書で解説する内容を歴

史も交えて簡潔にまとめることにする。Einstein重力理論はその作用で

あるスカラー曲率が不定値なことや、結合定数である Newton定数が次
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元をもつためにくりこみ不可能であるなど量子論を構成する上で好まし

くない性質を多くもっている。ただ、くりこみ理論自体は重力理論の基

礎となる一般座標不変性と矛盾しているわけではない。1970年代の研究

者は Einstein重力に高階微分作用を加えて、正定値でくりこみ可能な理

論を作ることを考えた。しかしながら、すべての重力場モードを摂動的

に扱う方法ではどうしても漸近場としてゲージ不変なゴースト粒子が現

れることを防ぐことができなかった。

本書で議論するくりこみ可能な量子重力は一部に非摂動的な方法を取

り入れることでこれらの問題を解決しようとする試みである。それは、特

定の背景時空を伝播する粒子描像そもそもを捨ててしまうことである。

方法論としての大きな進歩は 1980年代後半に成された。重力場の経路

積分が厳密に実行され、共形場理論 (conformal field theory, CFT)として

2次元量子重力理論が構成された。1970年代から 1980年代にかけて研究

された従来の量子重力理論との大きな違いは、経路積分測度からの寄与

を正しく取り入れて、重力場の共形モードを非摂動的に取り扱ったこと

である。

この方法を 4次元に応用して新しいくりこみ可能な量子重力理論が定

式化された。距離を支配する共形モードは 2次元量子重力のときと同様に

非摂動的に量子化することで背景時空独立性の一部を共形不変性として

実現した。一方、4次元では無視できない重力場のトレースレステンソル

モードのダイナミクスは高階微分のWeyl作用を加えて摂動論的に定式化

した。その結合定数が無次元になることから理論はくりこみ可能になる。

Einstein重力を基礎とした従来の場の量子論は通常 Planckスケールを

紫外カットオフとみなしている。そのため、特異点や紫外発散の問題を実

質的に避けている。一方、この新しいくりこみ可能な量子重力は結合定数

が漸近自由性を示すことから、非可換ゲージ場理論のように紫外カット

オフは必要なく、Planckスケールを越えた世界を記述することができる。

漸近自由性は、量子色力学 (QCD)におけるΛQCDのように、新しい力

学的エネルギースケールΛQGが存在することを示唆している。これはく

りこみ可能な理論の特徴でストリング理論のような明白に有限な理論に
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は存在しないスケールである。また、有効作用が非局所的になることも特

徴で、この点も局所的な有効理論を与える明白に有限な理論とは異なる。

エネルギースケールΛQGより十分に高いエネルギー領域ではトレース

レステンソルモードの寄与が小さくなり、量子重力は共形モードのゆら

ぎが支配的な 4次元共形場理論として記述される。このことはトレース

レステンソルモードを摂動論的に扱うことを正当化するとともに、重力

の量子論として次のような物理的意味をもつ：

• 一つは特異点の解消である。漸近自由性は高エネルギーでRiemann

曲率を含むWeyl曲率テンソルが消えることを意味する。そのため、

特異点のような曲率が発散する時空配置は量子論的に排除される。

共形不変性の実現からも、特異点のような特別な点の存在は否定さ

れる。また、情報喪失パラドクスのような非摂動的なユニタリ性の

問題を議論することが可能になる。

• もう一つは力学的エネルギースケールの存在によって示唆される時
空の相転移である。重力場の量子相関がそのスケールで急激に短距

離になりコヒーレンスを失って、量子的な時空から古典的な現在の

時空に移行すると考えることができる。

これらの優れた性質をもとに量子重力のダイナミクスのみを用いて宇

宙進化のモデルを作ることができる。理論に固有な三つの重力的スケール

の大小をPlanck質量、漸近自由性に由来する力学的スケール、宇宙項の

順に選ぶと、現在までの宇宙の重力的な進化はこれらのスケールによって

区切られた四つの時代に分けることができる。Planckスケールを越えた

領域は共形モードの量子ゆらぎが優勢な共形不変な時空の時代である。共

形不変性がPlanckスケールで破れ始め第二のインフレーション時代に移

り、力学的スケールで長距離の相関が失われて第三の古典的なFriedmann

時空に相転移する。そして現在は宇宙項の寄与が無視できない第四の de

Sitter時空の時代と考えることができる。

量子重力に基づく初期宇宙論の優れた点は、通常用いられるスカラー

(inflaton)場のような未知な自由度を導入することなく、重力場のダイナ



10 第 1章 はじめに

ミクスだけでインフレーションを誘起させることが出来ることである。ま

た、Friedmann時空に転移する際に高階微分重力場作用に含まれる余分

な自由度が物質に転化することでビックバンを説明することができる。さ

らに、構造形成のために必要な原始ゆらぎの起源は共形場理論から予言

されるスケール不変なスペクトルとして与えられる。このように既知の

場である重力場のみを用いて、最小限の自由度でもって観測と良く合う

宇宙の発展モデルを構築することができる。

本書の内容は付録 Fの著作をまとめたものである。
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第2章 量子重力の基本構造

量子重力の作用を決めるために、次の三つの基本条件を課す:

• 一般座標不変性/背景時空独立性

• 有限性

• 4次元時空

最初に挙げた一般座標不変性は Einstein重力理論の基本原理の一つであ

り、この対称性が量子論でも成り立つと考える。重力の量子論は計量場

の経路積分として定義されるので、一般座標不変性は厳密には背景時空

独立性として表される。

物理的に意味のある量は有限でなければならない。二番目の条件は量

子重力ではくりこみ可能性のことを指すとともに、時空に特異点が存在

しないことも意味している。また、いくつかの高次元時空のモデルが提

案されているが、4次元時空は知られている量子場のくりこみ可能性を保

障する次元であり、観測からも余剰次元の存在を示唆する事実もないこ

とから、時空は 4次元とする1。

この章の目的は量子重力の作用を定義して、その基本的な構造につい

て大まかに説明することである。この章を読んだ後、第 7章の量子重力

的宇宙論に進むこともできる。

1最近の実験によって Einstein 理論に宇宙項を加える必要があることが確かめられ
た。これは、ニュートリノの質量と同様に、対称性によって否定されない項は存在する
ことを示唆している。量子重力の作用を決めるに当たって、上記の三つの条件から排除
されない項はすべて考えることにする。
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2.1 くりこみ可能な量子重力の作用

量子重力は一般座標不変な無次元の作用 Iによる重み eiIを計量場につ

いて経路積分することで定義される。本書で議論するくりこみ可能な重

力の量子論は

I =
∫
d4x

√
−g

{
− 1

t2
C2
µνλσ − bG4 +

1

h̄

(
1

16πG
R− Λ + LM

)}
(2.1.1)

で定義される。定数GとΛはそれぞれNewton定数と宇宙項を表す。h̄は

換算 Planck定数で、光速 cは 1としている。最初の二項は量子重力のダ

イナミクスを決める共形不変な作用である。以下で述べるように、R2項

がないことがこの理論の本質である。

最初の項を決めるWeyl曲率テンソルCµνλσは 4次元では

Cµνλσ = Rµνλσ − gµ[λRσ]ν + gν[λRσ]µ +
1

3
gµ[λgσ]νR (2.1.2)

と定義される。ここで、反対称積は a[µbν] = (aµbν − aνbµ)/2と規格化し

ている。作用の中のWeylテンソルの 2乗は

C2
µνλσ = R2

µνλσ − 2R2
µν +

1

3
R2 (2.1.3)

と書ける。Weylテンソルは重力場のトレースレステンソルモードの場の

強さを表す量で、その結合定数 tは無次元である。

共形不変な作用を与えるもう一つの組み合わせは Euler密度で、

G4 = R2
µνλσ − 4R2

µν +R2 (2.1.4)

と定義される。この作用の前の係数 bはEuler密度に比例した発散を取り

除くために導入された定数である。あとで述べるようにEuler項は運動項

を含まないことから、この定数は独立な結合定数ではなく他の結合定数

を用いて展開される。

重力場は、ゲージ場などとは異なり、無次元の場である。重力場の 4階

微分作用は 4次元では完全に無次元な量になる。そのため、h̄はEinstein

項など二階微分以下の作用の前にのみ現れ、4階微分重力作用の前には現
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れない。このことは、量子重力のダイナミクスを考える上で本質的で、4

階微分重力場作用が純粋に量子論的なダイナミクスを記述することを表

している。

物質場の作用密度は、

LM = −1

2

(
∂µX∂µX +

1

6
RX2

)
− 1

4
Tr

(
F 2
µν

)
+ · · · (2.1.5)

で与えられる。スカラー場Xの作用については重力場が存在する場合の

くりこみ可能性から微分を含む運動項が共形不変なものを考える。質量

項はくりこみ可能性を壊さないが、量子重力が有効な領域では無視して

よいのでここでは考えない。

一般座標不変性は反変ベクトル (contravariant vector)ξµを用いて

δξgµν = gµλ∇νξ
λ + gνλ∇µξ

λ (2.1.6)

と定義される。このとき、スカラー場X及び共変ベクトル (covariant vec-

tor)で定義されるゲージ場Aµは2

δξX = ξλ∇λX, (2.1.7)

δξAµ = ξλ∇λAµ + Aλ∇µξ
λ (2.1.8)

と変換する。

結合定数 tが無次元になることから、この量子重力はくりこみ理論に

必要な条件を満たしている。ただ、それだけではくりこみは保障されな

い。重力場のなかの共形モードを正しく扱う必要がある。通常は共形モー

ドを扱うために運動項として共形不変でないR2作用を導入するが、この

作用には問題がある。歴史的にはR2作用を下にバウンドされた正しい符

号3で加えると漸近自由性を示さないため、正しい摂動論が構成できない

2これらの変換は δξX = ξλ∂λX 及び δξAµ = ξλ∂λAµ + Aλ∂µξλのように共変微分を
普通の微分に置き換えたかたちに書き換えることができる。

3Euclid計量で議論すると分かりすい。重みが e−I となり、正定値性は I > 0と表さ
れる。Weyl作用は Euclid計量では I = (1/t2)

∫ √
gC2

µνλσ となりこの条件を満たして
いる。
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ことが指摘されている。しかし、ここではR2作用が経路積分可能条件を

満たさないことからそもそも禁止されることをみる。

量子重力の有効作用を Γとし、それにWeyl変換 δωgµν = 2ωgµνを施し

て得られる量を一般的に

δωΓ =
∫
d4x

√
−g ω

{
η1R

2
µνλσ + η2R

2
µν + η3R

2 + η4∇2R
}

(2.1.9)

と書くことにする。右辺の括弧内は共形異常 (conformal anomaly)と呼ば

れ、紫外発散にともなって生じる量である。このことから右辺は紫外発

散のくりこみ項 (counterterm)、すなわち裸の作用 (bare action)の形を指

定している。有効作用が存在するための条件は

[δω1 , δω2 ]Γ = 8(η1 + η2 + 3η3) ×
∫
d4x

√
−gRω[1∇2ω2] = 0 (2.1.10)

と表すことができる。この条件はいわゆるWess-Zumino積分可能条件

(Wess-Zumino consistency condition)の一種で、ここでは共形モードにつ

いての経路積分を厳密に実行することが可能であるための条件と考える

ことができる。これより、条件式 η1 + η2 + 3η3 = 0を満たすWeylテン

ソルの自乗とEuler密度の二つの組み合わせが裸の作用として許される。

最後の∇2Rも積分可能であるが作用としては自明である。また、ここで

は右辺に現れる項として 4階微分作用項のみを考えているが、Einstein作

用や宇宙項を加えて同様の議論をするとそれらは自明に積分可能になる

ので作用として加えることことができる。

このように積分可能条件から 4次元の量子重力の作用は決定される。そ

れは共形モードについて経路積分が非摂動的に実行できるための条件で

あり、有効作用が存在するためのくりこみ可能の条件と考えることもで

きる。また、作用にR2項が許されないことからこの項に比例した紫外発

散は禁止される。それは共形モードがくりこみを受けないことを意味し

ていて、共形モードを非摂動的に取り扱うことと合致している。
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2.2 量子化の方法論について

作用 Iから分かるようにPlanckエネルギースケールを越えた領域では

共形不変な 4階微分作用が支配的になる。その領域でWeyl作用の前に現

れる結合定数 tによる展開を考える。それはCµνλσ = 0を満たす共形平坦

(conformal flat)な配置のまわりで摂動展開することを意味する。そこで

共形因子をくくりだして重力場を

gµν = e2φḡµν (2.2.1)

のように分解する。このとき、共形モード φは、共形平坦の条件から何

も制限を受けないので、結合定数を導入せずに非摂動的に取り扱う。一

方、バー付きの計量 ḡµν は tr(h) = hλλ = 0の条件を満たすトレースレス

テンソルモードを用いて

ḡµν = (ĝeth)µν = ĝµλ

(
δλν + thλν +

t2

2
(h2)λν + · · ·

)
(2.2.2)

と展開する。背景場 ĝµνは計算を遂行するために実用目的で導入された非

力学的計量である。hµνの脚の上げ下げはこの背景計量を用いて行う。

この分解のもとで、一般座標変換は共形モードの変換とトレースレス

テンソルモードの変換に完全に分離して、それぞれ

δξφ = ξλ∂λφ+
1

4
∇̂λξ

λ,

δξḡµν = ḡµλ∇̄νξ
λ + ḡνλ∇̄µξ

λ − 1

2
ḡµν∇̂λξ

λ (2.2.3)

で与えられる。ここで、∇̄λξ
λ = ∇̂λξ

λが成り立つことを使っている。さ

らに二番目の式の両辺をトレースレステンソルモードについて展開する

と変換則

δξhµν =
1

t

(
∇̂µξν + ∇̂νξµ −

1

2
ĝµν∇̂λξ

λ
)

+ξλ∇̂λhµν +
1

2
hµλ

(
∇̂νξ

λ − ∇̂λξν
)

+
1

2
hνλ

(
∇̂µξ

λ − ∇̂λξµ
)

+o(tξh2) (2.2.4)
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を得る。このとき座標変換の共変ベクトル (covariant vector)は背景計量

を用いて ξµ = ĝµνξ
νと定義される。

はじめに、トレースレステンソルモードの性質について述べることに

する。結合定数 tのベータ関数 βt = −β0t
3
rを計算すると

β0 =
1

(4π)2

{
1

240
(NX + 3NW + 12NA) +

197

60

}
(2.2.5)

となって βt < 0になることが分かる。このことは、トレースレステンソル

モードが漸近自由性を示すことを意味しており、紫外極限でCµνλσ = 0を

満たす共形平坦な時空のまわりで摂動展開することを正当化している。ま

た、量子色力学 (QCD)との類似から分かるように、新たな力学的スケー

ルの存在を示唆している。そのスケールをΛQGとするとランニング結合

定数は

t̄2r(p) =
1

β0 log(p2/Λ2
QG)

(2.2.6)

と書ける。ここで、pは物理的運動量である4。

漸近自由性は時空の特異点が排除されることを意味する。なぜなら、短

距離になるとRiemann曲率を含むWeyl曲率テンソルがゼロになること

を意味しているので、Schwarzschild解のようなRiemann曲率が発散する

時空は量子論的に排除される。

この漸近自由性は自由場の存在を意味するものでないことに注意しな

ければならない。トレースレステンソルモードのゆらぎは小さくなるが、

距離を支配する共形モードのゆらぎは大きく非摂動的なままである。それ

は共形不変な時空が高エネルギー領域で実現することを表している。第

3、4、5章で詳しく述べるように、この共形不変性は理論が背景計量 ĝµν

の選び方によらないことを意味する背景時空独立性を実現したもので、量

子論的な一般座標不変性と同等である5。

このような共形モードのダイナミクスは経路積分測度から誘導される。

一般座標不変な gµνの測度を非力学的な背景時空 ĝµν上で定義された実用
4物理的の詳しい意味は第六章の有効作用の節で述べる。
5トレースレステンソルモードは摂動的に扱っているのでこのモードについては背景

時空独立とはいえないが、それが重要でないことは漸近自由性によって保障される
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的な測度に書き換える際に、一般座標不変性を保障するヤコビアンとし

て共形モードの運動項や相互作用項が現れる。このため、経路積分は

Z =
∫

[dgdAdX ]g
Vol(diff.)

exp{iI(A,X, g)}

=
∫

[dφdhdAdX ]ĝ
Vol(diff.)

exp {iS(φ, ḡ) + iI(A,X, g)} (2.2.7)

と書き換えることができる。作用 Sが測度から誘導されたWess-Zumino

作用と呼ばれる量で、共形異常を積分して得られる量である。結合定数 t

のゼロ次から現れてそれが共形モードの運動項になる。この最低次の作

用のことを特にRiegert作用と呼ぶ。Wess-Zumino作用の具体的な形及び

その非摂動的な取り扱いについては第 4章と第 5章で述べる。

量子重力に現れる共形異常は結合定数に依存する部分と依存しない部

分に分けて考える必要がある。先にも述べたように、結合定数 tによらな

い最低次の共形異常 (Riegert作用)はむしろその名に反して共形不変性を

保障するために現れる。一方、結合定数に依存した共形異常は通常の共

形不変性の破れを表す量で、その係数はベータ関数で与えられる。この

ように、tの高次の摂動項は t = 0で与えられる共形場理論からのズレの

度合いを表している。

最後に注意すべき点として、量子重力あるいは重力と結合した量子場

理論には必ず共形異常が現れるが、第 6章で議論するように、これは一

般座標不変性を保障するために必要な項であって、ゲージ理論に於ける

「量子異常」とは区別して考えなければならない。6

2.3 漸近自由性の意味

すでに述べたように、漸近自由性が示唆することをまとめると

• 特異点の解消

6また、Adler-Bardeen定理のような 1ループ計算が厳密になるという定理も共形異
常には存在しない。
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• 共形不変な時空の実現

• 時空の相転移

の三点になる。ここでは、その物理的な意義についてさらに考察する。

最後の項目は力学的エネルギースケールの存在によって示唆される。初

期宇宙の時間発展は共形不変性が破れていく過程として表され、スケー

ルのない世界からスケールのある世界への転移としてビッグバンを説明

することが出来る。それについては第 7章で詳しく述べる。

高階微分作用はユニタリ性にとって好ましくない負計量のモードを含ん

でいる。一方、そのモードが存在することで共形不変性が保障され、情報

喪失パラドクスのような重力のユニタリ性問題の元凶である特異点を排

除することができる。第 5章で詳しく議論するように、Wheeler-DeWitt

拘束条件の実現である共形代数が量子論的に閉じた代数を成すためには

このモードが必要である。

負計量のモードが寄与する世界は時空が大きくゆらいだ距離の概念の

存在しない世界である。このような世界では粒子を定義するいわゆる漸

近場が存在せず、伝統的なS行列はもはや物理量として適切ではない。こ

れがQCDなどの通常の漸近自由性とは異なる点である。量子重力の物理

状態は共形代数によって決まる共形場 (conformal field)として与えられ、

物理量はそれらの相関関数である。その際、共形変換によって正計量と

不計量のモードが混じり合うため、物理状態として負計量のモードが単

独で現れないことが示せる。

このことは重力場が無次元の場であることと関係している。量子効果

で現れるWess-Zumino作用だけでなく、(2.1.1)式で与えたようにWeyl

作用やEuler項も、4階微分重力作用はすべて 4次元では完全に無次元な

量になる。古典極限 h̄ → 0で優勢になる作用は次元を持つ 2階微分作用

であって、4階微分重力作用はすべて純粋に量子論的な量である。このこ

とは、負計量のモードは仮想的な量子状態としてのみ存在して、古典極

限では粒子として現れないことを示唆している。Minkowski時空で定義

される通常の漸近場を与えるためには共形不変性が破れて Einstein作用
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が優勢になるエネルギー領域まで下がらなければならない。

くりこみ理論として見たとき、このことは量子重力のループ補正が通

常の h̄展開とは異なっていることを示している。物質場のループは通常

のループ展開に従うが、重力場のループは h̄によらないためループの数

と h̄の次数は無関係になる。以下では h̄ = 1とする。

最後に、1970年代に研究された初期の高階微分量子重力モデルでなさ

れたユニタリ性の議論との関係について述べる。結合定数が大きくなり、

共形不変性が破れはじめる力学的エネルギー付近では、共形モードのゆ

らぎが小さくなって古典的な粒子描像が有効になってくると考えられる。

そのとき、量子補正を含むトレースレステンソルモードの伝播関数は漸

近自由性から

1

p2M(p2)
, M(p2) = M2

P + 4β0p
2 log

(
p2

Λ2
QG

)
(2.3.1)

のように振舞うことが分かる。ここで、MP = 1/
√

8πGは換算Planck質

量 (reduced Planck mass)である。実数の極 1/p2は正計量のモードでい

わゆる重力子 (graviton)を表している。他方、負計量のモードに相当す

る 1/M(p2)は漸近自由性 (β0 > 0)の帰結として実数の極を持たないこと

から現実の世界に現れないことが分かる。このアイデアはLeeとWickに

よって議論され、後にTomboulisによって量子重力に適用された。

このアイデアはいまでも現実の世界との接点を考える際に有効である。

ただ、当時は共形モードの運動項としてR2作用を導入して、共形モード

も摂動的に扱っていたため、漸近自由性はQCDのときのように高エネル

ギー極限でMinkowski時空が現れることを意味していた。そのため、結

合定数が消える極限でゲージ不変な漸近場として負計量のモードが単独

に現れることを排除することができなかった。一方、本書で議論する量

子重力は一般座標不変性の一部として共形不変性をもち、それが正計量

と負計量のモードを混ぜるために負計量が単独でゲージ不変にならない

ように定式化されている。
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第3章 二次元量子重力

4次元量子重力の物理状態を記述する前に、演習問題として 2次元量子

重力について議論する。2次元量子重力には厳密解が存在してその性質

が良く調べられている。例えば N. Seiberg, Note on Quantum Liouville

Theory and Quantum Gravity, Prog. Theor. Phys. Suppl. 102 (1990)

319 を参照。

3.1 Liouville作用とその量子化

重力場 gµν を (2.2.1)式のように共形モード φとトレースレステンソル

モード hµνに分解する。二次元ではダイナミクスがなく結合定数 tは必要

ないのでそれを 1と置く。

トレースレステンソルモードの自由度が次元と同じ 2なので、二つの

ゲージ自由度 ξµを使って

hµν = 0 (3.1.1)

の共形ゲージ (conformal gauge)を取ることができる。このゲージのもと

で計量場の経路積分を実行して得られる 2次元量子重力のことを、その

作用の形からしばしば Liouville量子重力と呼び、共形モード場 φのこと

を Liouville場と呼ぶ。この節ではこの理論について議論する。

共形ゲージでの 2次元量子重力の分配関数は

Z =
∫

[dφdbdcdf ]ĝ exp {iSL(φ, ĝ) + iIM(f, g) + iIgh(b, c, g)} (3.1.2)

で与えられる。ここで、fは共形不変な物質場で、IMはその一般座標不変

な作用を表す。SLは Liouville作用と呼ばれる共形異常に関係したWess-



22 第 3章 二次元量子重力

Zumino作用で、一般座標不変な測度を実用的な背景時空上の測度に書き

換えた際に出てくるヤコビアンである1。

Liouville作用は共形異常を共形モードについて積分して得られる。な

ぜなら、共形異常は有効作用を共形変換して定義される量 (すなわちスト

レステンソルのトレース)なので、それを共形モードで積分することは逆

変換して元の作用を求めることに相当する2。二次元では共形異常はスカ

ラー曲率Rに比例することから

SL(φ, ĝ) = − bL
4π

∫
d2x

∫ φ

0
dφ

√−gR

= − bL
4π

∫
d2x

√
−ĝ

(
φ∆̂2φ+ R̂φ

)
(3.1.3)

となる。ここで、∆2 = −∇2は二次元で共形不変な微分作用素である。二

番目の等式は
√
−gR =

√
−ĝ(2∆̂2φ+ R̂) (3.1.4)

を使うとすぐに導くことができる。定義によりこの作用を共形変換する

と共形異常 (−bL/4π)δφRが出てくる。

Ighはゲージ固定に伴う共形不変な bcゴースト作用である。共形ゲージ

固定 (3.1.1)での 2次元トレースレステンソルモードの変換規則は

δξhµν = ∇̂µξν + ∇̂νξµ − ĝµν∇̂λξλ (3.1.5)

で与えられる。これより、通常のゲージ固定の処方箋に従ってゲージ変

数 ξµをゴースト cµに置き換え、反ゴースト場 bµνを導入すると、ゴース

トの作用

Igh =
∫
d2x

√
−ĝbµνδchµν =

∫
d2x

√
−ĝbµν∇̂µcν (3.1.6)

が得られる。ここで、反ゴーストは自由度が 2になる対称トレースレス

場である。

1正確には Liouville作用は宇宙項である Liouvilleポテンシャル項を含む。
2一般座標不変な有効作用と Liouville作用は共形モードに依存しない非局所項だけ

異なる。有効作用は Polyakov作用として知られている。
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共形異常の係数は物質場のVirasoro代数の中心電荷 (central charge)を

cMとして

bL = −cM − 25

6
(3.1.7)

と計算される。cMは大雑把にいって物質の自由度を表すパラメータで、

スカラー場だと cM = 1になる。cM < 1は Ising模型 (cM = 1/2)のような

各点での自由度が有限に制限された物質場を考えることに相当する。その

他の場の bLへの寄与の内訳は分子の−25の内−26が bcゴースト場から

の寄与で 1が Liouville場 φからの寄与である。以下では物質場が cM ≤ 1

の共形場理論 (CFT)として書ける場合を考える。このとき、bLは正の量

である。

Liouville作用の定義式で積分領域を (0, ω)と (ω, φ)に分割するとすぐ

分かるように、この作用はWess-Zumino条件

SL(φ, ĝ) = SL(φ− ω, e2ωĝ) + SL(ω, ĝ) (3.1.8)

をみたすことが分かる。この式を使って分配関数が背景時空 ĝµνのWeyl

変換のもとで不変であることを

Z(e2ωĝ) =
∫

[dφdbdcdf ]e2ωĝ exp
{
iSL(φ, e2ωĝ) + iIM + iIgh

}

=
∫

[dφdbdcdf ]ĝ exp {iSL(ω, ĝ)} exp
{
iSL(φ, e2ωĝ) + iIM + iIgh

}

=
∫

[dφdbdcdf ]ĝ exp
{
iSL(ω, ĝ) + iSL(φ− ω, e2ωĝ) + iIM + iIgh

}
= Z(ĝ) (3.1.9)

のように示すことができる。最初の等式では物質場とゴーストの作用が

共形不変であることを使っている。測度の中の ω依存をヤコビアンとし

て Liouville作用で書き換えると二番目の等式が得られる。三番目の等式

は共形モード場を φ→ φ− ωと変換することで得られる。その際、背景

時空上で定義された測度 [dφ]ḡはこのシフト変換に対して不変であること

に注意しなければならない。最後の等式はWess-Zumino関係式 (3.1.8)を

使うことで得られる。
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共形不変性を示す際に Liouville場の測度が重要な役割を果たしたこと

からも分かるように、この不変性は重力場を積分して得られる量子重力

に固有のものであり、いわゆる背景時空独立性の実現である。

この 2次元量子重力を正準量子化する。量子化は背景時空上の作用

I2DQG = SL + IM + Igh (3.1.10)

を古典的な作用とみなして行われる。ここでは、各場を座標 xµ = (η, σ)、

0 < σ < 2πで表されるR × S1のシリンダー背景時空上で展開すること

にする。このとき、Liouville場は

φ(η, σ) =
1√
2bL

{
q̂ + 2ηp̂+

∑
n�=0

i

n

(
α+
n e

−in(η+σ) + α−
n e

−in(η−σ)
)}

(3.1.11)

と展開される。φが実数の場であることからエルミート共役はα±†
n = α±

−n
で与えられ、交換関係は

[q̂, p̂] = i, [α±
n , α

±
m] = nδn+m,0, [α±

n , α
∓
m] = 0 (3.1.12)

となる。

3.2 Virasoro代数と物理的状態

共形ゲージ固定した後の残りのゲージ自由度 (residual gauge degrees of

freedom)はトレースレスモードの変換性より、共形Killing方程式 (con-

formal Killing equation)

∂µζν + ∂νζµ − ηµν∂
λζλ = 0 (3.2.1)

を満たす共形Killingベクトルで与えられる。すなわち、ξ = ζと置くと

δζhµν = 0となってゲージ条件が保存される。この残りのゲージ自由度 ζµ

を使って共形代数の生成子は

Lζ =
∫
S1
dσζµ : T̂µ0 : (3.2.2)
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と表される。ここで、記号 : :は正規順序付け (normal ordering)を表す。

ストレステンソルは背景時空による作用の変分を用いて

T̂ µν =
2√
−ĝ

δI2DQG

δĝµν
(3.2.3)

と定義され、トレースレスの条件 T̂ λλ = 0を満たしている。このとき、

T̂µν = ĝµλĝνσT̂
λσである。共形Killing方程式とストレステンソルの保存

式を使うと生成子の時間微分はストレステンソルのトレースに比例して

ゼロなることから Lζ は保存する。

Liouville作用のストレステンソルは

T̂ φµν =
bL
2π

{
∂µφ∂νφ− 1

2
ηµν∂

λφ∂λφ+
(
ηµν∂

λ∂λ − ∂µ∂ν
)
φ

}
(3.2.4)

で与えられる。最初の 2項は通常の 2次元スカラー場のストレステンソ

ルである。最後の項は R̂φ項を変分することで得られる Liouville理論に

固有な項である。そのトレースは Liouville場の運動方程式に比例してゼ

ロになる。

二次元では共形Killingベクトルは無限個存在して、nを整数とすると

ζµは (ein(η+σ)/2, ein(η+σ)/2)と (ein(η−σ)/2,−ein(η−σ)/2)で与えられる。こ

れを代入するといわゆるVirasoro生成子

Lφ±n = einη
∫ 2π

0
dσe±inσ

1

2
: (T̂ φ00 ± T̂ φ01) : +

bL
4
δn,0

=
1

2

∑
m∈Z

: α±
mα

±
n−m : +i

√
bL
2
nα±

n +
bL
4
δn,0 (3.2.5)

が得られる。ここで、α±
0 = p̂である。生成子は実数条件L±†

n = L±
−nを満

たす。Virasoro生成子の最後の項 (bL/4)δn,0は、以下で説明するように、

座標の選び方、ここではR × S1、によって決まるカシミア (Casimir)効

果で、

Hφ = Lφ+
0 + Lφ−0 = p̂2 +

bL
2

+
∞∑
n=1

{
α+†
n α+

n + α−†
n α−

n

}
(3.2.6)

のようにハミルトニアンを bL/2だけシフトさせる。このエネルギーシフ

トは共形代数が量子論的に閉じるために必要な項でる。
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シリンダー背景時空上では L±
0 は右巻き/左巻きの共形次元 (conformal

weight)を数えるディラテーション (dilatation)演算子に相当し、ハミル

トニアンH = L+
0 + L−

0 は左右の共形次元の和を数える演算子になる。

物質場とゴースト場のVirasoro生成子 LM±
n と Lgh±

n を加えた Virasoro

生成子 L±
n はVirasoro代数と呼ばれる共形代数

[
L±
n , L

±
m

]
= (n−m)L±

n+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0 (3.2.7)

及び [L+
n , L

−
m] = 0を満たす。cは中心電荷 (central charge)と呼ばれる定

数である。非ゼロならば共形不変性が破れている (量子異常がある)こと

を表す。二次元量子重力ではすべての場からの寄与を足し合わせると

c = 1 + 6bL + cM − 26 = 0 (3.2.8)

となって量子論的に共形不変になる。ここで、cMと−26はそれぞれ物質

場と bcゴースト場からの寄与である。1 + 6bLは Liouville場からの寄与

で、その内 1は Liouville場がスカラー的ボゾン場であることからくる。

6bLは Liouville作用が共形不変でない R̂φ項をもつことに由来している。

中心電荷が消える条件は一般座標不変性が量子論的に成り立つことを表

している。

ここで先に述べたカシミア効果について説明すことにする。一般にシ

リンダーの円周の長さを Lとすると、中心電荷 cの量子的カシミア効果

はエネルギーシフトE0 = −cπ/6Lを与える。物質場やゴースト場はそれ
ぞれ cが cMと −26のシフトを出すが、Liouville場は実スカラー場とし

ての c = 1に相当するエネルギーシフトしか出さない。したがって量子

的カシミア効果は E0 = −(1 + cM − 26)π/6L = πbL/Lとなる。ここで、

(3.2.8)式を使った。L = 2πと置くと先のエネルギーシフト bL/2を得る。

このシフトは I2DQGを古典的作用とみなしたとき、R̂φ項に由来した古典

的カシミア効果が現れたと見ることができる。

次に 2次元量子重力の物理状態について議論する。ここでは簡単のた

めゴースト場の寄与は積分されたものとして考えないことにして、以下

では生成子を L±
n = Lφ±n + LM±

n として議論する。このとき共形不変な真
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空は n ≥ −1のVirasoro生成子に対して L±
n |Ω〉 = 0を満たす状態として

定義され、

|Ω〉 = e−bLφ0 |0〉 (3.2.9)

で与えられる。ここで、|0〉は通常のFock真空で、すべての消滅演算子に

対して消える状態である。φ0 = q̂/
√

2bLは共形モード場のゼロモードで、

指数関数因子は Liouville作用の背景電荷を表す R̂φ項に由来している。

背景電荷は Euclid化した経路積分を考えると分かりやすい。ゼロモー

ドに関係した部分だけを抜き出すと経路積分の重みは exp (−bLχφ0)とな

る。ここで、χは Euler数である。物理状態のトポロジーは χ = 1の円

盤 (disk)で表されるので (二枚の円盤を張り合わせると内積になる)、何

もない状態に e−bLφ0が現れることが分かる。

物理状態は共形不変な真空に生成演算子を作用させて、

|phys〉 = O(α±†
n , · · ·)|Ω〉 (3.2.10)

のように構成される。演算子Oは物理状態条件

(H − 2)|phys〉 = 0, L±
n |phys〉 = 0 (n ≥ 1) (3.2.11)

を満たすものと定義される。これは量子論的一般座標不変性を保障する

Wheeler-DeWitt拘束条件に他ならない。ここでは生成子の中のゴースト

場の寄与は積分されたものと考えているので、ハミルトニアン条件の中

に−2が現れる。この 2は時空の次元で、これは演算子の時空積分
∫
d2xO

が一般座標不変な関数になることを意味している3。

物理状態として、簡単のため、CFTとして記述される物質場のプライ

マリー場 (primary field)が量子重力の補正を受ける場合を考える。左右

の共形次元が同じ hを持つ実プライマリー場は物質場のVirasoro生成子

を用いて LM±
0 |h〉 = h|h〉と LM±

n |h〉 = 0 (n ≥ 1)と定義される。物質場の

状態をプライマリー場の生成演算子を用いて |h〉 = Φ†
h|0〉と表すと、量子

3ゴースト場が非自明に寄与する二次元量子重力に固有なW∞ 対称性と関係する物
理状態も存在するが、特殊な次元を持った状態なのでここでは議論しない。
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重力補正を受けた物理状態 (gravitationally dressed state)は

eγhφ0Φ†
h|Ω〉 (3.2.12)

で与えられる。ここで、γhはハミルトニアン条件によって決まる定数で、

それは−(γh − bL)2/2bL + bL/2 + 2h = 2と表される。これより、

γh = bL

⎛
⎝1 −

√
1 − 4 − 4h

bL

⎞
⎠ (3.2.13)

を得る。ここで、二つある解の内、古典極限 bL → ∞で正準値 2 − 2hに

近づく方を選んでいる。物質場を含まない恒等演算子 (h = 0)の状態は

宇宙項に相当する。各状態に対して共形場 (conformal field)が対応して、

それを eγhφΦh(η, σ)と書くと、状態は極限 limη→i∞ e−2iηeγhφΦh(η, σ)|Ω〉で
与えられる。

量子重力の補正因子 eγhφ0はLiouville場のゼロモード演算子 p̂の固有値

pが虚数で与えられることを意味している。もしこのゼロモードが実数な

らば
∫
dφ0e

ipφ0eip
′φ0 = δ(p + p′)のようにデルタ関数規格化することが出

来るが、量子重力の状態はこのように単純に規格化することができない。

それは、対応する一般座標不変な演算子の 2点相関関数が自由場表示で

は発散して規格化できないことを表している。相関関数を有限にするた

めには相互作用として宇宙項を加えて解かなければならない。

このようにまったくスケールのない世界では相関関数を定義すること

ができない。ここで重要なことはスケール (ここでは宇宙定数)の依存性

がべき的な振る舞い (power-law behavior)を示すことである。そして、そ

れは宇宙定数の負のべきにもなることである。

相関関数を求めるのは大変であるが、2次元量子重力では解析接続の方

法4や行列模型を用いた計算などがある。ここでは、スケール変換の下で

の演算子の振る舞いから、物理的な相関関数の振る舞いを規定する共形

場のスケーリング次元 (scaling dimension)を計算することにする。ゼロ

モード γhをもつ共形場Ohを考え、スケーリング次元を∆hとすると、そ

4M. Goulian and M. Li, Phys. Rev. Lett. 66 (1991) 2051.
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のWeylスケール変換は

d2xOh → ω2−∆hd2xOh (3.2.14)

と表される。ここで、距離の基準となる時空の計量を表す宇宙項のスケー

リング次元∆0をゼロとすると、Weylスケール変換は Liouville場のゼロ

モードのシフト φ0 → φ0 + (2/γ0) logω として表される。共形場 Oh は

ゼロモード因子 eγhφ0 を持つことから、このシフト変換の下で d2xOh →
ω2γh/γ0d2xOhと変換する。これより、共形次元 2hの実プライマリー物質

場が量子重力補正を受けたときのスケーリング次元は

∆h = 2 − 2
γh
γ0

(3.2.15)

と求まる。共形場 (h > 0)は 2次元のスケーリング次元の正定値条件

∆h > 0を満たしている5。

5一般の次元Dでは∆h > D/2 − 1である。
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第4章 重力場の量子化

Planck質量を越えたエネルギー領域では、重力場のなかの共形モード

の量子的ゆらぎが大きくなって共形不変な時空が現れる。それは距離の

概念が失われたいわゆる背景時空独立な世界の実現である。そのような

時空は 2次元のときと同様に非摂動的量子場理論の代表格である共形場

理論として記述される。この章ではPlanck質量が無視できる領域で 4次

元重力場の正準量子化を行う。続く第 5章で共形不変性について詳しく

議論する。

4.1 Riegert-Wess-Zumino作用

4次元では共形異常が二通りあることからWess-Zumino作用にも二つ

の系列がある。Weyl作用に関係するものと Euler密度に関係するもので

ある。前者はベータ関数と関係した作用で、くりこみを実行したときに現

れる力学的スケールによる共形不変性の破れと関係している。このWess-

Zumino作用は φnC̄2
µνλσ (n ≥ 1)の形をしていて、結合定数 tの 2次から

現れる。この作用については次のくりこみの章で議論する。

Euler密度に関係するWess-Zumino作用は結合定数の最低次で現れ、共

形モードのダイナミクスを記述する運動項を含んでいる。次章でより系

統的な導出を行うが、ここでは 2次元量子重力の類似からその作用を決

める。

2次元ではEuler密度はスカラー曲率で与えられ、(3.1.4)式を満たすこ

とが知られている。対応する 4次元のEuler密度は、通常のEuler密度に
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全微分項を加えた

E4 = G4 −
2

3
∇2R (4.1.1)

で与えられる。時空で積分すると通常の 4次元Euler数に比例する。この

拡張された Euler密度E4は 2次元の関係式 (3.1.4)と類似した

√
−gE4 =

√
−ḡ(4∆̄4φ+ Ē4) (4.1.2)

を満たす。ここで、
√−g∆4はスカラー場に対して共形不変な 4階微分演

算子で、

∆4 = ∇4 + 2Rµν∇µ∇ν −
2

3
R∇2 +

1

3
∇µR∇µ (4.1.3)

で与えられる。この微分演算子は自己随伴 (self-adjoint)条件
∫
d4x

√
−gA∆4B =

∫
d4x

√
−g(∆4A)B (4.1.4)

を満たす。

最低次でのWess-Zumino作用は局所Riegert作用と呼ばれ、

SR(φ, ḡ) = − b1
(4π)2

∫
d4x

∫ φ

0
dφ

√
−gE4

= − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−ḡ

(
2φ∆̄4φ+ Ē4φ

)
(4.1.5)

で与えられる。共形モード場についての積分は関係式 (4.1.2)を用いると容

易に実行することができる。また積分の定義からSLと同じWess-Zumino

条件

SR(φ, ĝ) = SR(φ− ω, e2ωĝ) + SR(ω, ĝ) (4.1.6)

を満たすことが分かる。

Riegert作用の前の係数 b1は結合定数 tによらない最低次の共形異常の

値で、

b1 =
1

360

(
NX +

11

2
NW + 62NA

)
+

769

180
(4.1.7)

と計算されている。ここで、NX、NW、NA はそれぞれ共形不変なスカ

ラー場、Weylフェルミオン、ゲージ場の数を表す。最後の定数は重力場
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からの寄与で、内訳は 87/20がトレースレステンソルモード、−7/90が

共形モードからの量子効果を表す。

高次の量子補正では φn∆̄4φ (n ≥ 2)の相互作用も誘導される。それに

ついては、次のくりこみ理論の章で議論する。

以下では、結合定数 tが消える極限のみを考える。2次元量子重力のと

きと同様に、実用的な背景時空 ĝµν上で定義された 4次元量子重力の作用

I4DQG = SR(φ, ĝ) + I(X,A, g)|t→0 (4.1.8)

の量子化を議論する。このとき作用 Iに含まれるWeyl作用は、t2で割っ

て定義されていることから、hµν の二次の運動項のみが残る。また、こ

の極限では計量 ḡµνは背景時空 ĝµνとなるので、トレースレステンソル場

とその他の場との相互作用項は消える。また、この章では次元を持った

Planck質量や宇宙項、物質場の質量項などは無視して量子化する。

共形不変な物質場作用について 共形不変性をもつ物質場の作用は共形

モード φによらない形に書き換えることができる。共形モード依存性を

取り除くことで量子化が容易になる。ここでは、スカラー場とゲージ場

について議論する。

重力場と共形不変に結合したスカラー場は場の再定義、X → e−φX、

を行うと作用から共形モード依存性を取り除くことができて、

IX = −1

2

∫
d4x

√−ḡ
(
ḡµν∂µX∂µX +

1

6
R̄X2

)
(4.1.9)

と書くことができる。このとき、一般座標変換は共形モードの変化分を

補うために

δξX = ξλ∇̄λX +
1

4
X∇̄λξ

λ = ξλ∂λX +
1

4
X∇̂λξ

λ (4.1.10)

と変更される。

ゲージ場の作用は、共変ベクトルで定義されるゲージ場 Aµを変更す

ることなしに共形モード依存性を取り除くことができる。ここではU(1)
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ゲージ場を考えることにすると、作用は

IA = −1

4

∫
d4x

√−ḡḡµλḡνσFµνFλσ (4.1.11)

と書き換えることができる。ここで、場の強さはFµν = ∇̄µAν −∇̄νAµ =

∂µAν − ∂νAµで与えられる。このとき一般座標変換は

δξAµ = ξλ∇̄λAµ + Aλ∇̄µξ
λ = ξλ∂λAµ + Aλ∂µξ

λ (4.1.12)

となる。また、反変ベクトルゲージ場の変換は δξḡ
µν = −ḡµλḡνσδξḡλσを

用いて δξA
µ = δξ(ḡ

µνAν)と表される。この章では物質場についてはこれ

らの作用と変換則を用いて一般座標不変性を議論する。

4.2 一般座標不変性としての共形不変性

結合定数が消える極限では理論が持つ一般座標不変性は二つの型に分

けることができる。一つはWeyl作用のゲージ変換である。ゲージ変数と

して κµ = ξµ/tを導入して κµを有限に保ちながら t→ 0の極限をとると、

変換則 (2.2.4)よりトレースレステンソルモードの一般座標変換は、

δκhµν = ∇̂µκν + ∇̂νκµ −
1

2
ĝµν∇̂λκ

λ (4.2.1)

となる。一方で、共形モード場及び物質場は κµを用いると tのオーダー

になるため、δκφ = δκX = δκAµ = 0のように変換しない。

この変換は U(1)ゲージ場のゲージ変換

δλAµ = ∇̂µλ (4.2.2)

と類似している。以下の議論では、ゲージ自由度 κµと λはそれぞれWeyl

作用とゲージ場の作用をゲージ固定するために使う。

結合定数が消える極限では、次のような特別な一般座標変換のもとで

理論は不変になる。共形Killing方程式

∇̂µζν + ∇̂νζµ −
1

2
ĝµν∇̂λζ

λ = 0 (4.2.3)
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を満たす共形Killingベクトル ζµを導入してゲージ変数を ξµ = ζµと置く

と、トレースレステンソルモードの変換は最低次の項が消えるため

δζhµν = ζλ∇̂λhµν +
1

2
hµλ

(
∇̂νζ

λ − ∇̂λζν
)

+
1

2
hνλ

(
∇̂µζ

λ − ∇̂λζµ
)

(4.2.4)

となる。Weyl作用の運動項はこのゲージ変換の下で不変になる。なぜな

ら、本来この変換項まで不変になるためには 3次の相互作用項を考慮に

いれる必要があるが、いま変換の最低次の項が存在しないため相殺する

相互作用項からの寄与がなく、運動項はこの変換だけで不変になる。同

様にして、物質場の変換則は

δζX = ζλ∇̂λX +
1

4
X∇̂λζ

λ (4.2.5)

と

δζAµ = ζν∇̂νAµ + Aν∇̂µζ
ν (4.2.6)

で与えられる。トレースレステンソルモードの変換の最低次の項が消え

ているので、このモードとの相互作用がなくても運動項単独で不変にな

る。ここで、背景時空は変化しないので、背景時空上の場の理論として

見たときこの変換は共形変換とみなすことができる。

スカラー場の場合を例として具体的に不変性を見てみる。ここでは簡

単な平坦背景時空 ĝµν = ηµν を考えることにする。変数 ζµが共形Killing

方程式を満たすことを用いると、スカラー場の作用は

δζIX = −
∫
d4x∂µX∂µ

(
ζλ∂λX +

1

4
∂λζ

λX
)

=
∫
d4x

{
−1

4

(
3∂ηζ0 + ∂iζ

i
)
∂ηX∂ηX + (∂ηζi + ∂iζ0) ∂ηX∂

iX

+
[
−∂iζj +

1

4
δij

(
−∂ηζ0 + ∂kζ

k
)]
∂iX∂jX +

1

8

(
∂σ∂

σ∂λζ
λ
)
X2

}
= 0 (4.2.7)

のように不変になることが示せる1。
1部分積分の公式

∫
Af∂A = − 1

2

∫
(∂f)A2 を使うと良い。
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共形モード場の変換は

δζφ = ζλ∇̂λφ+
1

4
∇̂λζ

λ (4.2.8)

で与えられる。右辺のシフト項が φによらないことからこの変換はスカ

ラー場の共形変換とは異なるものである。この変換の下でRiegert作用は

不変ではなく、

δζSR = − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−ĝÊ4

1

4
∇̂λζ

λ (4.2.9)

と変換する。右辺は共形異常と同じ形をしている。その係数は量子化し

て出てくる共形異常とは逆符号になっていて、それらが相殺して理論は

共形変換の下で不変になる。

このように、量子化することで共形不変性/一般座標不変性は厳密にな

る。量子重力の有効作用は古典作用 I4DQGに非局所的な量子補正項を加

えることで明白に一般座標不変な計量 gµν を用いた形で書くことができ

る。これについては第 4章の 4.5節で詳しく述べることにする。

一般座標変換の一部であるゲージ変換 δζ は量子重力を背景時空 ĝµν 上

の場の量子論として見たとき共形変換になっている。一方、この共形不

変性は背景時空のWeylスケール変換に対する不変性として見ることもで

きる。4次元でも 2次元のときと同様、(3.1.9)のようにWess-Zumino関

係式 (4.1.6)を使って分配関数のWeyl不変性を示すことができる。ここ

での議論はその無限小変換の場合に相当する。

4.3 R× S3上での正準量子化

量子化を実行するために、背景計量場 ĝµνを選ぶ必要がある。漸近自由

性から結合定数 tが消える極限ではWeylテンソルがゼロになる時空が選

ばれることから背景時空は共形平坦でなければならない。

共形不変性により共形変換で移り変わることができる理論はすべて同

等になる。ここでは共形平坦な背景時空としてR × S3時空を採用する。

このとき 4階微分重力場のモード展開式が平坦な背景時空の場合と比べ
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て簡単になり、正準量子化が容易になる2。 また、S3の回転群である等

長変換 (isometry)群 SO(4)が SU(2)× SU(2)で表されることから SU(2)

の表現論を活用することができる。

背景時空R × S3の計量は S3の半径を 1として Euler角 xi = (α, β, γ)

を用いると

dŝ2
R×S3 = ĝµνdx

µdxν = −dη2 + γ̂ijdx
idxj

= −dη2 +
1

4
(dα2 + dβ2 + dγ2 + 2 cosβdαdγ) (4.3.2)

と表示される。このとき、曲率は R̂0µνλ = R̂0µ = 0、

R̂ijkl = (γ̂ikγ̂jl − γ̂ilγ̂jk), R̂ij = 2γ̂ij, R̂ = 6 (4.3.3)

及び Ĉ2
µνλσ = Ĝ4 = 0となる。空間体積要素は

dΩ3 = d3x
√
γ̂ =

1

8
sinβdαdβdγ (4.3.4)

で定義され、体積は

V3 =
∫
dΩ3 = 2π2 (4.3.5)

で与えられる。

三次元球面上の調和関数 量子場は S3 上の調和関数を用いてモード展

開される。n階の対称横波トレースレス (symmetric transverse traceless,

ST2)テンソル調和関数は回転群 SU(2) × SU(2)の表現 (J + εn, J − εn)

を用いて分類され、それを Y i1···in
J(Mεn)と記述する。ここで、εn = ±n/2は偏

光を表す指数である。調和関数はラプラシアンの固有関数で、固有値方

程式

�3Y
i1···in
J(Mεn) = {−2J(2J + 2) + n}Y i1···in

J(Mεn) (4.3.6)

2背景時空がミンコースキー時空M4のとき 4階微分共形モード場は時間に依存した
係数が現れて、

φ =
1
2

∫
d3k

(2π)3/2

1
|k|3/2

[
{a(k) + ib(k)η} eikµxµ

+ h.c.
]

(4.3.1)

のように展開される。交換関係は非対角的な [a(k), a†(l)] = δ3(k − l)、[a(k), b†(l)] =
[b(k), a†(l)] = |k|δ3(k − l)、[b(k), b†(l)] = 0で与えられる。
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を満たす。ここで、�3 = γ̂ij∇̂i∇̂j は S3上のラプラシアンである。J(≥
n/2)は整数及び半整数で与えられ、M = (m,m′)は各偏光についての表

現の縮退度を表す指数で、

m = −J − εn, − J − εn + 1, · · · , J + εn − 1, J + εn,

m′ = −J + εn, − J + εn + 1, · · · , J − εn − 1, J − εn (4.3.7)

の値を取る。これより縮退度はn > 0の場合は偏光を考慮して 2(2J+n+

1)(2J − n + 1)になる。n = 0のスカラー調和関数の場合は (2J + 1)2で

与えられる。

ST2テンソル調和関数の複素共役及び規格化は

Y i1···in∗
J(Mεn) = (−1)nεMY

i1···in
J(−Mεn),∫

S3
dΩ3Y

i1···in∗
J1(M1ε1n)Yi1···inJ2(M2ε2n) = δJ1J2δM1M2δε1nε2n (4.3.8)

で与えられる。ここで、二番目のクロネッカーデルタはδM1M2 = δm1m2δm′
1m

′
2

である。符号因子は

εM = (−1)m−m′
(4.3.9)

と定義され、ε2M = 1を満たす。以下では階数 nが 4以下の調和関数に対

して

y = ε1 = ±1

2
, x = ε2 = ±1, z = ε3 = ±3

2
, w = ε4 = ±2 (4.3.10)

という偏光指数を導入する。

スカラー場の正準量子化 スカラー場の作用はR× S3上で

IX =
∫
dη

∫
S3
dΩ3

1

2
X

(
−∂2

η + �3 − 1
)
X (4.3.11)

と書ける。作用の中で次元が不足して見える部分は S3の半径を 1に取っ

たことによる。
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調和関数を使ってX ∝ e−iωηYJM と展開すると、運動方程式から分散

関係 ω2 − (2J + 1)2 = 0を得るので、スカラー場は

X =
∑
J≥0

∑
M

1√
2(2J + 1)

{
ϕJMe−i(2J+1)ηYJM + ϕ†

JMei(2J+1)ηY ∗
JM

}

(4.3.12)

とモード展開される。

量子化は通常の手続きに従って行うことができる。共役運動量はPX =

∂ηXで与えられ、場の変数Xとの同時刻交換関係は

[X(η,x), PX(η,y)] = iδ3(x − y) (4.3.13)

と設定される。ここで、S3上のデルタ関数は完全系より

δ3(x − y) = 8δ(αx − αy)δ(cosβx − cosβy)δ(γx − γy)

=
∑
J≥0

∑
M

Y ∗
JM(x)YJM(y) (4.3.14)

と表すことができる。このとき、生成消滅演算子の交換関係は

[ϕJ1M1, ϕ
†
J2M2

] = δJ1J2δM1M2 (4.3.15)

で与えられる。

ハミルトニアン演算子は作用関数から

HX =
∫
S3
dΩ3 :

{
1

2
P 2
X − 1

2
X (�3 − 1)X

}
:

=
∑
J≥0

∑
M

(2J + 1)ϕ†
JMϕJM (4.3.16)

と導かれる。ここで、: :は正規順序付け (normal ordering)を表す。

ゲージ場の正準量子化 ゲージ場を量子化するためにゲージ固定をする必

要がある。ここでは、ゲージ自由度λ(4.2.2)を使って横波ゲージ (Coulomb

ゲージ)

∇̂iAi = 0 (4.3.17)
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に固定して量子化を行う。このときR× S3上の作用は

IA =
∫
dη

∫
S3
dΩ3

{
1

2
Ai

(
−∂2

η + �3 − 2
)
Ai −

1

2
A0�3A0

}
(4.3.18)

となる。ここで、ゲージ場の反変ベクトルは Ai = γ̂ijAj と定義されて

いる。

ゲージ場A0の作用は時間微分を含まないので非力学的変数である。残

りのゲージ自由度を使ってさらに

A0 = 0 (4.3.19)

のゲージを取る。二つの条件を満たすゲージのことを輻射ゲージと呼ぶ。

横波ゲージ場をベクトル調和関数を使って Ai ∝ e−iωηY i
J(my)と展開す

ると、スカラー場のときと同じ分散関係ω2 − (2J + 1)2 = 0を得る。これ

より、ゲージ場は

Ai =
∑
J≥ 1

2

∑
M,y

1√
2(2J + 1)

{
qJMe−i(2J+1)ηY i

J(My) + q†JMei(2J+1)ηY i∗
J(My)

}

(4.3.20)

のようにモード展開される。共役運動量は P i
A = ∂ηA

iとなるので同時刻

交換関係は

[Ai(η,x), P j
A(η,y)] = iδij3 (x − y) (4.3.21)

と設定される。ここで、S3上のデルタ関数は完全系より

δij3 (x − y) =
∑
J≥ 1

2

∑
M,y

Y i∗
J(My)(x)Y j

J(My)(y) (4.3.22)

と表される。これより、生成消滅演算子が満たす交換関係は

[qJ1(M1y1), q
†
J2(M2y2)

] = δJ1J2δM1M2δy1y2 (4.3.23)

と規格化され、ゲージ場のハミルトニアン演算子は

HA =
∫
S3
dΩ3 :

{
1

2
P i
AP

A
i − 1

2
Ai (�3 − 2)Ai

}
:

=
∑
J≥ 1

2

∑
M,y

(2J + 1)q†J(My)qJ(My) (4.3.24)

となる。
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重力場の正準量子化 Weyl作用を扱うにはゲージ固定をする必要がある。

そのために、ここではトレースレステンソル場をさらにモード分解して、

h00 = h, h0i = hi, hij = htr
ij +

1

3
γ̂ijh (4.3.25)

と書く。ここで、htr
ij は空間のトレースレス条件 (htri

i = 0)を満たす成分

である。このときトレースレステンソル場のゲージ変換 (4.2.1)は

δκh =
3

2
∂ηκ0 +

1

2
∇̂kκ

k,

δκhi = ∂ηκi + ∇̂iκ0,

δκh
tr
ij = ∇̂iκj + ∇̂jκi −

2

3
γ̂ij∇̂kκ

k (4.3.26)

と分解される。

一般座標変換の四つの自由度を用いてここでは横波ゲージ条件

∇̂ihi = ∇̂ihtr
ij = 0 (4.3.27)

を課す。すなわち、横波ベクトル成分を hT
i 及び横波トレースレス成分を

hTT
ij と記述すると、この横波ゲージ条件は

hi = hT
i , htr

ij = hTT
ij (4.3.28)

と表すことができる。

Riegert作用と横波ゲージでゲージ固定したWeyl作用はR× S3上で

I4DQG =
∫
dη

∫
S3
dΩ3

{
− 2b1

(4π)2
φ

(
∂4
η − 2�3∂

2
η + �2

3 + 4∂2
η

)
φ

−1

2
hTT
ij

(
∂4
η − 2�3∂

2
η + �2

3 + 8∂2
η − 4�3 + 4

)
hijTT

+hT
i (�3 + 2)

(
−∂2

η + �3 − 2
)
hiT

− 1

27
h (16�3 + 27)�3h

}
(4.3.29)

となる。

スカラー的な場 hの作用は時間微分を含まないので力学的な自由度で

はない。ここではさらに δκ(∇̂ihi) = δκ(∇̂ihtr
ij ) = 0を満たす残りのゲージ

自由度を使って

h = 0 (4.3.30)
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のゲージを取る。実際、�3κ0 = 0を満たすゲージ自由度 κ0(η)が残るの

で、それを使って消すことができる。横波条件 (4.3.27)とこの条件を合わ

せて輻射ゲージと呼ぶことにする。

ここではさらに (�3 + 2)hT
i = 0を満たす非力学的な横波ベクトルモー

ドを取り除く。このモードは J = 1/2ベクトル調和関数で書けて、条件

式は

hT
i |J= 1

2
= 0 (4.3.31)

と表すことができる。この条件を加えた輻射ゲージを輻射+ゲージと呼ぶ

ことにする。このとき、一般座標変換の残りのゲージ自由度は共形Killing

ベクトルの自由度と同じになる。それについては共形代数を構成する際

に詳しく述べることにする。

高階微分場である重力場をDiracの処方箋に従って正準量子化する。こ

こでは共形モードについて議論する。新しい変数 χ = ∂ηφを導入すると

共形モード場の作用は

Iφ =
∫
dη

∫
S3
dΩ3

{
− b1

8π2

[
(∂ηχ)2 + 2χ�3χ− 4χ2 + (�3φ)2

]
+ υ(∂ηφ− χ)

}

(4.3.32)

のように 2階微分の作用関数に書き換えることができる。最後の項はLa-

grange未定定数 (Lagrange multiplier)である。これより χ、φ、υの正準

共役運動量 Pχ、Pφ、Pυを求め、Poisson括弧

{χ(η,x), Pχ(η,y)}P = {φ(η,x), Pφ(η,y)}P

= {υ(η,x), Pυ(η,y)}P = δ3(x − y) (4.3.33)

を設定する。

新しい場 χ は時間について 2 階微分なので通常の運動量変数 Pχ =

−(b1/4π
2)∂ηχを持つが、φと υはそれぞれ 1階及び 0階微分なので拘束

条件3

ϕ1 = Pφ − υ 	 0, ϕ2 = Pυ 	 0 (4.3.34)

3Lagrange未定定数項を (υ∂ηφ − φ∂ηυ)/2のように対称化して考えると、拘束条件
は ϕ1 = Pφ − υ/2と ϕ2 = Pυ + φ/2になるが結果は同じである。
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になる。拘束条件は六つの変数、φ、χ、υ及びその共役運動量 Pφ、Pχ、

Pυ、が張る位相空間のなかの部分空間を表す。弱い等式はそれらが部分

位相空間上で等式として成り立つことを意味している。

拘束条件の間の Poisson括弧は

Cab = {ϕa, ϕb}P =

⎛
⎝ 0 −1

1 0

⎞
⎠ (4.3.35)

となる。ここでは簡単のため3次元デルタ関数を1と表している。detCab 
=
0を満たすことから、これらは第 2種拘束条件と呼ばれるものである。第

二種拘束条件を扱うためにDiracの処方箋に従ってDirac括弧

{F,G}D = {F,G}P − {F, ϕa}PC
−1
ab {ϕb, G}P (4.3.36)

を導入する。Dirac括弧はPoisson括弧が満たす基本的な性質を満たして

いる。任意関数 F にたいして拘束条件が {F, ϕa}D = 0を満たすことか

ら、Dirac括弧は部分位相空間上の Poisson括弧と見ることができる。F

としてハミルトニアンを代入するとこれは拘束条件が時間発展しないこ

とを表し、最初にϕa = 0と置けば 0が保たれることを意味する。したがっ

て、Dirac括弧を使えば拘束条件は厳密な等式としてゼロと置くことがで

きる。

部分位相空間の四つの変数の間のDirac括弧は

{χ(η,x), Pχ(η,y)}D = {φ(η,x), Pφ(η,y)}D = δ3(x − y) (4.3.37)

で与えられ、ハミルトニアンは

Hφ =
∫
dΩ3

{
−2π2

b1
P 2
χ + Pφχ +

b1
8π2

[
2χ�3χ− 4χ2 + (�3φ)2

]}

(4.3.38)

と書ける。これより運動方程式は

∂ηφ = {φ,Hφ}D = χ,

∂ηχ = {χ,Hφ}D = −4π2

b1
Pχ,
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∂ηPχ = {Pχ, Hφ}D = −Pφ −
b1

2π2
�3χ+

b1
π2
χ,

∂ηPφ = {Pφ, Hφ}D = − b1
4π2

�2
3φ (4.3.39)

となる。正準量子化はDirac括弧を交換子に置き換えて

[χ(η,x), Pχ(η,y)] = [φ(η,x), Pφ(η,y)] = iδ3(x − y) (4.3.40)

と設定することで完了する。

Riegert作用 (4.3.29)から、あるいは (4.3.39)式から共形モード場の運

動方程式を導いて φ ∝ e−iωηYJM を代入すると、

{ω2 − (2J)2}{ω2 − (2J + 2)2}φ = 0 (4.3.41)

を得る。この分散関係から共形モード場を

φ =
π

2
√
b1

{
2(q̂ + p̂η)Y00

+
∑
J≥ 1

2

∑
M

1√
J(2J + 1)

(
aJMe

−i2JηYJM + a†JMe
i2JηY ∗

JM

)

+
∑
J≥0

∑
M

1√
(J + 1)(2J + 1)

(
bJMe

−i(2J+2)ηYJM + b†JMe
i(2J+2)ηY ∗

JM

)}

(4.3.42)

とモード展開する。ここで、Y00 = 1/
√

V3 = 1/
√

2πである。場の変数χ、

Pφ、Pχを (4.3.39)式から計算して、交換関係 (4.3.40)が成り立つように

展開係数の間の交換関係を求めると

[q̂, p̂] = i, [aJ1M1 , a
†
J2M2

] = δJ1J2δM1M2, [bJ1M1 , b
†
J2M2

] = −δJ1J2δM1M2

(4.3.43)

を得る。これより、aJM は正計量、bJM は負計量をもつことが分かる。

ハミルトニアンは (4.3.38)式から求めることができる。正規順序付けを

すると、定数項 b1を除いて、

Hφ =
1

2
p̂2 + b1 +

∑
J≥0

∑
M

{2Ja†JMaJM − (2J + 2)b†JMbJM} (4.3.44)
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を得る。エネルギーシフト項 b1は 2次元量子重力のとき同じように座標

系に依存したカシミア項で、ここでは簡単のため次の節で求めるR× S3

上の共形代数が閉じるように決めている4。

横波トレースレス場 hTT
ij も高階微分場なので共形モード場と同様に

Diracの処方箋に従って量子化する。横波ベクトル場 hT
i は 2階微分な

ので通常の量子化を行う。テンソル及びベクトル調和関数を用いて場を

それぞれ hijTT ∝ e−iωηY ij
J(Mx)と hiT ∝ e−iωηY i

J(My)で展開すると、ゲージ

固定した作用 (4.3.29)から運動方程式は

{ω2 − (2J)2}{ω2 − (2J + 2)2}hijTT = 0,

(2J − 1)(2J + 3){ω2 − (2J + 1)2}hiT = 0 (4.3.45)

となることが分かる。これらの分散関係より場をそれぞれ5

hijTT =
1

4

∑
J≥1

∑
M,x

1√
J(2J + 1)

{
cJ(Mx)e

−i2JηY ij
J(Mx) + c†J(Mx)e

i2JηY ij∗
J(Mx)

}

+
1

4

∑
J≥1

∑
M,x

1√
(J + 1)(2J + 1)

{
dJ(Mx)e

−i(2J+2)ηY ij
J(Mx)

+d†J(Mx)e
i(2J+2)ηY ij∗

J(Mx)

}
,

hiT =
1

2

∑
J≥1

∑
M,y

i√
(2J − 1)(2J + 1)(2J + 3)

{
eJ(My)e

−i(2J+1)ηY i
J(My)

−e†J(My)e
i(2J+1)ηY i∗

J(My)

}
(4.3.46)

とモード展開する。先に述べたように、ベクトル場の J = 1/2モードは

(�3 + 2)hiT|J=1/2 = 0をみたすモードで、ゲージ条件として落している。

この展開のもとで交換関係は
[
cJ1(M1x1), c

†
J2(M2x2)

]
= −

[
dJ1(M1x1), d

†
J2(M2x2)

]
= δJ1J2δM1M2δx1x2,[

eJ1(M1y1), e
†
J2(M2y2)

]
= −δJ1J2δM1M2δy1y2 (4.3.47)

4この項は一般座標不変な有効作用 (6.5.9)の共形モード場 φを含まない量子補正項
から生じる。

5hi
Tの展開に虚数単位を用いているのは、次節で求める共形変換の生成子 Qh

M の規
格化に合わせるためである。
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と規格化され、cJ(Mx)は正計量、dJ(Mx)及び eJ(My)は負計量になる。ハ

ミルトニアンは

Hh =
∑
J≥1

∑
M,x

{2Jc†J(Mx)cJ(Mx) − (2J + 2)d†J(Mx)dJ(Mx)}

−
∑
J≥1

∑
M,y

(2J + 1)e†J(My)eJ(My) (4.3.48)

で与えられる。
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状態

共形不変性は、前章4.2節で示したように、一般座標不変性の一部として

現れるゲージ対称性である。このことから、共形代数はいわゆるWheeler-

DeWitt拘束条件の実現である。この章では具体的にR × S3上で共形代

数を構成して、4次元量子重力の物理的状態を共形場 (conformal fields)

として与える。物理量はそれらの相関関数であり、スケーリング次元で

ある。

一方、伝統的な S 行列は物理量ではない。量子重力の漸近自由性は

Minkowski時空の実現を表しているわけではないので、いわゆる漸近場

の存在を意味しない1。そのような時空では重力子 (graviton)のような特

定の背景時空のまわりの小さなゆらぎとして表される粒子的描像はもは

や成り立たなくなる。

5.1 4次元共形代数と共形変換

4次元量子重力のストレステンソルは背景時空による変分を用いて

T̂ µν =
2√
−ĝ

δI4DQG
δĝµν

(5.1.1)

と定義され、トレースレスの条件 T̂ λλ = 0を満たしている。このとき、足

の上げ下げは T̂µν = ĝµλĝνσT̂
λσのように背景計量場を用いて行われる。共

1S 行列を定義しようと思えば高エネルギーの粒子が衝突してブラックホールが出来
るような過程を考えるか、あるいはブラックホールに入射して出て行く過程を考えるし
かない。この場合はブラックホールから離れた場所は Einstein理論で記述され、漸近場
として重力子を定義することができる。
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形変換の生成子は共形Killingベクトル ζµとストレステンソルを用いて

Qζ =
∫
S3
dΩ3ζ

µ : T̂µ0 : (5.1.2)

で与えられる。共形変換 δζはこの生成子と場の演算子の交換関係として

表される。

共形Killing方程式をR× S3上で成分ごとに書くと

3∂ηζ0 + ψ = 0, (5.1.3)

∂ηζi + ∇̂iζ0 = 0, (5.1.4)

∇̂iζj + ∇̂jζi −
2

3
γ̂ijψ = 0 (5.1.5)

となる。ここで、ψ = ∇̂iζ
iである。これらの式とストレステンソルの保

存則 ∇̂µT̂µ0 = −∂ηT̂00 + ∇̂iT̂i0 = 0を使うと、共形変換の生成子は

dQζ

dη
= −1

3

∫
dΩ3ψT̂

λ
λ = 0 (5.1.6)

のようにストレステンソルのトレースに比例して保存することが分かる。

4次元では共形Killingベクトルの自由度は有限になる。共形Killing方

程式を ψについて解くと

(�3 + 3)ψ = 0, (∂2
η + 1)ψ = 0 (5.1.7)

を得る。左の式は (5.1.5)に ∇̂j∇̂iを作用させると得られる。その結果を

残りの共形Killing方程式に代入すると右の式を得る。これより、この二

つの方程式を同時に満たす解は

ψ = 0 または ψ ∝ e±iηY 1
2
M (5.1.8)

と表される。

はじめに、ψ = 0の解を考える。この解は ∂ηζ0 = �3ζ0 = 0及び S3の

Killing方程式 ∇̂iζj + ∇̂jζi = 0を満たす解で、その一つは ζi = 0で表さ

れる時間方向の並進ベクトル

ζµT = (1, 0, 0, 0) (5.1.9)
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である。もう一つは回転を表すS3のKillingベクトルで、ζ0 = 0と∂ηζi = 0

を同時に満たす解である。S3の Killingベクトルはスカラー調和関数を

使って

(ζ iR)MN = i
V3

4

{
Y ∗

1
2
M∇̂iY 1

2
N − Y 1

2
N∇̂iY ∗

1
2
M

}
(5.1.10)

と表すことができる。ここで、指数M とN はいま SU(2) × SU(2)の 4

表現を表している。このベクトルは J = 1/2のベクトル調和関数で展開

することができる [(5.1.24)式を参照]。

これらを共形変換の生成子の定義式に代入するとそれぞれハミルトニ

アン演算子

H =
∫
S3
dΩ3 : T̂00 : (5.1.11)

と 6自由度の S3の回転生成子

RMN =
∫
S3
dΩ3(ζ

i
R)MN : T̂i0 : (5.1.12)

を得る。ここで、RMN は関係式

RMN = −εM εNR−N−M , R†
MN = RNM (5.1.13)

を満たす。

共形Killing方程式の ψ 
= 0を満たす解は

(ζ0
S)M =

1

2

√
V3eiηY ∗

1
2
M , (ζ iS)M = − i

2

√
V3eiη∇̂iY ∗

1
2
M (5.1.14)

及びその複素共役で与えられる。これを定義式 (5.1.2)に代入し、ストレ

ステンソルの保存則を使って変形すると生成子

QM =
√

V3P
(+)

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
M T̂00 (5.1.15)

を得る。ここで、P (+) = eiη(1 + i∂η)/2である。S3の空間積分を実行す

ると e±iηの関数だけが残ることが示せるので、P (+)はそのうちの e−iη部

分のみを選択して生成子が時間に依存しないことを保障する因子である。

QM 及びそのエルミート共役Q†
M の 4 + 4 = 8個が特殊共形変換 (special
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conformal transformation)の、正確には並進と特殊共形変換を組み合わ

せた、生成子である。

ここで、輻射 +ゲージ固定条件について再考する。プラス記号のない

輻射ゲージ条件 (4.3.27)と (4.3.30)を保つ残りのゲージ自由度は方程式

δκh = (3∂ηκ0 + ψ̃)/2 = 0、δκ(∇̂ih
i) = ∂ηψ̃ + �3κ0 = 0、δκ(∇̂ihtr

ij ) =

(�3 + 2)κj + ∇̂jψ̃/3 = 0で表される。ここで、ψ̃ = ∇̂λκ
λである。これ

らの式は残りのゲージ自由度が共形Killingベクトルで張られる 15個の

ゲージ自由度よりも広いことを表している。すなわち、二番目の方程式

は共形Killing方程式の (5.1.4)条件よりも弱く、S3のKilling方程式の解

として ∂ηκ
i 
= 0を満たすものが存在して、任意の時間の関数を f(η)とす

ると κµ = (0, f(η)Y i
1/2(My))の解が許されることが分かる。このゲージ自

由度を使って hT
i の J = 1/2の自由度を取り除くことができ、ゲージ固定

条件 (4.3.31)を課すことができる。輻射 +ゲージ固定後の残りの一般座

標変換の自由度は共形Killingベクトルと同じになり、それが共形変換の

自由度になる。

15個の 4次元共形変換の生成子は SO(4, 2)の閉じた共形代数

[
QM , Q

†
N

]
= 2δMNH + 2RMN ,

[H,QM ] = −QM ,

[H,RMN ] = [QM , QN ] = 0,

[QM , RM1M2] = δMM2QM1 − εM1εM2δM−M1Q−M2,

[RM1M2 , RM3M4] = δM1M4RM3M2 − εM1εM2δ−M2M4RM3−M1

−δM2M3RM1M4 + εM1εM2δ−M1M3R−M2M4

(5.1.16)

を構成する。

ハミルトニアン演算子は、シリンダー的背景時空R× S3上では、状態

の共形次元 (conformal weight)を数えるディラテーション (dilatation)演

算子である。このことを見るために、dy2 + dΩ2
3の計量を持つ Euclid化

されたR × S3時空から dr2 + r2dΩ2
3の計量を持つR4時空への共形写像
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y → r = ey を考える。ディラテーション r → earはシリンダー的時空

では時間並進 y → y + aに相当する。このように R4上で量子場の理論

を定義する方法は動径量子化 (radial quantization)として知られている。

Lorentz計量を持つR× S3上の場の量子論は解析接続 y = iηをすること

で得られる。これより、eiEη の時間依存性を持つ場の演算子の各モード

が共形次元Eを持つことが分かる。

回転生成子RMNはハミルトニアンと交換するので共形次元がゼロの演

算子である。この演算子は J でラベルされた各モードについて対角的な

構造をしている。これに対して、特殊共形変換の生成子QM は共形次元

−1(そのエルミート共役は 1)を持つ。そのため、この演算子は共形次元

が 1だけ異なる生成演算子と消滅演算子の適当な組み合わせで表される。

回転生成子が成す閉じた代数は良く知られた代数で表すことができる。

SU(2)× SU(2)の 4表現 {(1
2
, 1

2
), (1

2
,−1

2
), (−1

2
, 1

2
), (−1

2
,−1

2
)}を {1, 2, 3, 4}

と表示して、A+ = R31、 A− = R†
31、 A3 = 1

2
(R11 + R22)、B+ = R21、

B− = R†
21、B3 = 1

2
(R11 − R22)と書くと、RMN だけの代数は通常の

SU(2) × SU(2)代数の形

[A+, A−] = 2A3, [A3, A±] = ±A±,

[B+, B−] = 2B3, [B3, B±] = ±B± (5.1.17)

に書き換えることができる。ここで、A±,3とB±,3は交換する。

4次元量子重力はいま、スカラー場、ゲージ場、共形モード場、トレー

スレステンソル場の四つのセクターに分かれている。共形代数の生成子

はすべてのセクターからの寄与の和

Qζ = QX
ζ +QA

ζ +Qφ
ζ +Qh

ζ (5.1.18)

で与えられる。以下では具体的に各々の場に対して共形変換の生成子を

求める。
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スカラー場 共形不変なスカラー場の背景時空上のストレステンソルは

T̂Xµν =
2

3
∇̂µX∇̂νX− 1

3
X∇̂µ∇̂νX− 1

6
ĝµν

{
∇̂λX∇̂λX +

1

6
R̂X2

}
+

1

6
R̂µνX

2

(5.1.19)

と計算される。R×S3の曲率は (4.3.3)で与えられている。トレースを取

ると

T̂Xλλ =
1

3
X

(
−∇̂2 +

1

6
R̂

)
X = 0 (5.1.20)

のように運動方程式に比例して消えるので、共形変換の生成子は保存す

ることがわかる。

ストレステンソルを代入して S3上の積分を実行すると生成子を求める

ことができる。ハミルトニアン演算子はすでに (4.3.16)式で与えられたも

のになる。特殊共形変換の生成子は (5.1.15)式より

QX
M = P (+)

∑
J1,M1

∑
J2,M2

1

4

√
V3

(2J1 + 1)(2J2 + 1)

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MYJ1M1YJ2M2

×
{[

−(2J1 + 1)(2J2 + 1) + (2J2 + 1)2 − 1

2

]

×
(
ϕJ1M1ϕJ2M2e

−i(2J1+2J2+2)η

+εM1ϕ
†
J1−M1

εM2ϕ
†
J2−M2

ei(2J1+2J2+2)η
)

+
[
(2J1 + 1)(2J2 + 1) + (2J2 + 1)2 − 1

2

]

×
(
ϕJ1M1εM2ϕ

†
J2−M2

e−i(2J1−2J2)η

+εM1ϕ
†
J1−M1

ϕJ2M2e
i(2J1−2J2)η

)}
(5.1.21)

と書ける。ここで、三つのスカラー調和関数の積を S3上で積分して得ら

れる SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

CJM
J1M1,J2M2

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMYJ1M1YJ2M2

=

√
(2J1 + 1)(2J2 + 1)

2J + 1
CJm
J1m1,J2m2

CJm′
J1m′

1,J2m′
2

(5.1.22)

を導入する。CJm
J1m1,J2m2

は通常のClebsch-Gordan係数である。これより、

J+J1 +J2は整数で三角不等式 |J1−J2| ≤ J ≤ J1+J2及びM = M1 +M2
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を満たす。生成子QM には J = 1/2をもつC係数が現れて、その性質を

使うと最終的に

QX
M =

∑
J≥0

∑
M1,M2

C
1
2
M

JM1,J+ 1
2
M2

√
(2J + 1)(2J + 2)εM1ϕ

†
J−M1

ϕJ+ 1
2
M2

(5.1.23)

を得る。

回転生成子を定義に従って書き下すために S3のKillingベクトルをベ

クトル調和関数を使って
(
ξiR

)
MN

= i
1

2

√
V3

∑
V,y

G
1
2
M

1
2
(V y); 1

2
N
Y i∗

1
2
(V y) (5.1.24)

と展開する。ここで、新たな SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

GJM
J1(M1y1);J2M2

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

i
J1(M1y1)∇̂iYJ2M2 (5.1.25)

を導入した。積分を実行して得られる一般式は他の係数とともに付録B.2

にまとめて記した。係数Gは J = 1/2のときは J1 = J2の場合にのみ値

をもち、J1 = 1/2のときは J = J2のときのみ値をもつ。これより、回転

生成子は

RX
MN = −1

2

∑
J≥0

∑
S1,S2

∑
V,y

(−εV )G
1
2
M

1
2
(−V y); 1

2
N
GJS1

1
2
(V y);JS2

ϕ†
JS1

ϕJS2 (5.1.26)

と書くことができる。この式に具体的な値

G
1
2
M

J(V y);JN = −
√

2J(2J + 2)C
1
2
m

J+yv,JnC
1
2
m′

J−yv′,Jn′, (5.1.27)

GJM
1
2
(V y);JN = −

√
2J(2J + 2)CJm

1
2
+yv,JnC

Jm′
1
2
−yv′,Jn′ (5.1.28)

を代入すると

RX
11 =

∑
J>0

∑
M

(m +m′)ϕ†
JMϕJM ,

RX
22 =

∑
J>0

∑
M

(m−m′)ϕ†
JMϕJM ,

RX
21 =

∑
J>0

∑
M

√
(J + 1 −m′)(J +m′)ϕ†

JMϕJM ,

RX
31 =

∑
J>0

∑
M

√
(J + 1 −m)(J +m)ϕ†

JMϕJM (5.1.29)
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を得る。ここで、上付及び下付の線をもった指数はM = (m,m′ − 1)と

M = (m− 1, m′)で定義される。

スカラー場の共形変換 (4.2.5)は生成子と場の演算子の交換関係として

δζX = i[QX
ζ , X] (5.1.30)

と表すことができる。ζµTと ζµS の場合について具体的に見てみると、共

形 Killingベクトルが ζµTのときは生成子がハミルトニアンなので、変換

δζTX = ∂ηXが i[HX , X]と書けることがすぐに分かる。特殊共形変換の場

合は変換規則 (4.2.5)に ζµS = (ζ0
S, ζ

i
S)を代入して、調和関数の積の展開式

Y ∗
1
2
MYJN =

1√
V3

{∑
S

C
1
2
M

JN,J+ 1
2
S
Y ∗
J+ 1

2
S +

∑
S

C
1
2
M

JN,J− 1
2
S
Y ∗
J− 1

2
S

}
,

∇̂iY ∗
1
2
M∇̂iYJN =

1√
V3

{
−2J

∑
S

C
1
2
M

JN,J+ 1
2
S
Y ∗
J+ 1

2
S

+(2J + 2)
∑
S

C
1
2
M

JN,J− 1
2
S
Y ∗
J− 1

2
S

}

(5.1.31)

を使って書き換えると交換関係 i[QX
M , X]と一致することが示せる。

ゲージ場 ゲージ場のストレステンソルは

T̂Aµν = FµλF
λ
ν − 1

4
ĝµνFλσF

λσ (5.1.32)

で与えられる。ここで、F µ
ν = ĝµλFλν である。このテンソルは自明にト

レースレスになる。

輻射ゲージA0 = ∇̂iAi = 0のもとで、定義式にストレステンソルを代

入して共形変換の生成子を求める。ハミルトン演算子はすでに (4.3.24)で

求めたものになる。特殊共形変換の生成子は

QA
M =

∑
J≥ 1

2

∑
M1,y1,M2,y2

D
1
2
M

J(M1y1),J+ 1
2
(M2y2)

√
(2J + 1)(2J + 2)

×(−εM1)q
†
J(−M1y1)qJ+ 1

2
(M2y2) (5.1.33)
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となる。新たに導入された SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数Dは

D
1
2
M

J(M1y1),J+ 1
2
(M2y2)

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MY

i
J(M1y1)YiJ+ 1

2
(M2y2)

=
√
J(2J + 3)C

1
2
m

J+y1m1, J+ 1
2
+y2m2

C
1
2
m′

J−y1m′
1, J+ 1

2
−y2m′

2

(5.1.34)

と定義される。係数Dの一般的な式は付録B.2に与えてある。S3回転の

生成子については、以下の議論でその具体的な表式が必要ないので省略

する。

次に、共形変換とゲージ固定条件の関係ついて議論する。輻射ゲージ

A0 = ∇̂iAi = 0では横波成分の共形変換 (4.2.6)は

δζAi = ζ0∂ηAi + ζj∇̂jAi +
1

3
ψAi +

1

2

(
∇̂iζ

j − ∇̂jζi
)
Aj

(5.1.35)

となる。この変換の下でゲージ固定された作用は不変になる。しかし、こ

の変換は横波の条件を保存しない。また、ゲージ場の時間成分の変換が

δζA0 = ∇̂i(ζ0Ai) (5.1.36)

となってやはり輻射ゲージを保存しないことが分かる。

横波成分の共形変換 (5.1.35)と時間成分の共形変換 (5.1.36)の中で輻射

ゲージを保存しないのは特殊共形変換の場合で、共形Killingベクトルが

ζµTと ζµRの場合は保存される。以下では ζµ = ζµS を代入して先ず横波成分

の変換則を見てみることにする。調和関数の積の展開式

Y ∗
1
2
MY

i
J(Ny)

=
1√
V3

{∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J+ 1
2
(V y′)Y

i∗
J+ 1

2
(V y′) +

∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J− 1
2
(V y′)Y

i∗
J− 1

2
(V y′)

+
1

2J(2J + 2)

∑
S

G
1
2
M

J(Ny);JS∇̂iY ∗
JS

}
,

∇̂jY ∗
1
2
M∇̂jY

i
J(Ny)

=
1√
V3

{
−2J

∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J+ 1
2
(V y′)Y

i∗
J+ 1

2
(V y′)
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+(2J + 2)
∑
V,y′

D
1
2
M

J(Ny),J− 1
2
(V y′)Y

i∗
J− 1

2
(V y′)

+
2

2J(2J + 2)

∑
S

G
1
2
M

J(Ny);JS∇̂iY ∗
JS

}
(5.1.37)

を使って (5.1.35)式の右辺を展開すると

δζSAi = i[QA
M , Ai] + ∇̂iλS (5.1.38)

のように特殊共形変換の生成子と場の演算子との交換関係にさらに余分

な項が現れることが分かる。ここで、スカラー関数 λSは

(λS)M =
i

2

∑
J≥ 1

2

1√
2(2J + 1)

∑
N,y

∑
S

{
− 1

2J
qJ(Ny)e

−i2JηG
1
2
M

J(Ny);JS

+
1

2J + 2
q†J(Ny)e

i(2J+2)η(−εN )G
1
2
M

J(−Ny);JS

}
Y ∗
JS

(5.1.39)

で与えられる。

余分な項はゲージ変換の形をしているので、特殊共形変換に伴うゲー

ジ変換として

δλS
Aµ = ∇̂µλS (5.1.40)

を定義すると (5.1.38)式は

δζSAi − δλS
Ai = i[QA

M , Ai] (5.1.41)

と書くことができる。さらに、時間成分の変換を計算すると

δζSA0 − δλS
A0 = ∇̂i(ζ0

SAi) − ∂ηλS = 0 (5.1.42)

となることが分かる。

このように、閉じた共形代数を構成する生成子QA
ζ が生成する変換は通

常の共形変換 δζ とそれに伴うモードに依存したゲージ変換 δλζ
を組み合

わせた変換として

δT
ζ = δζ − δλζ

(5.1.43)
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と表すことができ、特殊共形変換QA
M 及びそのエルミート共役に対して

λS及びそのエルミート共役を当て、その他の変換に対してはゲージ変数

をゼロとすればよい。交換関係を用いて書くと輻射ゲージ条件を保存す

るこの共形変換は

δT
ζ Ai = i[QA

ζ Ai],

δT
ζ A0 = 0 (5.1.44)

とまとめることができる。

共形モード場 Riegert作用を背景時空について変分すると、共形モード

場のストレステンソル

T̂ φµν = − b1
8π2

{
−4∇̂2φ∇̂µ∇̂νφ+ 2∇̂µ∇̂2φ∇̂νφ+ 2∇̂ν∇̂2φ∇̂µφ

+
8

3
∇̂µ∇̂λφ∇̂ν∇̂λφ− 4

3
∇̂µ∇̂ν∇̂λφ∇̂λφ+ 4R̂µλνσ∇̂λφ∇̂σφ

+4R̂µλ∇̂λφ∇̂νφ+ 4R̂νλ∇̂λφ∇̂µφ− 4

3
R̂µν∇̂λφ∇̂λφ− 4

3
R̂∇̂µφ∇̂νφ

−2

3
∇̂µ∇̂ν∇̂2φ− 4R̂µλνσ∇̂λ∇̂σφ+

14

3
R̂µν∇̂2φ+ 2R̂∇̂µ∇̂νφ

−4R̂µλ∇̂λ∇̂νφ− 4R̂νλ∇̂λ∇̂µφ− 1

3
∇̂µR̂∇̂νφ− 1

3
∇̂νR̂∇̂µφ

+ĝµν

[
∇̂2φ∇̂2φ− 2

3
∇̂λ∇̂2φ∇̂λφ− 2

3
∇̂λ∇̂σφ∇̂λ∇̂σφ− 8

3
R̂λσ∇̂λφ∇̂σφ

+
2

3
R̂∇̂λφ∇̂λφ+

2

3
∇̂4φ+ 4R̂λσ∇̂λ∇̂σφ− 2R̂∇̂2φ+

1

3
∇̂λR̂∇̂λφ

]}
(5.1.45)

を得る。そのトレースは

T̂ φλλ = − b1
4π2

∆̂4φ = 0 (5.1.46)

のようにR× S3上の共形モード場の運動方程式に比例して消える。

ハミルトニアンはすでに (4.3.44)式で与えられているので、特殊共形変

換の生成子を定義式に従って求めると

Qφ
M =

(√
2b1 − ip̂

)
a 1

2
M
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+
∑
J≥0

∑
M1,M2

C
1
2
M

JM1,J+ 1
2
M2

{
α(J)εM1a

†
J−M1

aJ+ 1
2
M2

+β(J)εM1b
†
J−M1

bJ+ 1
2
M2

+ γ(J)εM2a
†
J+ 1

2
−M2

bJM1

}
(5.1.47)

となる。ここで、係数Cはスカラー場のときに導入した (5.1.22)式と同

じである。その他の係数は

α(J) =
√

2J(2J + 2), β(J) = −
√

(2J + 1)(2J + 3), γ(J) = 1

(5.1.48)

で与えられる。回転生成子の具体的な式は以下の議論で使わないので省

略する。

ここで、計算を省くのに役立つSU(2)×SU(2)Clebsch-Gordan係数の間

に成り立つ交差関係式 (crossing relation)を与えて置く。四つのスカラー

調和関数の積の S3空間積分∫
S3
dΩ3Y

∗
J1M1

YJ2M2Y
∗
J3M3

YJ4M4 (5.1.49)

を考える。二つのスカラー調和関数の積は別のスカラー調和関数を用いて

YJ1M1YJ2M2 =
1√
V3

∑
J≥0

∑
M

CJM
J1M1,J2M2

YJM (5.1.50)

と展開できる。この式を使って積分 (5.1.49)を二通りに評価すると、

∑
J≥0

∑
M

εMCJ1M1
J2M2,J−MCJ3M3

JM,J4M4
=

∑
J≥0

∑
M

εMCJ1M1
J4M4,J−MCJ3M3

JM,J2M2
(5.1.51)

の交差関係式を得る。J1 = J3 = 1/2の式を用いると、QM とQ†
N の交換

関係の非対角成分が消えることを簡単に示すことが出来る。また、次の

節で物理状態を求める際にも有用である。

共形モード場の共形変換 (4.2.8)は、生成子と場の演算子との交換関係

を用いて

δζφ = i[Qζ , φ] (5.1.52)

と表すことができる。特殊共形変換の場合はスカラー場のときに使用し

た調和関数の積の展開式 (5.1.31)を使うと容易に示すことができる。
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トレースレステンソル場 最後に輻射 +ゲージでのトレースレステンソ

ル場の共形変換の生成子とその変換性について議論する。

ハミルトニアン Hhは作用から導かれ、すでに (4.3.48)式で与えてい

る。特殊共形変換の生成子は結果のみを書くと

Qh
M =

∑
J≥1

∑
M1,x1,M2,x2

E
1
2
M

J(M1x1),J+ 1
2
(M2x2)

{
α(J)εM1c

†
J(−M1x1)cJ+ 1

2
(M2x2)

+β(J)εM1d
†
J(−M1x1)

dJ+ 1
2
(M2x2) + γ(J)εM2c

†
J+ 1

2
(−M2x2)

dJ(M1x1)

}

+
∑
J≥1

∑
M1,x1,M2,y2

H
1
2
M

J(M1x1);J(M2y2)

{
A(J)εM1c

†
J(−M1x1)eJ(M2y2)

−B(J)(−εM2)e
†
J(−M2y2)

dJ(M1x1)

}
−

∑
J≥1

∑
M1,y1,M2,y2

D
1
2
M

J(M1y1),J+ 1
2
(M2y2)

C(J)(−εM1)e
†
J(−M1y1)

eJ+ 1
2
(M2y2)

(5.1.53)

となる。係数 α(J)、β(J)、γ(J)は共形モード場のときと同じ (5.1.48)式

になる。さらに

A(J) =

√
4J

(2J − 1)(2J + 3)
,

B(J) =

√√√√ 2(2J + 2)

(2J − 1)(2J + 3)
,

C(J) =

√√√√(2J − 1)(2J + 1)(2J + 2)(2J + 4)

2J(2J + 3)
(5.1.54)

の係数が現れる。また、新たな SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

E
1
2
M

J(M1x1),J+ 1
2
(M2x2)

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MY

ij
J(M1x1)YijJ+ 1

2
(M2x2)

=
√

(2J − 1)(J + 2)C
1
2
m

J+x1m1,J+ 1
2
+x2m2

C
1
2
m′

J−x1m′
1,J+ 1

2
−x2m′

2
.

H
1
2
M

J(M1x1);J(M2y2) =
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
1
2
MY

ij
J(M1x1)∇̂iYjJ(M2y2)

= −
√

(2J − 1)(2J + 3)C
1
2
m

J+x1m1,J+y2m2
C

1
2
m′

J−x1m′
1,J−y2m′

2

(5.1.55)
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が必要になる。これらの係数の一般的な式は (B.2.2)と (B.2.4)で与えら

れる。

この生成子は、定義に従ってWeyl作用のストレステンソルから直接求

めるのではなく、六つの係数 α、β、γ、A、B、Cの値をあらかじめ指定

せずに、共形代数が閉じるようにそれらの値を決定して求めた。その際、

ベクトル及びテンソル調和関数の積の展開にたいして成り立つ交差関係

式を使うと計算が簡単になる。また、係数の符号やすでに示したモード

展開式 (4.3.46)等の決まりごとは以下で述べる共形変換の式と合うよう

に決めている。

正計量のモード cJ(Mx)と負計量のモード dJ(Mx)、eJ(My)の間の交差項

が存在することは、共形代数が閉じるためには負計量のテンソル及びベ

クトルモードが必要であることを表している。それは、Einstein理論のよ

うな正計量のテンソルモードだけからなる理論では共形代数は閉じない

ことを示している。このように、量子論的な一般座標不変性を現す共形

不変性が実現するためには負計量のモードを含む高階微分重力場が必要

である。

トレースレステンソル場の共形変換 (4.2.4)とその生成子との関係はゲー

ジ場のときと同様のことが成り立つ。輻射 +ゲージでの共形変換は

δζh
TT
ij = ζ0∂ηh

TT
ij + ζk∇̂kh

TT
ij +

1

2

(
∇̂iζ

k − ∇̂kζi
)
hTT
kj

+
1

2

(
∇̂jζ

k − ∇̂kζj
)
hTT
ki + hT

i ∇̂jζ
0 + hT

j ∇̂iζ
0 − 2

3
γij∇̂k

(
ζ0hkT

)
,

δζh
T
i = ζ0∂ηh

T
i + ζk∇̂kh

T
i +

1

2

(
∇̂iζ

k − ∇̂kζi
)
hT
k + ∇̂k

(
ζ0hTT

ik

)
,

δζh = 2∇̂k
(
ζ0hT

k

)
(5.1.56)

と書ける。これだけでは輻射 +ゲージは保存されないが、共形Killingベ

クトル ζµに伴って、モードに依存したパラメータ κζ をもつ適当なゲー

ジ変換 (4.2.1)を定義し、それらを組み合わせた変換

δT
ζ = δζ − δκζ

(5.1.57)
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を考えると、

δT
ζ h

TT
ij = i[Qζ , h

TT
ij ],

δT
ζ h

T
i = i[Qζ , h

T
i ],

δT
ζ h = 0 (5.1.58)

のように輻射 +ゲージを保つ共形変換を定義することができる。κµζ は特

殊共形変換の場合にのみ値をもって、その式は少し複雑なのでここでは

省略するが、ゲージ場のときと同様にして求めることができる。

5.2 量子重力状態、スケーリング次元とユニタリ

性

共形不変性は量子論的一般座標不変性、すなわち背景時空独立性の結

果として現れる。ここでは、共形代数の表現として 4次元量子重力の物

理状態を構成する。

物理状態の定義 共形不変な真空は共形変換のすべての生成子H、RMN、

QM、Q
†
M の作用にたいして消える状態として定義され、

|Ω〉 = e−2b1φ0|0〉 (5.2.1)

で与えられる。ここで、φ0 = q̂/
√

2b1は共形モード場のゼロモード、|0〉
はすべての消滅演算子に対して消える通常の Fock真空である。

共形不変な真空に生成演算子を作用させて物理状態

|phys〉 = O(a†JM , b
†
JM , · · ·)|Ω〉 (5.2.2)

を構成する。演算子Oの形は一般座標不変な物理状態を定義する共形不
変性の条件

QM |phys〉 = 0,

(H − 4)|phys〉 = RMN |phys〉 = 0 (5.2.3)
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から決める。各物理状態に対して共形場演算子O(η,x)が存在して、状態

は |phys〉 = limη→i∞ e−i4ηO(η,x)|Ω〉で与えられる。ハミルトニアン条件
に現れる共形次元のシフト−4は共形場の 4体積積分

∫
d4xOが一般座標不

変になるように全体の共形次元が消えることを保障している。ここでは輻

射+ゲージのゴースト場 (付録C参照)は積分されているものとする。ゴー

スト場の寄与を加えると、共形次元を−4だけシフトさせる効果 (C.1.5)

がゴーストハミルトニアンに現れて、通常のH = 0のWheeler-DeWitt

拘束条件のかたちになる。

構成要素 物理状態の条件よりOは特殊共形変換の生成子QM と交換す

る演算子でなければならない。そこで、まずはじめにQM と交換する生

成演算子の組み合わせを捜すことにする。各場についてそのような演算

子を求めてから、それらを回転不変になるように組み合わせて、最後に

ハミルトニアン条件を満たすように物理状態を求める。

はじめに簡単なスカラー場の場合について議論する。スカラー場の生

成演算子とQX
M との交換関係は

[QX
M , ϕ

†
JM1

] =
√

2J(2J + 1)
∑
M2

εM2C
1
2
M

JM1,J− 1
2
−M2

ϕ†
J− 1

2
M2

(5.2.4)

で与えられる。このように、QX
M と交換する生成演算子は共形次元 1を持

つ ϕ†
00だけである。ここでは、スカラー場に Z2対称性X ↔ −Xを課す

ことにして、ϕ†
00の偶数積だけを許すことにする。

次に生成演算子の積で定義された演算子を考える。共形次元 2L+ 2を

持つ表現 J に属する生成複合演算子の一般形は

Φ
[L]†
JN =

L∑
K=0

∑
M1,M2

f(L,K)CJN
L−KM1,KM2

ϕ†
L−KM1

ϕ†
KM2

(5.2.5)

で与えられる。特殊共形変換の生成子QM との交換関係を計算すると

[QM ,Φ
[L]†
JN ] =

L∑
K=0

∑
M1,M2

ϕ†
L−K− 1

2
M1
ϕ†
KM2

×
∑
S

{√
(2L− 2K)(2L− 2K + 1)f(L,K)εSC

1
2
M

L−K− 1
2
M1,L−K−SC

JN
L−KS,KM2
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+
√

(2K + 1)(2K + 2)f
(
L,K +

1

2

)
εSC

1
2
M

KM2,K+ 1
2
−SC

JN
K+ 1

2
S,L−K− 1

2
M1

}
(5.2.6)

となる。交差関係式 (5.1.51)を用いると、f(L,K)が漸化式

f
(
L,K +

1

2

)
= −

√√√√(2L− 2K)(2L− 2K + 1)

(2K + 1)(2K + 2)
f(L,K) (5.2.7)

を満たし、かつ J = LでLが正の整数のときのみ右辺が消えることが分

かる。この漸化式を解くと、Lに依存した規格化定数を除いて、係数 fは

f(L,K) =
(−1)2K√

(2L− 2K + 1)(2K + 1)

⎛
⎝ 2L

2K

⎞
⎠ (5.2.8)

と決まる。このようにしてQX
M と可換な生成複合演算子が求められ、そ

れを Φ†
LN = Φ

[L]†
LN と書くことにする。L = 0の演算子はすでに求めた

Φ†
00 = (ϕ†

00)
2となる。

演算子 Φ†
LN を SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数を用いて組み合わ

せると、QX
M と可換な生成演算子の基底をつくることができる。Clebsch-

Gordan係数がもつ交差関係等により、QX
M と可換ないかなる生成演算子

もそのような基本形で表すことができると考えられる。このように、演

算子Φ†
LN がスカラー場セクターの物理状態の基本的な構成要素であると

期待される。

同様にして、共形モード場の場合について考える。共形モード場のゼ

ロモードと生成子Qφ
M の交換関係は[

Qφ
M , q̂

]
= −a 1

2
M ,[

Qφ
M , p̂

]
= 0 (5.2.9)

で与えられる。a†1/2M と a†JM (J ≥ 1)モードとの交換関係は
[
Qφ
M , a

†
1
2
M1

]
=

(√
2b1 − ip̂

)
δM,M1[

Qφ
M , a

†
JM1

]
= α

(
J − 1

2

) ∑
M2

C
1
2
M

JM1,J− 1
2
M2
εM2a

†
J− 1

2
−M2

(5.2.10)
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となる。b†JM (J ≥ 0)モードとの交換関係は
[
Qφ
M , b

†
JM1

]
= −γ(J)

∑
M2

C
1
2
M

JM1,J+ 1
2
M2
εM2a

†
J+ 1

2
−M2

−β
(
J − 1

2

) ∑
M2

C
1
2
M

JM1,J− 1
2
M2
εM2b

†
J− 1

2
−M2

(5.2.11)

である。

スカラー場のときと同じように生成子Qφ
M と交換する共形次元が 2Lの

生成複合演算子を求めると、整数 L ≥ 1にたいして

S†
LN = χ(p̂)a†LN +

L− 1
2∑

K= 1
2

∑
M1,M2

x(L,K)CLN
L−KM1,KM2

a†L−KM1
a†KM2

,

S†
L−1N = ψ(p̂)b†L−1N +

L− 1
2∑

K= 1
2

∑
M1,M2

x(L,K)CL−1N
L−KM1,KM2

a†L−KM1
a†KM2

+
L−1∑
K= 1

2

∑
M1,M2

y(L,K)CL−1N
L−K−1M1,KM2

b†L−K−1M1
a†KM2

(5.2.12)

の二種類を得る。ここで、係数は

x(L,K) =
(−1)2K√

(2L− 2K + 1)(2K + 1)

√√√√√
⎛
⎝ 2L

2K

⎞
⎠

⎛
⎝ 2L− 2

2K − 1

⎞
⎠,

y(L,K) = −2
√

(2L− 2K − 1)(2L− 2K + 1)x(L,K)

(5.2.13)

で与えられる。 ゼロモード p̂に依存した演算子は

χ(p̂) =
1√

2(2L− 1)(2L+ 1)

(√
2b1 − ip̂

)
,

ψ(p̂) = −
√

2
(√

2b1 − ip̂
)

(5.2.14)

となる。これら二種類の演算子が共形モード場セクターの物理的状態の

基本的な構成要素を与えると期待される。それらを表 5.1にまとめた。
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rank of tensor index 0

creation op. S†
LN

S†
L−1N

weight (L ∈ Z≥1) 2L

表 5.1: 共形モード場についての物理状態の構成要素。

生成子Qh
M と交換するトレースレステンソル場の生成演算子は横波ト

レースレス場 hTT
ij の最低次の正計量モード c†1(Mx)だけであることが分か

る。スカラー場、共形モード場の時と同様に、Qh
M と可換な生成複合演

算子は、具体的な SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数の値は知らなくて

も、三角不等式と交差関係式を用いて分類をすることができる。この場

合階数が 4までのテンソルの足を持った複合演算子が現れる。表 5.2にト

レースレステンソル場の物理的状態の構成要素をまとめた。具体的な式

は複雑なのでここでは割愛する。

rank of tensor index 0 1 2 3 4

creation op. A†
LN B†

L− 1
2
(Ny)

c†1(Nx) D†
L− 1

2
(Nz)

E†
L(Nw)

A†
L−1N E†

L−1(Nw)

weight (L ∈ Z≥3) 2L 2L 2 2L 2L

表 5.2: トレースレステンソル場についての物理状態の構成要素。

物理状態とスケーリング次元 物理状態は、上で求めた構成要素を共形不

変な真空に作用させて、S3回転不変になるようにSU(2)×SU(2)Clebsch-

Gordan係数を用いてテンソルの足をすべて縮約し、ハミルトニアン条件

を満たすように共形モード場のゼロモードを決めると、構成できる。

ハミルトニアン条件を満たす状態を構成するためにQM 不変な p̂の固

有状態

|p,Ω〉 = eipq̂|Ω〉 = eip
√

2b1φ0 |Ω〉 (5.2.15)
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を導入する。ここで、p̂の固有値は p+ i
√

2b1になる。この状態にQM と

可換な構成要素を回転不変に組んで作用させたものをRn(S
†, · · ·)|p,Ω〉と

書く。ここで、nは演算子Rnの共形次元を表している。状態の構成の仕

方から分かるように、nは正の偶数で与えられる。2次元量子重力の時の

ような有理数や負になるような演算子は出てこない。この状態のハミル

トニアン条件は (p+ i
√

2b1)
2/2 + b1 + n = 4になる。Riegert作用の前の

係数は b1 > 4を満たすことから、pの値は純虚数になる。二つある解の内

で、大きな b1の極限で正準値 4 − nに近づく方を選んで p = −iγn/
√

2b1

と書くと、その解は

γn = 2b1

(
1 −

√
1 − 4 − n

b1

)

= 4 − n +
(4 − n)2

4b1
+ o(1/b21) (5.2.16)

で与えられ、物理的状態は

Rn(S
†, · · ·)eγnφ0|Ω〉 (5.2.17)

となる。

例として共形次元 nが 4以下の物理状態について見てみる。恒等演算

子 (identity operator)R0 = Iが量子重力の衣を着た状態は

eγ0φ0|Ω〉 (5.2.18)

で与えられる。これは物理的な計量を与える宇宙項に相当する。n = 2の

状態は

S†
00e

γ2φ0 |Ω〉, Φ†
00e

γ2φ0 |Ω〉 (5.2.19)

で与えられる。左はスカラー曲率
√−gR、右は√−gX2にそれぞれ相当

する。n = 4の状態は、γ4 = 0であることを考慮して、

∑
N,x

εNc
†
1(−Nx)c

†
1(Nx)|Ω〉, S†

00S†
00|Ω〉,

∑
N

εNS
†
1−NS

†
1N |Ω〉,

Φ†
00S†

00|Ω〉, (Φ†
00)

2|Ω〉 (5.2.20)
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で与えられる。

共形不変性は一般座標不変性と同等である。ゼロモード pが純虚数であ

ることは共形場がスカラー曲率のような一般座標不変な実数の複合場で

あることを表している。相関関数を求めるためには、2次元量子重力のと

きと同様、Einstein作用のようなゼロモード電荷 γnをもったポテンシャ

ル項を作用に加えて議論する必要がある。2次元では相関関数を計算する

方法が開発されているが、4次元量子重力ではまだその方法は確立してい

ない。

相関関数の計算は難しいけれども、その振る舞いを規定する量子重力

の共形場On = Rne
γnφのスケーリング次元は次のように計算することが

できる。2次元のときと同様に、そのスケーリング次元を∆nとして定数

Weylスケール変換 d4xOn → ω4−∆nd4xOnを考える。距離の基準となる

n = 0の宇宙項のスケーリング次元をゼロとすると、Weylスケール変換

は共形モード場のゼロモードのシフト φ0 → φ0 + (4/γ0) lnωとして表さ

れる。ゼロモード因子 eγnφ0 をもつ共形場On (n > 0)はこの変換の下で

d4xOn → ω4γn/γ0d4xOnと変換することからそのスケーリング次元は

∆n = 4 − 4
γn
γ0

(5.2.21)

で与えられることが分かる。これは、4次元での共形場の物理的条件∆n >

1を満たしている。

これら一般座標不変な物理状態は正計量のモードと負計量のモードが

交じり合った状態として記述され、負計量のモードが単独で現れること

はない。この点が 1970年代に研究された高階微分量子重力との大きな違

いの一つである。当時はゲージ対称性として一般座標変換 (4.2.1)だけを

考慮していたため、結合定数が消える極限では正計量と負計量のモード

が交わることがなく、ゲージ不変な漸近場として負計量のモードが単独

で現れてユニタリ性を壊していた。一方、ここでは一般座標不変性をあ

らわす共形不変性によって二つのモードが結びついて、負計量モードが

単独で現れることを禁止している。

このことから、ユニタリ性にとって大事なのはゲージ不変ではない各
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モードの符号ではなく、一般座標不変な組み合わせである重力場作用全

体の符号の正しさであるといえる。くりこみ可能な量子重力の作用は下

にバウンドされた正しい符号をもっているので経路積分が正しく定義さ

れ、物理状態である共形場の実数性を破るような要因が存在しない。そ

れゆえ、その 2点相関関数の振幅はユニタリ性の条件である正の数とな

ることが期待される。特に n = 2のスカラー曲率に相当する演算子の 2

点相関関数は宇宙初期のスペクトルを与える。

結合定数が大きくなるとこんどは相互作用によって正計量と負計量の

モードが交わり始める。一方で共形不変性は破れ始め、いわゆる漸近場

を定義することのできる古典的な時空が現れる。第 2章の最後に議論し

たように、この場合は 1970年代の議論が適用できて、負計量のモードは

相互作用によってその伝播関数の極が虚数となり、現実の世界には現れ

ないことが示せる。このように負計量のモードは量子論的なバーチャル

状態として、特異点の解消やくりこみ可能性を保障するために存在する

ゴーストで、現実の世界に現れることはないと考えられる。それは、4階

微分量子重力作用が (2.1.1)のように h̄を含まないことからも示唆される。
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この章では前章まで議論してきた共形場理論からの摂動展開として 4

次元量子重力のくりこみ理論を構築する。それはWeyl作用の前の結合定

数 tについての摂動展開で与えられる。

具体的な計算方法として、いくつかある紫外発散の正則化法のなかで、

ここでは次元正則化を用いる。この方法は現在一般座標不変性を保った

まま高次のくりこみ計算ができる唯一の正則化法である。

この方法の特徴は測度の選び方によらないことである。4次元で定義さ

れた DeWitt-Schwinger法などでは発散量である δ(4)(0) = 〈x|x′〉|x′→xを

有限化して評価する1。それが経路積分測度からの寄与に相当するが、次

元正則化ではこの量は δ(D)(0) =
∫
dDk = 0により恒等的にゼロになる。

次元正則化では測度からの寄与に相当する共形異常は 4次元とD次元の

間に含まれていて、有限化した後に 4次元にもどしてもその寄与は残る。

そのため、D次元での共形モードの依存性を注意深く扱う必要がある。

6.1 次元正則化とD次元量子重力作用

この章では簡単のためフェルミオンのフレーバー数が nF の量子電磁気

学 (QED)と結合した系を例に議論する。D次元での量子重力の裸の作用

1理論に固有な正定置の正則化演算子Dを用いて δ(4)(0) = 〈x|e−tD|x〉|t→0 と書くこ
とができる。この量は熱伝道方程式 (∂t + D)〈x|e−tD|x〉 = 0を解くことで求めることが
できる。そのため熱核 (Heat Kernel)法とも呼ばれる。
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は、あらかじめ Euclid計量にWick回転して、

I =
∫
dDx

√
g
{

1

t2
C2
µνλσ + bED +

1

4
FµνF

µν +
nF∑
j=1

iψ̄jD/ψj −
M2

P

2
R+ Λ

}

(6.1.1)

で与えられる。最初の重力作用はD次元に一般化されたWeyl作用で、

C2
µνλσ = RµνλσR

µνλσ − 4

D − 2
RµνR

µν +
2

(D − 1)(D − 2)
R2 (6.1.2)

と定義される。EDは拡張されたEuler密度E4をD次元に一般化したも

ので、

ED = GD − 4(D − 3)2

(D − 1)(D − 2)
∇2R (6.1.3)

と定義される。ここで、

GD = G4 +
(D − 3)2(D − 4)

(D − 1)2(D − 2)
R2 (6.1.4)

である。G4は (2.1.4)式で与えられる通常の Euler密度の組み合わせで、

GDはそれをD次元に一般化したものである。EDを時空体積で積分した

作用はGDを時空体積で積分したものと同じである。

Dirac微分演算子はD/ = eµαγαDµで定義される。ここで、e α
µ は 4脚場

(vierbein field)のD次元版で、関係式 e α
µ eνα = gµν と eµαe

µ
β = δαβ を満

たす。Diracのガンマ行列は {γα, γβ} = −2δαβと規格化されている。フェ

ルミオン場に作用する共変微分はDµ = ∂µ + 1
2
ωµαβΣ

αβ + ieAµで定義さ

れる。ここで、接続 1フォーム (connection 1-form)と Lorentz生成子は、

それぞれωµαβ = eνα(∂µeνβ −Γλµνeλβ)とΣαβ = −1
4
[γα, γβ]で与えられる。

詳しいことは付録A.2にまとめている。

トレースレステンソル場、ゲージ場、フェルミオン場のくりこみ定数

は通常の処方箋にしたがって

Aµ = Z
1/2
3 Arµ, ψj = Z

1/2
2 ψrj , hµν = Z

1/2
h hrµν (6.1.5)

と定義する。また、QEDとトレースレスモードの結合定数については

e = Zeer, t = Zttr (6.1.6)
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と定義する。Ward-Takahashi恒等式 (Z1 = Z2)は量子重力と結合した系

でも成り立って、くりこみ定数は Ze = Z
−1/2
3 を満たす。

量子重力のくりこみでもっとも特徴的なことは、共形モード場がくり

こみを受けないことである。これは共形モード場に結合定数を導入して

いないからで、くりこみ定数は

Zφ = 1 (6.1.7)

となる。

次元正則化では紫外発散はD − 4の負べきで現れる。そのため、それ

らを除去するためのくりこみ定数はD − 4の Laurent展開で与えられ、

Z3 = 1 +
x1

D − 4
+

x2

(D − 4)2
+ · · · (6.1.8)

のように定義される。その他の Z定数も同様に展開される。ここで、留

数 x1、x2はくり込まれた結合定数 erと trの関数で与えられる。

一方、Euler密度に比例した紫外発散を取り除くために導入した定数 b

は、Euler項が運動項をもたないため、新たな結合定数ではない。そのた

め、D − 4の負べきだけで

b =
1

(4π)2

∞∑
n=1

bn
(D − 4)n

(6.1.9)

のように展開され、留数 bnは結合定数 erと trの関数で与えられる。

量子重力作用の決定 4次元量子重力の作用は一般座標不変性と積分可能

条件を課すと不定性なしに決まるが、D次元では任意性が現れる。先に

定義した重力作用は、D次元に一般化された積分可能条件と 2次元量子

重力との類似性を課すことで、任意性を固定して決定している。それに

ついて以下で説明する。

積分可能条件 (2.1.10)をD次元に一般化した式は

4η1 +Dη2 + 4(D − 1)η3 + (D − 4)η4 = 0 (6.1.10)
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で与えられる (付録A.1参照)。これを満たす作用の一つがD次元に一般

化されたWeylテンソルの 2乗である。

積分可能条件を満たす組み合わせとして、ほかにG4と

MD = ∇2R− D − 4

4(D − 1)
R2 (6.1.11)

がある。MDは自明な共形異常∇2Rの一般化であるが、D次元ではもは

や自明ではない。作用EDはこの二つの組み合わせ

ED = G4 + ηMD (6.1.12)

で与えられる。パラメータ ηは積分可能条件だけでは決まらないので、こ

こでは 2次元量子重力との類似性を使って決めることにする。

2次元量子重力の作用はスカラー曲率Rで与えられる。2次元の近傍で

D次元に一般化しても一般座標不変な作用はRだけである。この作用を

2次元のまわりで ∫
dDx

√
gR =

∞∑
n=0

(D − 2)n

n!
S(2)
n (φ, ḡ) (6.1.13)

と展開すると、各項 S(2)
n は

S(2)
n (φ, ḡ) =

∫
dDx

√
ḡ

{
φn∆̄2φ+ R̄φn + o(φn)

}
(6.1.14)

のような性質をもっている。ここで、o(φn)は高々φのn乗積の項である。

S
(2)
1 は第 3章で扱った Liouville作用である。

同様のことを 4次元近傍で考えてみる。作用 ED の 4次元のまわりの

展開 ∫
dDx

√
gED =

∞∑
n=0

(D − 4)n

n!
Sn(φ, ḡ) (6.1.15)

を考え、展開された各項が

Sn(φ, ḡ) =
∫
dDx

√
ḡ

{
2φn∆̄4φ+ Ē4φ

n + o(φn)
}

(6.1.16)

の性質を持つものを探すことにする。ここで、S1 は第 4章で導入した

Riegert作用である。この条件のもとで、不定パラメータは唯一に決まって

η = − 4(D − 3)2

(D − 1)(D − 2)
(6.1.17)
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で与えられる。この値は 4次元では−2/3となり拡張されたオイラー密度

E4の組み合わせと一致する。

このようにして決めた作用GD(6.1.4)はHathrell2 による曲がった時空

での 3ループ (e6r)の共形異常の計算結果を再現する。彼の計算では重力

の裸の作用、すなわちくりこみ項としてD次元Weyl作用のほかに、

bG4 + cH2 (6.1.18)

が採用されている。ここで、H = R/(D−1)である。量子重力の作用 bGD

は二つの係数の間に

c =
(D − 3)2(D − 4)

(D − 2)
b (6.1.19)

の関係があることを言っている。この関係式は、bのLaurent展開式 (6.1.9)

を使い、cも bと同様に Laurent展開すると、留数の間に関係式

c1 =
(D − 3)2

D − 2
b2 =

1

2
b2 + o(D − 4) (6.1.20)

が成り立つことを意味している。Hathrellの結果は正にこの関係式が e6r

で成り立つことを示している。彼はさらにこの関係がQEDだけでなく、

4点相互作用を持つスカラー場の場合にも成り立つことを示している。そ

の後、この関係式は非可換ゲージ場の場合にも成り立つことが示された。

このことは、GDの組み合わせが普遍的であること示唆している。

以下の議論ではこの作用を用いて高次のくりこみ計算を行い、矛盾が

ないことを示す。特に、くりこみ可能条件でもあるZφ = 1(6.1.7)が成り

立つことを具体的な計算によって示す。

6.2 くりこみの処方箋と共形異常

くりこみは裸の作用をくり込まれた量を用いて Laurent展開すること

で実行される。その際D − 4の負べきを持った項を紫外発散を消去する

2S. Hathrell, Ann. of Phys. 142 (1982) 34.
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ためのくりこみ項 (counterterm)とし、ゼロ又は正のべきをもった項を新

たな運動項や相互作用項として扱う。

はじめにゲージ場の場合を議論する。くりこみ定数Z3の Laurent展開

式 (6.4.12)を使うとゲージ場の裸の作用は

1

4

∫
dDx

√
gFµνF

µν

=
1

4
Z3

∫
dDxe(D−4)φF r

µνF
r
λσ ḡ

µλḡνσ

=
1

4

∫
dDx

{(
1 +

x1

D − 4
+

x2

(D − 4)2
+ · · ·

)
F r
µνF

r
λσḡ

µλḡνσ

+
(
D − 4 + x1 +

x2

D − 4
+ · · ·

)
φF r

µνF
r
λσ ḡ

µλḡνσ

+
1

2

(
(D − 4)2 + (D − 4)x1 + x2 + · · ·

)
φ2F r

µνF
r
λσḡ

µλḡνσ

+ · · ·
}

(6.2.1)

のように展開される。ここで、くり込まれたゲージ場は

F r
µν = ∇µA

r
ν −∇νA

r
µ = ∂µA

r
ν − ∂νA

r
µ (6.2.2)

で与えられる。Laurent展開式 (6.2.1)の最初の列はゲージ場の通常の運

動項とくりこみ項である。トレースレステンソル場で展開するとさらに

相互作用項とそれに伴うくりこみ項が現れる。

第二列は通常の平坦な時空上の量子化では現れない項で、φF r2
µνはゲージ

場の共形異常F r2
µνを共形モード場について積分して得られるWess-Zumino

作用である。逆に、この作用を共形モード場で変分すると共形異常が得

られる。このように共形異常はベータ関数と関係していて、共形異常の

「異常」はゲージ異常ではなく異常次元のそれに対応する。第三列は高次

の共形異常を出す項である。

同様にして、Weyl作用を考えることが出来る。3 D次元では共形モー

3量子重力のくりこみ項は Duff, Nucl. Phys. B125 (1977) 334が採用したくりこみ
項とは異なることに注意。Duffのくりこみ項は D次元の積分可能条件を満たさない 4
次元で定義されたWeylテンソルの二乗のため、1ループでの有限項 (余分な R2項の出
現)や共形異常の高次補正に違いが現れてきて問題となる。
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ド依存性が

1

t2

∫
dDx

√
gC2

µνλσ =
1

t2

∫
dDx

√
ḡe(D−4)φC̄2

µνλσ (6.2.3)

となるので、裸の量をくり込まれた量に置き換えてLaurent展開すると相

互作用項及びくりこみ項が出てくる。その中に共形異常に関係したWess-

Zumino相互作用 φnC̄2
µνλσが現れる。

次にEuler項を議論する。係数 bのLaurent展開式 (6.1.9)とEuler密度

の展開式 (6.1.15)から裸の作用は

b
∫
dDx

√
gED

=
1

(4π)2

∫
dDx

{(
b1

D − 4
+

b2
(D − 4)2

+ · · ·
)
Ḡ4

+
(
b1 +

b2
D − 4

+ · · ·
)(

2φ∆̄4φ+ Ē4φ+
1

18
R̄2

)

+
1

2

(
(D − 4)b1 + b2 + · · ·

)(
2φ2∆̄4φ+ Ē4φ

2 + · · ·
)

+ · · ·
}

(6.2.4)

と展開される。展開の最初の列はG4に比例した発散を取り除くためのく

りこみ項である。第二列はその発散から誘導されるWess-Zumino作用S1

で、Riegert作用 SR(4.1.5)のことである。この作用が共形モードの運動

項を与える。第三列は高次で現れる新たなWess-Zumino作用 S2である。

係数 bnは一般に結合定数に依存した関数であるが、最低次の b1は定数

項を含んでいる。この定数項から伝播関数が定義されるので、以下では

b1(tr, er) = b1 + b′1(tr, er) (6.2.5)

のように定数項を b1と書き、その他の結合定数による部分を b′1と書いて

区別することにする。一方、n ≥ 2の係数はこのような定数項を含まない。

フェルミオンの作用は一般のD次元で共形不変である (付録A.2参照)。

すなわちフェルミオン場を適当に再定義することで共形モード依存性を

吸収することが出来る。次元正則化は測度の選び方によらないので、共
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形モード依存性が消えるように定義されたフェルミオン場を使うことに

する。裸のフェルミオン作用を平坦な背景時空のまわりで展開すると
∫
dDxiψ̄D̄/ψ

=
∫
dDx

{
iψ̄γµ∂µψ − i

t

4
(ψ̄γµ∂νψ − ∂νψ̄γµψ)hµν

+i
t2

16
(ψ̄γµ∂νψ − ∂νψ̄γµψ)hµλhνλ + i

t2

16
ψ̄γµνλψhµσ∂λhνσ

−eψ̄γµψAµ +
et

2
ψ̄γµψAνhµν −

et2

8
ψ̄γµψAνhµλhνλ

}
+ o(t3)

(6.2.6)

となる。ここで、γµνλ = 1
3!

(γµγνγλ + anti-sym.)である。裸の結合定数 e

と t、裸のフェルミオン場ψをくり込まれた量で展開すると、相互作用項

及びくりこみ項を得る。平坦なEuclid背景時空の脚はすべて下付で表し、

同じものは δµν で縮約をとるものとする。

6.3 伝播関数と相互作用

共形モード場とトレースレステンソル場の運動項を導出する。さらに、

Wess-Zumino作用を結合定数で展開して、以下の計算で必要なこれらの

場の間の相互作用を書き下す。

トレースレステンソル場のゲージ固定 くりこみ計算を行うために、ト

レースレステンソル場のゲージ固定を行う。Weyl作用の運動項は

1

t2

∫
dDx

√
gC2

µνλσ

=
∫
dDx

{
D − 3

D − 2

(
hµν∂

4hµν + 2χµ∂
2χµ

)
− D − 3

D − 1
χµ∂µ∂νχν

}
(6.3.1)

で与えられる。ここで、χµ = ∂λhλµ、平坦なEuclid背景時空でのダラン

ベールシャンを ∂2 = ∂λ∂λと書いている。
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BRSTゲージ固定の処方箋に従ってゲージ固定項とそれに伴うゴース

ト作用

IGF+FP =
∫
dDxδB

{
c̃µNµν

(
χν −

ζ

2
Bν

)
+ c̃

(
∂µAµ −

α

2
B

)}
(6.3.2)

を導入する。c̃µと c̃は反ゴースト場、BµとBは補助場である。Nµνは対

称な 2階微分の演算子で、ここでは

Nµν =
2(D − 3)

D − 2

(
−2∂2δµν +

D − 2

D − 1
∂µ∂ν

)
(6.3.3)

を採用する。

トレースレステンソル場及びゲージ場のBRST変換は、一般座標変換

の変数 ξµ/tをゴースト場 cµに、U(1)ゲージ変換の変数をゴースト場 cに

置き換えて、

δBhµν = ∂µcν + ∂νcµ −
2

D
δµν∂λcλ + tcλ∂λhµν

+
t

2
hµλ (∂νcλ − ∂λcν) +

t

2
hνλ (∂µcλ − ∂λcµ) + · · · ,

δBAµ = ∂µc+ t (cλ∂λAµ + Aλ∂µcλ) (6.3.4)

で与えられる。このとき、ゴースト場、反ゴースト場、補助場の BRST

変換は

δBcµ = tcλ∂λcµ,

δBc = tcλ∂λc,

δBc̃µ = Bµ, δBBµ = 0,

δBc̃ = B, δBB = 0 (6.3.5)

となる。

共形モード場はゲージ固定項には現れない。そのBRST変換は

δBφ = tcλ∂λφ+
t

D
∂λcλ (6.3.6)

で与えられる。
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BRST変換を使うとゲージ固定項とゴースト作用は

IGF+FP =
∫
dDx

{
BµNµνχν −

ζ

2
BµNµνBν − c̃µNµν∂λ(δBhνλ)

+B∂µAµ −
α

2
B2 − c̃∂µ(δBAµ)

}
(6.3.7)

と書ける。さらに、補助場BとBµを積分して消去するとゲージ固定項

は4

IGF =
∫
dDx

{
1

2ζ
χµNµνχν +

1

2α
(∂µAµ)

2

}
(6.3.8)

となる。ここで、α = 1、ζ = 1をFeynmanゲージと呼ぶ。以下ではこの

ゲージを使う。

裸の量をくり込まれた量に置き換えると伝播関数、頂点関数及び紫外

発散を取り除くためのくりこみ項が導かれる。その際、ゲージ固定パラ

メータのくりこみ定数は α = Z3αrと ζ = Zhζrで定義される。このとき、

各運動項のくりこみ項はゲージ不変な形になる。また、ゴースト場に対

しても新たなくりこみ定数を導入する必要がある。

Feynmanゲージでは運動項の中の最初の hrµν∂
4hrµν項だけが残って、ト

レースレステンソル場の伝播関数は

〈hrµν(k)hrλσ(−k)〉 =
D − 2

2(D − 3)

1

k4
IHµν,λσ (6.3.9)

で与えられる。ここで、

IHµν,λσ =
1

2
(δµλδνσ + δµσδνλ) −

1

D
δµνδλσ (6.3.10)

はトレースレス成分への射影を表す演算子で、I2
H = IH を満たす。

共形モード場の伝播関数及び相互作用 共形モード場の伝播関数及びト

レースレステンソル場との相互作用項を書き下す。Laurent展開式 (6.2.4)

の第二列の最初の項

b1
(4π)2

S1(φ, ḡ) =
b1

(4π)2

∫
dDx

{
2φ∆̄4φ+ Ē4φ+

1

18
R̄2

}
(6.3.11)

4Bµを積分すると det−1/2(Nµν)が現れる。背景場の方法のように曲がった背景時空
を考える場合はこの行列式を評価する必要がある。
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から伝播関数

〈φ(k)φ(−k)〉 =
(4π)2

4b1

1

k4
(6.3.12)

が求まる。ここで、b1はモデルによって決まる数であるが、ループ計算

の際は任意の数として実行する。

結合定数 tで展開すると共形モード場とトレースレステンソル場の間

の相互作用項を得られる。以下の計算で必要な項は

L2
S1

=
b1

(4π)2

{
−2

3
t∂2φ∂µ∂νhµν +

1

18
t2(∂µ∂νhµν)

2
}
,

L3
S1

=
2b1

(4π)2
t
{
2∂µφ∂ν∂

2φ+
4

3
∂µ∂λφ∂ν∂λφ

−2

3
∂λφ∂µ∂ν∂λφ− 2∂µ∂νφ∂

2φ
}
hµν ,

L4
S1

=
2b1

(4π)2
t2

{
∂2φ∂µ∂νφhµλhνλ + ∂µ∂νφ∂λ∂σφhµνhλσ

+ hの微分を含む項
}

(6.3.13)

である。ここで、L2
S1
は Ē4φの中の (∇̄2R̄)φ項と R̄2項から、 相互作用

L3
S1
と L4

S1
はどちらも φ∆̄4φ項から導かれる。

6.4 くりこみ定数の計算

この節ではいくつか具体的な計算を示しながら紫外発散のくりこみを

議論する。以下の計算からも分かるように、量子重力ではループ展開は h̄

展開にはならない。これは、共形モード場の運動項であるWess-Zumino

作用が量子効果として現れることからも分かる。第 2章でも述べたよう

に、4次元の 4階微分重力作用はWeyl作用も含めて完全に無次元の量で

あり、h̄のゼロ次で与えられることに由来する。

赤外発散を取り扱うために、ここでは重力場のモードに無限小の質量

zを加えて正則化する。すなわち φや hµν の伝播関数の運動量依存性を

1/(k2 + z2)2と置き換えて計算する。このとき赤外発散は log z2の形で現

れる。この質量項はゲージ不変ではないので最終的には相殺する。
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一方、Einstein項や宇宙項は質量項と見なすことはできない。4階微分

重力作用は結合定数 trの展開にともなって共形モード場の依存性が多項

式で現れるが、宇宙項や Einstein作用は結合定数の最低次でも共形モー

ド場の指数関数を含む形でゲージ不変になるため、場の二次の項で定義

されるゲージ不変な質量項を与えない。共形不変性はMP等の依存性が

べき的な振る舞いをすることを示唆している。このような複合場のくり

こみ計算は後の節で議論する。

ここで、以下の計算に出てくる量をまとめて

D = 4 − 2ε, tr = t̃rµ
ε, er = ẽrµ

ε, b = b̃µ−2ε (6.4.1)

と定義しておく。t̃rと ẽrは無次元化された結合定数で、µは任意の質量

スケールである。指数関数の肩にも現れる共形モード場はD次元でも無

次元の場である。これに対し、結合定数と組で現れるトレースレステン

ソル場は次元 µ−εを持つ。

共形モード場の非くりこみ定理 (1) はじめに、Feynmanグラフが図 6.1

で与えられる次数 t2r の共形モード場の 2点関数の計算を行い、この場が

固有の結合定数を持たないことからくりこみを受けないことを直接的に

示す。

tr tr

(1)

t2
r

(2)

図 6.1: 共形モード場の次数 t2r の補正。

相互作用 L3
S1
より、図 6.1(1)からの寄与は

∫ dDk

(2π)D
φ(k)φ(−k)

{
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−b1
6

t2r
(4π)2

D − 2

2(D − 3)

∫
dDl

(2π)D
1

(l2 + z2)2{(l + k)2 + z2}2

×
[
6(l2k6 + l6k2) + 24l4k4 − 16(l · k)(l2k4 + l4k2) − 20(l · k)2l2k2

−2(l · k)2(l4 + k4) + 8(l · k)3(l2 + k2) + 8(l · k)4

+
4 −D

3D

(
−36l4k4 + 24(l · k)(l2k4 + l4k2) + 40(l · k)2l2k2

−4(l · k)2(l4 + k4) − 16(l · k)3(l2 + k2) − 16(l · k)4
)]}

. (6.4.2)

となる。付録Dの公式を用いて運動量 lの積分を z � 1の条件で実行す

ると、{ }括弧内は

2b1
(4π)2

k4

[
−3

t̃2r
(4π)2

(
1

ε̄
− log

z2

µ2
+

7

6

)]
, (6.4.3)

と計算される。ここで、1/ε̄ = 1/ε− γ + log 4πと定義している。このと

き非局所項 log k2/µ2は相殺して現れない。

オタマジャクシ (tadpole)図 6.1(2)からの寄与は相互作用L4
S1
より容易

に計算できる。hµνの微分が含まれる相互作用項が関係する図は運動量積

分をすると消えるので、記された 2項だけが寄与して

2b1
(4π)2

k4

[
3

t̃2r
(4π)2

(
1

ε̄
− log

z2

µ2
+

7

12

)]
. (6.4.4)

を得る。

二つのFeynmanグラフからの寄与を足すと紫外発散及び赤外発散が相

殺することが分かる。このように t2rの次数で Zφ = 1が示された。

トレースレステンソル場のくりこみ トレースレステンソル場のくりこ

みは 2点関数と 3点関数を計算することが必要である (図 6.2)。ここで、

Weyl作用はトレースレスモードの 2点関数及び 3点関数を含むが、係数

bnを決めるために必要な Ḡ4に比例したくりこみ項は 3点関数からしか現

れない。

トレースレステンソル場のくりこみ計算は大変である。ここでは、非

可換ゲージ場や重力場のくりこみの際にしばしば用いられる方法である



82 第 6章 くりこみ理論

(1) (2)

図 6.2: トレースレステンソル場の 2点関数及び 3点頂点関数のループ補正。

背景場の方法 (background field method)を用いて計算された結果だけを

書くことにすると、結合定数 trのくりこみ定数は

Zt = 1 −
(
nF
80

+
5

3

)
t̃2r

(4π)2

1

ε
− 7nF

288

ẽ2r t̃
2
r

(4π)4

1

ε
+ o(t̃4r) (6.4.5)

で与えられる。1ループ Feynmanグラフからの次数 t2rの寄与は、内線に

フェルミオンが伝播する図から−nF /80、U(1)ゲージ場及びそのゴース

ト場から−1/40、共形モード場からの寄与が 1/60、トレースレステンソ

ル場及びそのゴースト場からの寄与が−199/120である。次数 t2re
2
r の寄

与は内線として重力場以外のフェルミオンとゲージ場が伝播する 2ルー

プの Feynmanグラフからの寄与である。

背景場の方法では背景場として ĝµν = (etĥ)µνを導入して、くりこみ定数

Zĥを ĥµν = Z
1/2

ĥ
ĥrµνと定義すると、ゲージ不変性の条件であるZtZ

1/2

ĥ
= 1

が満たされることが保障される。このように、背景場の方法のよいとこ

ろは、通常のくりこみではZhはゲージ依存性を示すのに対して、背景場

のくりこみ定数Zĥは明白にゲージ不変になることである。そのため、Zĥ
を計算すると Ztが計算できる。上の式はこのようにして計算されたもの

である。

結合定数 trのベータ関数の定義式は

βt = µ
d

dµ
t̃r (6.4.6)

で与えられる。もともとの作用で定義される裸の量は、次元を補うため
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に導入した任意の質量スケール µに依存しない。この条件から

0 = µ
d

dµ
t = µ

d

dµ
(Ztt̃rµ

ε) (6.4.7)

が成り立つので、ベータ関数は

βt = −εt̃r − t̃r
µ

Zt

dZt
dµ

(6.4.8)

と表すことができる。これより、無次元化された結合定数のスケール依存

性がµdt̃r/dµ = βt = −εt̃r +o(t̃2r)であることが分かる。同様にµdẽr/dµ =

−εẽr + · · ·なので、これらの式を使ってくりこみ定数 (6.4.5)からベータ

関数を求めることができて、

βt = −
(
nF
40

+
10

3

)
t3r

(4π)2
− 7nF

72

e2rt
3
r

(4π)4
+ o(t5r) (6.4.9)

と計算される。このように、ベータ関数が負になって、トレースレステ

ンソル場の結合定数は漸近自由性を示すこと分かる。

Euler密度 Ḡ4に比例した紫外発散から

b̃1 =
11nF
360

+
40

9
, b̃′1 = −n

2
F

6

ẽ4r
(4π)4

+ o(t̃2r),

b̃2 =
2n3

F

9

ẽ6r
(4π)6

+ o(t̃4r) (6.4.10)

が決まる。係数 b1の中の最低次の結合定数を含まない項の内訳はフェルミ

オンとゲージ場から (11nF + 62)/360、共形モード場から−7/90、トレー

スレステンソル場から 87/20である。b1の e4r の項及び b2の e6r の項は内

線に重力場以外の場が伝播する 2ループ及び 3ループの Feynmanグラフ

からの寄与である。

共形モード場の非くりこみ定理 (2) 共形モード場の 2点関数の計算か

ら、この場が t2rの次数でくりこみを受けないことはすでに示した。ここ

では、Hathrellの結果を使って e6r の次数まで Zφ = 1が成り立つことを

示す。
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図 6.3: 共形モード場の e4
r ループ補正。

QEDで計算された Z3の留数の値は

x1 =
8nF
3

ẽ2r
(4π)2

+ 4nF
ẽ4r

(4π)4
,

x2 = −32n2
F

9

ẽ6r
(4π)6

(6.4.11)

である。この値をゲージ場作用の Laurent展開式 (6.2.1)に代入すると

Wess-Zumino相互作用が得られる。その次数から e2r次の共形モード場の

2点関数は自明に有限になることがすぐに分かる。

次数 e4rの量子補正を表す Feynmanグラフは図 6.3で与えられる。ここ

で、円の中に 2lpと書かれている部分はゲージ場の 2ループ自己エネル

ギーグラフである。内部グラフ (subdiagram)の発散を相殺するためのく

りこみ項を内部に含む図は簡単のため省略している。また、次数 e4rでは

内部グラフ以外にはくりこみ項は現れない。なぜなら、先に示したよう

に 2重極の留数 b2は次数 e6rから現れるので、2点関数の全体の紫外発散

を消去する単純極のくりこみ項は、作用EDの Laurent展開式 (6.2.4)よ

り、次数 e6rから現れる。

各グラフについて述べると、図 (5)からの寄与は、ゲージ場の 2ループ



6.4. くりこみ定数の計算 85

自己エネルギーが単純極の発散しか出さないことから、共形モード場の

頂点にある εと相殺して自明に有限になる。また、フェルミオンループ

を含むゲージ場の 4点関数は有限になることから、図 (6)と図 (7)も有限

である。このように、単純極の紫外発散を出すグラフは図 (1)から図 (4)

で、すべて加えると相殺して有限になる。

次数 e6rの場合も同様にして、Hathrellの結果を用いると、Zφ = 1を示

すことができる。次数 e6rの計算で留意すべき点は、先にも述べたように、

留数 b2が値を持つため共形モードの運動項に単純極のくりこみ項が現れ

ることである。

ゲージ場のくりこみ U(1)ゲージ場のくりこみ定数 Z3への重力相互作

用の寄与を計算する。内線にトレースレステンソル場が伝播する次数 t2r

の補正は図 6.4の Feynmanグラフで与えられる。この寄与は、自己エネ

ルギー図 (1)とオタマジャクシ図 (2)からの紫外発散が相殺して有限にな

ることが分かる。

図 6.4: Z3の t2r ループ補正。

内線に共形モードが伝播するFeynmanグラフは次数 e4rから現れる。そ

の中で、単純極が生じる図は三つで、図 6.5で与えられる。先にも述べた

ように、単純極しか出さないゲージ場の 2ループ自己エネルギーなどを

含む Feynmanグラフは自明に有限になるので省略している。また、次数

e6rで 2重極を生じる Feynmanグラフは図 6.6で与えられる。

通常のQEDの量子補正 (6.4.11)に、これらの図からの寄与を加えると、
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図 6.5: Z3に次数 e4
r の単純極を与える Feynmanグラフ。

図 6.6: Z3に次数 e6
r の 2重極を与える Feynmanグラフ。

くりこみ定数 Z3は

Z3 = 1 − 4nF
3

ẽ2r
(4π)2

1

ε
+

(
−2nF +

8

27

n2
F

b̃1

)
ẽ4r

(4π)4

1

ε

+

(
−8n2

F

9
+

8

81

n3
F

b̃1

)
ẽ6r

(4π)6

1

ε2
+ o(ẽ2r t̃

2
r, t̃

4
r) (6.4.12)

となる。

QEDの結合定数のベータ関数は

βe = µ
dẽr
dµ

(6.4.13)

で定義される。重力場と結合している場合でもWard-Takahashi恒等式

Z1 = Z2は成り立つので、結合定数 erのくりこみ定数はZe = Z
−1/2
3 で与

えられる。これより、ベータ関数は

βe = −εẽr +
ẽr
2

µ

Z3

dZ3

dµ
(6.4.14)

と書くこともできる。

ベータ関数を計算するまえに、くりこみ定数に表れる多重極の留数の

間に成り立つ関係式について議論する。いま、Z3を一般的に

Z3 = 1 +
A1

ε
+
A2

ε2
+ · · ·+ 1

b̃1

(
B1

ε
+
B2

ε2
+ · · ·

)
+ · · · (6.4.15)
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と展開して、それぞれの係数を結合定数 ẽrの自乗の関数として、

A1 =
∑
n≥1

A1,nẽ
2n
r , A2 =

∑
n≥3

A2,nẽ
2n
r ,

B1 =
∑
n≥2

B1,nẽ
2n
r , B2 =

∑
n≥3

B2,nẽ
2n
r (6.4.16)

と定義する。このとき、ベータ関数の式 (6.4.13)と (6.4.14)の連立方程式

を εの各次数ごとに解くと、留数の間の関係式

A2,3 = −1

3
A1,1A1,2, B2,3 = −1

4
A1,1B1,2 (6.4.17)

が得られる。このとき、µdb̃1/dµ = 2εb̃1を使っている。図 6.5から計算さ

れた単純極の留数B1,2と図 6.6から計算された 2重極の留数B2,3は上の

関係式を満たしている。

最終的に、量子重力の補正を含めたQED結合定数のベータ関数は

βe =
4nF
3

e3r
(4π)2

+
(
4nF − 8

9

n2
F

b1

)
e5r

(4π)4
+ o(e3rt

2
r) (6.4.18)

で与えられる。このように、量子重力の効果は負で現れている。b1の値

を代入すると、nF ≥ 24ならば次数 e5rの項は全体が負になることが分か

る。このため、量子重力が有効になる力学的エネルギースケールΛQGま

で結合定数 er が発散しなければ、Landau特異点の問題を回避すること

ができるかもしれない。

共形モード場の非くりこみ定理 (頂点関数) 最後に頂点関数 φF r2
µν のく

りこみを考え、この関数がすでに計算されたZ3の情報だけで、すなわち

Zφ = 1で有限になることを示す。

ゲージ場のくりこみ定数 Z3に現れる 2重極が e6rから生じることから、

Laurent展開式 (6.2.1)より、Wess-Zumino相互作用 φF r2
µν の単純極のく

りこみ項は e6rから誘導される。このことから、非自明な紫外発散を含む

Feynmanグラフはこの次数から現れる。

はじめに、内線にQEDの場しか伝播しない場合を考える。簡単のため

以下では共形モード場の運動量をゼロに置いて計算する。紫外発散が生
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図 6.7: φF 2
µν 頂点関数の e6

r ループ補正 I。

じるFeynmanグラフは図 6.7で与えられる。最初の図 (1)と図 (2)はゲー

ジ場の 2ループの自己エネルギーに頂点関数nF e
2
rφF

r2
µνを付けたものであ

る。2ループの自己エネルギーは単純極を与えるので、この図も単純極を

与える。

図 (3)と図 (4)は 3ループの自己エネルギーに εφF r2
µν の頂点関数を付け

たものである。フェルミオンループが二つ存在する 3ループの自己エネ

ルギーは 2重極を与えることが知られているので、共形モードの頂点に

ある εを考慮するとこの図も単純極を与えることが分かる。

最後の図 (5)は Z3の 2重極にともなって出てくる単純極のくりこみ項

である。その他にも、一つのフェルミオンループにゲージ場が内線とし

て 2本伝播している 3ループの図に εφF r2
µν の頂点関数を付けた Feynman

グラフも存在する。ただ、フェルミオンループが一つしかない 3ループ

自己エネルギーの和は単純極しか生じないため、共形モード場の頂点関

数の εと相殺して自明に有限になるのでここでは省略した。
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それぞれの紫外発散の寄与をまとめると

ΓφAAµν (0; k,−k)|I =
{
−8

3
+

16

9
+

8

9

}
n2
F

e6r
(4π)6

1

ε

(
δµνk

2 − kµkν
)

= 0

(6.4.19)

のように相殺して有限になることが示せる。ここで、頂点関数の有効作

用は

Γ =
∫

dDk1

(2π)D
dDk2

(2π)D
φ(−k1 − k2)A

r
µ(k1)A

r
ν(k2)Γ

φAA
µν (−k1 − k2; k1, k2)

(6.4.20)

と規格化している。最初の項は図 (1)と図 (2)からの寄与の和で、第二項

は図 (3)と図 (4)から、最後は図 (5)のくりこみ項からの寄与である。

次に、内線に共形モード場が伝播するFeynmanグラフをもつ頂点関数

のくりこみを考える。紫外発散が生じる Feynmanグラフは図 6.8で与え

られる。他にも、ゲージ場の 2ループ及び 3ループ自己エネルギーを含む

Feynmanグラフが存在するが、それらは自明に有限になるので省略して

いる。この場合、共形モード場の誘導された自己頂点関数 φ3及び φ2F r2
µν

の相互作用が寄与するため、b
√
gEDのLaurent展開式 (6.2.4)の非自明な

検証になる。それぞれの寄与を足し合わせると紫外発散は相殺して

ΓφAAµν (0, k,−k)|II =
{
− 8

81
+

16

81
− 8

81

}
n3
F

b1

e6r
(4π)6

1

ε

(
δµνk

2 − kµkν
)

= 0

(6.4.21)

のように有限になる。ここで、最初の項は図 (1)から図 (3)までの和、第

二項は図 (10)から図 (13)までの和である。第三項は図 (14)からの寄与

で、Z3の 2重極に由来して生じる単純極のくりこみ項である。また、図

(4)から図 (9)までの紫外発散の寄与は加えると相殺して有限になる。

6.5 一般座標不変な有効作用

ここでは、有効作用を考えて、共形異常に伴うWess-Zumino作用が一

般座標不変性を保障するために現れることを見る。

はじめに、QEDにおける共形異常とベータ関数の関係について述べる。
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図 6.8: φF 2
µν 頂点関数の e6

r ループ補正 II。
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くりこみを行うと運動量空間で非局所項 log(k2/µ2)が有効作用に現れる。

これはくりこみ操作によるスケールの現れで、その前の係数がベータ関

数を与える。QEDの 2ループのベータ関数は、βe/er = y1/2と書くと

y1 =
8nF
3

e2r
(4π)2

+ 8nF
e4r

(4π)4
(6.5.1)

で与えられる。ここで、y1の e4r 項は留数 x1(6.4.11)のそれの二倍になっ

ている。

共形モードの依存性まで含めたQEDの有効作用は

ΓQED =

{
1 − y1

2
log

(
k2

µ2

)
+ x1φ+ 4nF

e4r
(4π)4

φ

}
1

4
F̄ r2
µν (6.5.2)

で与えられる。右辺の第 3項は留数 x1により誘導されたWess-Zumino作

用である。第 4項は図 6.9から来る有限な寄与である。簡単のため、ここ

では φのゼロモード部分だけを考えている。有効作用を φについての変

分すると共形異常が求まって、その係数は

δφΓQED =

(
x1 + 4nF

e4r
(4π)4

)
1

4

√
grF

r2
µν = y1

1

4

√
grF

r2
µν (6.5.3)

のようにベータ関数に比例する。

図 6.9: φF 2
µν 頂点関数の e4

r 有限補正。光子の 2ループ自己エネルギー補正が単

純極しかもたないので、それが頂点にある εと相殺して有限になる。

運動量の自乗は k2 (= kµkνδ
µν)のように平坦な背景時空上で定義され

ていることに注意して、ここでは元の計量 grµν (= e2φδµν)で定義された物

理的運動量

p2 = k2/e2φ (6.5.4)
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を導入する。これを用いて有効作用は

ΓQED =

{
1 − y1

2
log

(
p2

µ2

)}
1

4

√
grF

r2
µν (6.5.5)

のように一般座標不変な式で書くことができる。

このように共形異常はくりこみに伴うスケールの現われと関係する量

で、Wess-Zumino作用は非局所項を一般座標不変な形にするために現れ

る。そのため、共形異常はゲージ異常とは異なり、一般座標不変性を保つた

めに必要なものである。高次のベータ関数にともなう非局所項 logn(k2/µ2)

に対して φnF r2
µν のWess-Zumino作用が対応する。

同様のことがWeyl作用についても成り立つ。くりこみ操作にともなっ

て非局所項 log(k2/µ2)とWess-Zumino作用 φC2
µνλσ が誘導され、ベータ

関数を βt = −β0t
3
r (β0 > 0)とすると、有効作用は

ΓW =

{
1

t2r
− 2β0φ+ β0 log

(
k2

µ2

)}
C̄r2
µνλσ

=
1

t̄2r(p)

√
grC

r2
µνλσ (6.5.6)

で与えられる。括弧 { }内をまとめた関数 t̄r(p)が漸近自由性にともなう

ランニング結合定数で、

t̄2r(p) =
1

β0 log(p2/Λ2
QG)

(6.5.7)

と表される。pは物理的運動量 (6.5.4)である。力学的スケールはΛQG =

µ exp{−1/(2β0t
2
r)}と定義される。高次のベータ関数にともなう非局所項

logn(k2/µ2)に対して φnC2
µνλσが対応する。

次に、Euler項に伴う共形異常と関係した一般座標不変な有効作用につ

いて述べる。Euler密度 Ḡ4に比例した留数 b1の単純極の紫外発散にとも

なって生じる有効作用を考える。Ḡ4が 2点関数を持たないことから、対

応する Feynmanグラフはトレースレスモードの 3点関数の図 6.2(2)で与

えられ、それから得られる有限部分の形は

WG(ḡr) =
b1

(4π)2

∫
d4x

{
1

8
Ēr

4

1

∆̄r
4

Ēr
4 −

1

18
R̄2
r

}
(6.5.8)
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になると考えられる。R̄2に比例した項はWGが平坦な時空のまわりで展

開したときトレースレスモードの 2点関数を持たないことを保障してい

る。同時に、この作用の共形変分が Ḡ4に比例することも保障している。

有効作用はRiegert作用 b1S1とこの有限部分WGの和で与えられ、

b1
(4π)2

S1(φ, ḡr) +WG(ḡr) =
b1

8(4π)2

∫
d4x

√
grE

r
4

1

∆r
4

Er
4 (6.5.9)

と表される。このとき、R̄2項は相殺して一般座標不変な形になる。右辺

に現れたスケール不変な作用を非局所的Riegert作用と呼ぶ。これは、2

次元量子重力に於ける Polyakov作用の 4次元版に相当する。

さらに、Riegert作用密度 LS1 = b1/(4π)2 × {2φ∆̄r
4φ+ · · ·}の前の係数

が結合定数に依存した高次補正を含む場合を考える。次数 t2rの補正をラ

ンニング結合定数に置き換えて展開すると

ΓR =
(
1 − a1t

2
r(p) + · · ·

)
LS1(φ, ḡr)

=

{
1 − a1

[
t2r + 2β0t

4
rφ− β0t

4
r log

(
k2

µ2

)
+ · · ·

]}
LS1(φ, ḡr)

(6.5.10)

となることから、φ2∆̄r
4φの項が t4rの次数から現れることが分かる。それ

に伴って、非局所項も現れる。この項は単純極の発散に伴って現れる項

なので、展開式 (6.2.4)より係数 b2が t4rから表れることを示唆している。

このように、φn∆̄r
4φ (n ≥ 2)項は係数の結合定数依存性がランニング結

合定数で置き換えることができることを保障していると考えることがで

きる。

6.6 宇宙項のくりこみ

この節では宇宙項を例にあげて複合場の異常次元のくりこみ計算を行

い、その結果が共形代数から得られたものと一致することを確かめる。

共形モード場を厳密に取り扱っているので、宇宙項は指数関数の複合



94 第 6章 くりこみ理論

場として

IΛ = Λ
∫
dDx

√
g = Λ

∫
dDxeDφ (6.6.1)

と表される。共形モード場がくりこみを受けないことから、くりこみは

裸の宇宙定数を

Λ = ZΛΛr = ZΛΛ̃rµ
−2ε (6.6.2)

と置き換えて実行される。ここで、Λrはくり込まれた宇宙定数、ZΛはそ

のくりこみ定数である。また、正準次元 4をもつ宇宙項を Λ̃rと書くこと

にする。

くりこみ定数を

ZΛ = 1 +
u1

D − 4
+

u2

(D − 4)2
+ · · · (6.6.3)

と Laurent展開すると、宇宙項は

IΛ = Λr

∫
dDx

{(
1 +

u1

D − 4
+

u2

(D − 4)2
+ · · ·

)
e4φ

+
(
D − 4 + u1 +

u2

D − 4
+ · · ·

)
φe4φ

+
1

2

(
(D − 4)2 + (D − 4)u1 + u2 + · · ·

)
φ2e4φ

+ · · ·
}

(6.6.4)

と展開される。

· · ·
n

(a)

1

· · ·
n

(b)

· · ·
n

(c)

図 6.10: 宇宙項の 1/b1と 1/b2
1の量子補正。
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宇宙項のくりこみは結合定数の次数がゼロの場合でも必要である。こ

こでは大きい b1近似で計算する。これは大きな粒子数を考えるいわゆる

大きいN近似と同じである。計算は指数関数部分を e4φ =
∑
n(4φ)n/n!と

展開して実行する。このとき、宇宙項のくりこみ定数は

ZΛ = 1 − 2

b̃1

1

ε
− 2

b̃21

1

ε
+

2

b̃21

1

ε2
+ · · · . (6.6.5)

と計算される。単純極を与える Feynmanグラフは図 6.10の (a)と (b)で

ある。図 (c)は二重極を与える。これより、留数は u1 = 4/b̃1 + 4/b̃21と

u2 = 8/b̃21になる。

· · ·
n

u1

(a)

· · ·
n

(b)

· · ·
n

1

(c)

図 6.11: 誘導宇宙項 φe4φに比例した 1/b2
1の量子補正。

次に、φe4φに比例した項のくりこみを考える。この項に比例した発散

は図 6.11のように 1/b21の次数で現れる。図 (a)と (b)は Laurent展開式

(6.6.4)の第 2列に現れる誘導された相互作用を用いて構成されている。こ

の二つの図から生じる紫外発散を足したものは、おなじく第 2列の留数

u2によって生じる単純極のくりこみ項と相殺して有限になることが示せ

る。一方、図 (c)は、ここでは省略されている内部グラフの発散を取り除

くためのくりこみ項を内部に含む図を考慮に入れると、それだけで有限

になることがわかる。このように、留数 u1と u2が与えられると φe4φに

比例した項のくりこみもできることがわかる。一般に、留数 unの情報が

与えられるとすべてのくりこみが実行できる。
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宇宙項の異常次元は

γΛ = − µ

Λ̃r

dΛ̃r

dµ
(6.6.6)

で定義される。裸の宇宙項が µによらないことを用いて右辺を書き換え

て計算すると

γΛ = −2ε+
µ

ZΛ

dZΛ

dµ
=

4

b1
+

8

b21
+ · · · (6.6.7)

を得る。

この結果を共形代数から求めた厳密な式と比較してみる。異常次元は

スケール変換、すなわち共形変換に対する応答を表す量であり、量子補

正を受けた宇宙項の共形モード依存性は δφLΛ = (4 + γΛ)LΛと表される。

ここで、4は正準値である。共形代数から求めた宇宙項に相当する物理状

態の共形モード依存性は eγ0φで与えられることから、γ0 = 4 + γΛの関係

式が成り立つ。これより、γΛの厳密解は

γΛ = 2b1

(
1 −

√
1 − 4

b1

)
− 4

=
4

b1
+

8

b21
+

20

b31
+ · · · (6.6.8)

で与えられる。最初の 2項が (6.6.7)式と合っていることが分かる。
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この章ではくりこみ可能な量子重力にもとづく初期宇宙の進化のモデ

ルを構築する。時間の概念も、空間の概念もない共形不変な時空から私

たちの現在の宇宙が構成される過程を、ダイナミクスを決める二つの重

力的スケール、Planck質量mpl 	 1019GeVと力学的エネルギースケール

ΛQG、を用いて説明する。力学的エネルギースケールをPlanckスケール

より低いΛQG 	 1017GeVの値にとると、宇宙の進化はこれらのスケール

によって共形不変性が破れていく過程として表され、インフレーション

から、時空の相転移としてのビッグバンを経て、Friedmann宇宙に移行

するシナリオを構成することができる。

7.1 作用のまとめと用語

はじめに、量子重力の作用及び用語についてまとめておく。作用は

I =
∫
d4x

√
−g

{
− 1

t2
C2
µνλσ − bG4 +

M2
P

2
R− Λ

}
+ IM (7.1.1)

で定義される。ここで、MP = 1/
√

8πGは換算Planck質量である。計量

場は共形モードとトレースレステンソルモードに分解して

gµν = e2φḡµν (7.1.2)

と記述する。宇宙論の各章では結合定数が大きくなる場合も考えるので、

計量場 ḡµνの展開式に結合定数 tを導入せずに、

ḡµν = ηµν + hµν + · · · (7.1.3)
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と展開する。すなわち、前の章で thµν と表される量を hµν と書いたこと

になる。平坦背景時空 ηµν = (−1, 1, 1, 1)の座標を xµ = (η, xi)と表して、

ηを共形時間 (conformal time)、xiを共動座標 (comoving coordinate)と

呼ぶ。

一般座標不変な分配関数は、平坦背景時空上で定義された測度を用い

ると、

Z =
∫ [dφdhdAdX ]η

Vol(diff.)
exp {iS(φ, ḡ) + iI(A,X, g)} (7.1.4)

と表すことができる。作用 Sは、共形異常に関係したWess-Zumino作用

で、一般座標不変な測度を実用的な測度に書き換えた際に出てくるヤコ

ビアン (Jacobian)である。結合定数のゼロ次で現れる項は特にRiegert作

用とよばれ、

S(φ, ḡ) = − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−ḡ

{
2φ∆̄4φ+

(
Ḡ4 −

2

3
∇̄2R̄

)
φ+

1

18
R̄2

}
(7.1.5)

で与えられる。係数 b1は、スカラー場、Weylフェルミオン場、ゲージ場

の数をそれぞれNX、NW、NAとすると、

b1 =
1

360

(
NX +

11

2
NW + 62NA

)
+

769

180
(7.1.6)

で与えられる。最後の R̄2項は次章でゆらぎの線形発展方程式を議論する

さいにゲージ不変性を保障するために必要である。

量子時空と古典時空の境界をあらわす力学的エネルギースケール ΛQG

は、漸近自由性 (βt = −β0t
3
r , β0 > 0)に由来したランニング結合定数を

通して、

t̄2r(p) =
1

β0 log(p2/Λ2
QG)

(7.1.7)

のように現れる。ここで、pは物理的運動量で、背景平坦時空 ηµν上での

運動量 kとの関係は p = k/eφで与えられる。有効作用はランニング結合

定数を用いて書くことができる (前章 6.5節を参照)。
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7.2 インフレーションと時空相転移

Planck質量よりも高いエネルギー領域では高階微分作用が優勢になり、

時空のゆらぎは共形場理論で記述される。ここではエネルギーが Planck

スケールまで下がってきて、Einstein作用が有効になる領域を議論する。

はじめに述べたように、ダイナミクスを支配する二つのエネルギース

ケールの間に

mpl � ΛQG (7.2.1)

の関係があるとする。このときインフレーション解が存在する。

この関係式の意味は時空と粒子描像の関係を考えると良く分かる。たと

えばPlanck質量よりも十分軽い質量mの通常の素励起を考えると、位置

のゆらぎの目安であるコンプトン波長∆x ∼ 1/mはその Schwarzschild半

径 rg = 2Gmと比べて十分に大きく、∆x� rgが成り立つ。したがって、

この素励起ではホライズンはゆらぎによって消されているのでブラック

ホールではない。この場合、点粒子として記述することが正当化される。

それでは、質量mがPlanck質量mplの場合はどうなるか。量子重力では

そのような素励起が現れることが予想される。Planck質量の素励起では

コンプトン波長はPlanck長さ lpl(= 1/mpl)となり、その Schwarzschild半

径 2lplより短くなる。そのため、古典論ではこのような素励起はブラック

ホールとなり、粒子としての情報はホライズンの中に閉じ込められ失わ

れてしまう。しかしながら、量子重力の効果がPlanckエネルギースケー

ルより低いΛQGで効き始めると、力学的相関距離 ξΛ = 1/ΛQGは ξ � lpl

となって、ゆらぎのサイズがホライズンより大きくなる。そのため、ブ

ラックホールにはならないことが分かる。

安定なインフレーション解 漸近自由性によりエネルギーが力学的スケー

ルより十分高いときは結合定数を無視することができる。このとき、共

形モード場の空間的に等質な成分を φ̂(η)とすると、運動方程式は

− b1
4π2

∂4
η φ̂+ 6M2

Pe
2φ̂

(
∂2
η φ̂+ ∂ηφ̂∂ηφ̂

)
= 0 (7.2.2)
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となる。この式はストレステンソルのトレースがゼロの式と同じである。

考えているエネルギー領域では物質場のストレステンソルのトレースは

ゼロなので、この運動方程式に物質場の寄与は現れない。

この方程式がインフレーション解をもつことを見るために、宇宙論で

用いられるスケール因子 aとHubble変数Hを導入する。

a = eφ̂, H =
∂ηa

a2
=
ȧ

a
(7.2.3)

ここで、ドットは物理時間 (固有時間, proper time)τ による微分で、物理

時間は関係式

dτ = adη (7.2.4)

によって定義される。Hubble変数を用いると運動方程式は

b1
8π2

( ...

H +7HḦ + 4Ḣ2 + 18H2Ḣ + 6H4
)
−3M2

P

(
Ḣ + 2H2

)
= 0 (7.2.5)

と書き換えられる。この方程式はインフレーション解 (=de Sitter解)

H = HD, HD =

√
8π2

b1
MP =

√
π

b1
mpl (7.2.6)

をもつ。このとき、スケール因子は物理時間の関数として

a ∝ eHDτ (7.2.7)

のように指数関数的に膨張する。

宇宙における時間とは単調に増大する変数のことで、インフレーショ

ン解はそれがスケール因子に他ならないことを表している。このことは、

言いかえれば指数関数的な膨張を引き起こすPlanckスケールが時間を生

み出していると言える。それ以前は変化が極めて緩やかな時間のない世

界と考えることができる。

係数 b1の値は標準模型やGUT模型では 10前後になるので、定数HD

の値は換算Planck質量MP = 2.4× 1018GeVと通常のPlanck質量mpl =

1.2× 1019GeVの中間に位置することになる。以下では、HDもPlanckス

ケールの一つとして扱い、宇宙が急膨張し始める時間

τP = 1/HD (7.2.8)



7.2. インフレーションと時空相転移 101

を Planck時間と定義する。

このインフレーション解が安定であることを示す。解からのズレを δと

してH = HD(1 + δ)を方程式に代入して、o(δ2)の項を無視すると、

...

δ +7HDδ̈ + 15H2
Dδ̇ + 12H3

Dδ = 0 (7.2.9)

を得る。この式に δ = eυτ を代入して解くと、υの値として

−4HD,

(
−3

2
± i

√
3

2

)
HD (7.2.10)

を得る。三つのモードすべてが負の実部を持つことから、ズレは時間と

ともに指数関数的に小さくなり、インフレーション解が安定であること

が分かる。また、後の章で示すように、空間方向のゆらぎ (摂動)に対し

ても安定で、この場合はべき的 (power-law)に小さくなることが分かる。

時空の相転移 Planckスケール付近での共形不変性の破れは小さく量子

相関はべき的に振舞うのに対して、力学的エネルギースケールΛQGでの

破れはランニング結合定数を通して対数関数的で、共形不変性はこのと

き急激にそして完全に壊れる。

量子重力の物理的な相関距離は 1/ΛQGで与えられる。これよりも短い

サイズのゆらぎは量子的で、これより長いサイズは古典的なゆらぎと考

えることができる。エネルギーがΛQGより低くなれば、時空のゆらぎは

すべて古典的になる。

相転移のダイナミクスを考えるに当たって漸近自由性を示す場の量子

論の代表格である量子色力学 (QCD)を参照にする。QCDには力学的エ

ネルギースケールΛQCDが存在して、これよりも低いエネルギーではゲー

ジ場の運動項が消える。

同様にして、時空の相転移では共形不変な重力場の運動項が消えると

考えることができる。実際、結合定数が力学的スケールで無限大になる

とすると、曲率は有限なので、Weyl作用−(1/t2r)C
2
µνλσは消えることが分

かる。現実には、結合定数が無限大になる前に変化が現れると考えるの
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が自然と思われるが、ここでは理想的に無限大になるとして運動項の消

滅を表すことにする。

共形モード場のWess-Zumino作用は次のように考える。有効作用の計

算からその係数 b1は量子補正を受けて

b1 → b1
(
1 − a1t

2
r + · · ·

)
= b1B0(tr) (7.2.11)

のように置き換えられる。そこで、結合定数の展開を

B0(tr) =
1

(1 + a1
κ
t2r)

κ
(7.2.12)

のようにまとめ上げた形で表すことにする。ここで、κは高次の摂動効果

をあらわす現象論的パラメータで、0 < κ ≤ 1の範囲にあるとする。

この効果を入れると共形モード場の運動方程式は

− b1
4π2

B0∂
4
η φ̂+M2

Pe
2φ̂

{
6∂2

η φ̂+ 6∂ηφ̂∂ηφ̂
}

= 0 (7.2.13)

のように変更される。また、ストレステンソルの (0, 0)成分からエネル

ギー保存の式を求めると

b1
8π2

B0

{
2∂3

η φ̂∂ηφ̂− ∂2
η φ̂∂

2
η φ̂

}
− 3M2

Pe
2φ̂∂ηφ̂∂ηφ̂+ e4φ̂ρ = 0 (7.2.14)

と表される。ここで、ρは物質場のエネルギー密度である。

結合定数がランニングする効果を取り入れることで、インフレーショ

ンから時空の相転移までの時間発展を表すことにする。ここでは、ラン

ニング結合定数を唯一のスケールである物理時間に対するくりこみ群方

程式

−τ d
dτ
t̄r = β(t̄r) = −β0t̄

3
r (7.2.15)

で定義する。力学的時間スケール

τΛ = 1/ΛQG (7.2.16)

で無限大になる解は

t̄2r(τ) =
1

β0 log(1/τ 2Λ2
QG)

(7.2.17)
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で与えられる。これは、ランニング結合定数の式で物理的運動量 pを物

理時間の逆数 1/τ (τ > 0)に置き換えたものに相当する。

結合定数 trを時間に依存したランニング結合定数 t̄r(τ)に置き換えて、

力学的因子B0を時間の関数として表す。さらに、Hubble変数を使って

書き換えると、運動方程式

b1
8π2

B0(τ)
( ...

H +7HḦ + 4Ḣ2 + 18H2Ḣ + 6H4
)
− 3M2

P

(
Ḣ + 2H2

)
= 0

(7.2.18)

を得る。また、エネルギー保存の式は

b1
8π2

B0(τ)
(
2HḦ − Ḣ2 + 6H2Ḣ + 3H4

)
− 3M2

PH
2 + ρ = 0 (7.2.19)

となる。

結合定数が小さなインフレーション初期では、運動方程式の解はH 	
HDで与えられる。この解を保存則に代入すると ρ 	 0になる。このよ

うに物質場のエネルギー密度はインフレーション解H = HDからズレ始

めると生成される。結合定数はインフレーション期に次第に大きくなり、

相転移近くで急激に増大する。それに伴って力学的因子B0は減少して、

相転移点で消滅する。

このとき相転移点では、Hubble変数H は 0 < κ < 1のときその 3階

微分が発散する。κ = 1のときは 2階微分も発散するが、いずれにせよ

B0Ḧは有限になるので、物理量である物質エネルギー密度は有限のまま

である。

このように相転移点では高階微分作用項が消え、保存則 (7.2.19)から、

その項が持っていた重力のエネルギーが物質に移っていって、物質場の

エネルギー密度 ρ(τΛ) = 3M2
PH

2(τΛ)が生成されることが分かる。このこ

とは、保存則を時間で微分した式

ρ̇+ 4Hρ =
b1

8π2
Ḃ0(τ)

(
2HḦ − Ḣ2 + 6H2Ḣ + 3H4

)
(7.2.20)

を考えると分かりやすい。右辺は物質場の源泉を表す項で、力学的因子

B0が大きく時間変化すると物質が生成されることを表している。このよ
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うに、インフラトンのような人為的な自由度を導入することなしに、高

階微分の重力場作用に含まれる余分な自由度によってビッグバンを説明

することができる。

宇宙のスケールが急激に膨張し始めるPlanck時間 τP(= 1/HD)から時

空転移が起こる力学的時間 τΛ(= 1/ΛQG)までをインフレーションの期間

として、この期間の宇宙の膨張率 (e-foldings)を

Ne = log
a(τΛ)

a(τP)
(7.2.21)

と定義する。もし相転移時までほぼ指数関数 a 	 eHDτ のまま膨張したと

すると、膨張率は二つのスケール比

Ne 	
HD

ΛQG
(7.2.22)

で与えられる。実際の膨張率は力学的パラメータ β0、a1、κに依存して

増加する。これらは trの強結合ダイナミクスに依存するパラメータなの

で現象論的に決めることにする。図 7.1及び図 7.2に、HD/ΛQG = 60、

β0/b1 = 0.06、a1/b1 = 0.01、κ = 0.5の場合の計算結果を示す。図では

HD = 1と規格化しているので、相転移時間は τΛ = 60となる。このとき

膨張率はNe = 65.0になる。低エネルギー領域 (τ > τΛ)については以下

の節で議論する。

Planck定数がMP = 2.4 × 1018GeVであることから b1 = 10とすると

HD = 6.7 × 1018GeVになる。このことから、力学的エネルギースケー

ルは

ΛQG = 1.1 × 1017 GeV (7.2.23)

となる。第 9章でこの値がCMBの観測結果を矛盾なく説明できることを

みる。

7.3 低エネルギー有効理論

力学的エネルギースケール ΛQG以下の低エネルギー領域では Einstein

作用が優勢になる。この節では、QCDの低エネルギー有効理論であるカ
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図 7.1: スケール因子 a(τ)の時間発展。時空は Planck時間 τP から急激の膨

張し始める。インフレーションは力学的時間スケール τΛ (= 60τP)で終わり、

Friedmann宇宙に移る。

イラル摂動論を参考にしながら、量子重力の低エネルギー有効理論を構

成する。

QCDでは力学的エネルギースケールΛQCD以下では、ゲージ場のダイ

ナミクスが消え、メソンとバリオンが力学的な場の変数となる。量子重

力では、ΛQGより十分高いエネルギー領域では、重力場は共形モードと

トレースレステンソルモードに分けて記述することができるが、ΛQG以

下では共形不変なダイナミクスが消え、二つのモードの複合場としての

重力場が力学的変数となる。実際、共形モードとトレースレスモードの

分離は Einstein重力では Friedmann解のように不安定になる。

量子重力の低エネルギー有効相互作用は重力場の微分展開として

Ilow =
∫
d4x

√
−g {L2 + L4 + · · ·} (7.3.1)

で与えられる。ここで、添え字の数字は微分の数を表す。微分を含まな

い宇宙項は初期宇宙では無視できるので考えていない。微分を二つ含む

項は Einstein作用と物質場の作用から構成され、

L2 =
M2

P

2
R+ LM (7.3.2)
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図 7.2: Hubble変数Hと物質のエネルギー密度 ρの時間発展。ここではHD = 1

と規格化している。時間が経つと書き込まれている Friedmann解に漸近する。

で与えられる。ここで、LMは物質場の作用密度である。

ここでは微分を四つ含む作用まで考える。低エネルギー有効理論では

最低次の Einstein項は 1ループまでの量子効果を考えるが、高階微分項

は古典的に扱う。このとき、換算Planck質量MPはカイラル摂動論のパ

イオン崩壊定数 4πFπに対応する。換算 Planck質量の逆数による高階微

分項の展開はMP � ΛQGの関係によって保障され、可能な 4階微分作用

L4には

R2, R2
µν , R2

µνλσ,
1

M2
P

RµνT
µν
M ,

1

M4
P

T µνM TM
µν (7.3.3)

の 5種類がある。ここで、TM
µνは共形不変な物質場のストレステンソルで、

トレースレスの条件を満たす。

低エネルギー有効理論は最低次である Einstein理論のまわりでの展開

として定義されるので、高次の展開項は Einstein方程式M2
PRµν = TM

µν

で結びつくものは独立ではないと考える。Einstein方程式はR = 0でも

あり、これらの方程式を使って L4の数を減らすことができる。さらに、
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Eulerの関係式を使って Riemann曲率テンソルの二乗を消すと、独立な

作用は一つになって、

L4 =
α

(4π)2
RµνRµν (7.3.4)

で与えられる。ここで、αは実験的に決めなければならない現象論的パラ

メータである。

結合定数 αは図 7.3で与えられる 1ループの量子補正を受ける。低エ

ネルギー有効理論のくりこみは、カットオフ Ec (< ΛQG)を導入して、

Einstein方程式を満たす背景場のまわりで展開して計算する。量子補正

を αにくり込むとカットオフに依存した関数

α(Ec) = α(ΛQG) + ζ log(E2
c /Λ

2
QG) (7.3.5)

が得られる。内線にスカラー場がNX、WeylフェルミがNW、ゲージ場

が NA 種類伝播する Feynmanグラフからの寄与は ζ = (NX + 3NW +

12NA)/120と計算される。Ricciテンソルが∇µRµν (= ∇µTM
µν) = 0を満

たすことから、係数 ζはゲージ不変になる。

R̂ µ R̂

図 7.3: 低エネルギー有効理論の量子補正。R̂µν は Einstein方程式を満たす背

景場の Ricciテンソル。

現象論的結合定数のエネルギースケール ΛQGでの値 α(ΛQG)を正の数

とすると、ζが正であることから、(7.3.5)式は低エネルギーでα(Ec)が小

さくなり、4階微分作用項がすぐに効かなくなることを表している。

また、低エネルギー有効理論が有効なエネルギースケールはΛQG以下で

あるのに対して、高階微分作用から生じるゴーストの極はPlanckスケー

ルなので、低エネルギーではゴーストが現れることはなく、ユニタリ性

の問題に抵触することはない。
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空間が一様等方であると仮定して運動方程式を求めると

M2
P

(
Ḣ + 2H2

)
+

α

4π2

( ...

H +7HḦ + 4Ḣ2 + 12H2Ḣ
)

= 0 (7.3.6)

となる。エネルギーの保存を表す式は

−3M2
PH

2 + ρ+
α

4π2

(
−6HḦ + 3Ḣ2 − 18H2Ḣ

)
= 0 (7.3.7)

で与えられる。

前節と同様に、結合定数を時間に依存した関数に置き換えることで、量

子効果を取り入れることにする。ここではカットオフをEc = 1/τ と置き

換えることで、ランニング結合定数を

α(τ) = α0 + ζ log

(
1

τ 2Λ2
QG

)
	 α0

1 + ζ
α0

log(τ 2Λ2
QG)

(7.3.8)

と書く。ここで、α0 = α(ΛQG)である。また、最後の書き換えはランニ

ング結合定数が最終的には消えることを仮定している。

相転移前後の様子を記述するためには格子 QCDのような非摂動的な

方法が必要であるが、ここではインフレーション期を表す運動方程式と

低エネルギー有効理論から求めた運動方程式を単純に相転移時間 τ = τΛ

でつなぐことにする。低エネルギー有効理論の運動方程式を解くための

H、Ḣ、ρの初期値はインフレーション解とつながるように選ぶ。また、

(7.3.6)式を解くための Ḧの初期値は保存の式 (7.3.7)から決める。図 7.2

と図 7.1に数値計算の結果を示した。ここでは、パラメータを α0 = 1と

ζ = 1に選んでいる。

運動方程式 (7.3.6)と (7.3.7)は Ḣ + 2H2 = 0と 3M2
PH

2 = ρを満たす

Friedmann解を含んでいる。接続した解は、最初急激にHの値が小さく

なり、振動しながらしだいにFriedmann解に近づいていく。図 7.2の中に

書き込まれている Friedmann解はその漸近解である。

秩序パラメータ 相転移の前後で大きく変化する量としてスカラー曲率

がある。インフレーションはR 
= 0と表されるのに対し、Friedmann宇宙
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はR = 0である。変化の様子を見るためにスカラー曲率R = 6Ḣ + 12H2

を導入して、運動方程式 (7.3.6)と (7.3.7)を書き換えると

R̈ + 3HṘ+
4π2

α
M2

PR = 0, (7.3.9)

ρ = 3M2
PH

2 +
α

4π2

(
HṘ+H2R− 1

12
R2

)
(7.3.10)

を得る。ここで Planckスケールの質量スケールmrsp =
√

8π2/2αMP =√
π/2αmplを定義すると、この方程式はインフレーション解R 
= 0から

およそ 1/mrspの Planck時間内に Friedmann時空R = 0に変化すること

を表している。

図 7.4: 量子重力的インフレーション宇宙論。宇宙が膨張を始める前の Planck

時間以前に相関距離 ξΛ = 1/ΛQG (� lpl)の大きさであったゆらぎが現在までに

1059 倍膨張して、宇宙の大きさを表す Hubble距離 1/H0 (	 5000Mpc)まで膨

張する。すなわち、1/H0 	 1059ξΛである。
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第8章 ゆらぎの時間発展

前章で、エネルギースケールがE ∼ mplになると、宇宙は指数関数的

に急膨張するインフレーションの時代に移ることをみた。この章ではイ

ンフレーション時空のまわりでの摂動 (ゆらぎ)を考え、宇宙論的摂動論

(cosmological perturbation theory)の方法を適用してゆらぎの時間発展の

方程式を線形近似で求める。

8.1 線形摂動論

インフレーションの時期にゆらぎ (摂動)の振幅が小さくなると考えら

れる。エネルギースケールをEとして、そのおよその大きさを無次元化

されたスカラー曲率のゆらぎの振幅としてを評価してみると

δR

R
∼ E2

12H2
D

(8.1.1)

となる1。分母はインフレーション解H = HD(7.2.6)のスカラー曲率であ

る。HDはその際に導入した新たな Planckスケールである。インフレー

ションの期間を急膨張が始まるPlanckエネルギーE ∼ HDから時空の相

転移が起こる力学的エネルギーΛQGまでとすると、この期間のスカラー

曲率のゆらぎは δR/R|τP ∼ 0.1から

δR

R

∣∣∣∣
τΛ

∼
Λ2

QG

12H2
D

∼ 10−5 (8.1.2)

まで変化すると考えられる。この値は CMBの観測から要求されるスカ

ラー振幅の大きさと合致している。
1宇宙項によるインフレーションの場合は重力ポテンシャルのゆらぎが指数関数的に

減少するのとは対照的である。
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ゆらぎが小さくなることが期待されることから、場の変数を一様等方

なインフレーション解とそのまわりで展開した摂動変数に分離して時間

発展を考えることにする。

相転移近くになってもこの線形近似が正しいためには、スペクトルが

相転移のダイナミクスによらないことが条件である。もしも考えている

ゆらぎが相転移時に力学的相関距離 1/ΛQG程度のサイズをもつものであ

るならば、相転移のモデルについての詳細な情報が必要になる。一方、こ

こで考えるゆらぎのサイズは Planck時間に Planck長さをもつゆらぎで

ある。このゆらぎのサイズはインフレーションが終わるときには力学的

相関距離より遥かに大きくなっているので、相転移のダイナミクスに影

響されないことが期待される。

トレースレステンソル場のゆらぎは漸近自由性により、初期のゆらぎ

は小さいと期待されるので、やはり摂動論が有効である。実際、ここで

扱うゆらぎのサイズでは、相転移時まで振幅の大きさが保存されること

が示せる。

ゲージ不変な重力場の摂動変数 共形モード場の摂動変数 ϕは

φ(η,x) = φ̂(η) + ϕ(η,x) (8.1.3)

で定義される。ここで、背景場 φ̂(η)は運動方程式 (7.2.13)のインフレー

ション解である。

摂動変数の一般座標変換は、線形近似では

δξϕ = ξ0∂ηφ̂+
1

4
∂λξ

λ,

δξhµν = ∂µξν + ∂νξµ −
1

2
ηµν∂λξ

λ (8.1.4)

で与えられる。ここではトレースレステンソル場をさらに分解して

h00 = h,

h0i = hT
i + ∂ih

′,

hij = hTT
ij + ∂(ih

T′
j) +

1

3
δijh+

(
∂i∂j
|∂2

− 1

3
δij

)
h′′ (8.1.5)
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と書く。iと jは 3次元空間座標の脚で、 |∂2 = ∂i∂iは共動座標空間でのラ

プラシアンを表す。hT
i と hT′

i は横波ベクトルモードである。h
TT
ij は横波

トレースレステンソルモードである。ここで、ゲージ変換のパラメータ

の空間成分を ξi = ξT
i + ∂iξ

Sと分解すると、各モードのゲージ変換は

δξϕ = ξ0∂ηφ̂+
1

4
∂ηξ

0 +
1

4
|∂2ξS,

δξh = −3

2
∂ηξ

0 +
1

2
|∂2ξS,

δξh
′ = −ξ0 + ∂ηξ

S,

δξh
′′ = 2 |∂2ξS,

δξh
T
i = ∂ηξ

T
i ,

δξh
T′
i = 2ξT

i ,

δξh
TT
ij = 0 (8.1.6)

と分解される。

これらの変換規則を用いてゲージ不変な重力変数を定義する。スカラー

変数はBardeenポテンシャルと呼ばれる重力ポテンシャルで、

Φ = ϕ+
1

6
h− 1

6
h′′ + σ∂ηφ̂,

Ψ = ϕ− 1

2
h+ σ∂ηφ̂+ ∂ησ (8.1.7)

の二つが良く用いられる。ここで、σは

σ = h′ − 1

2

∂ηh
′′

|∂2
(8.1.8)

と定義される。この変数が δξσ = −ξ0と変換することを用いると、重力ポ

テンシャル (8.1.7)がゲージ不変であることが容易に示せる。ゲージ自由度

を二つ使って h′ = h′′ = 0の共形ニュートンゲージ (conformal Newtonian

gauge)[縦型ゲージ (longitudinal gauge)とも呼ばれる]を取ると、重力ポ

テンシャルはそれぞれΦ = ϕ + h/6とΨ = ϕ− h/2で書けて、時空の線

素は

ds2 = a2
[
− (1 + 2Ψ) dη2 + (1 + 2Φ) dx2

]
(8.1.9)
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の形になる。この形からΨをニュートンポテンシャル、Φを空間曲率ゆ

らぎとも言う。

ゲージ不変な重力場のベクトル及びテンソル変数は

Υi = hT
i − 1

2
∂ηh

T′
i , hTT

ij (8.1.10)

で与えられる。

実用的には上で述べた h′ = h′′ = 0の他にさらに二つのゲージ自由度を

使って hT′
i = 0と置くこと計算が簡単になる。

ゲージ不変な物質場の摂動変数 物質場のストレステンソルはトレース

レス TMλ
λ = 0であることから、ゆらぎの変数は

TM0
0 = −(ρ+ δρ),

TMi
0 = −4

3
ρvi,

TM0
i =

4

3
ρ (vi + h0i) ,

TMi
j =

1

3
(ρ+ δρ)δij (8.1.11)

で定義される。ここで、物質場のエネルギー密度 ρ(η)は一様等方な運動

方程式 (7.2.14)の解である。δρはエネルギー密度の摂動変数で、viは速

度ゆらぎ変数と呼ばれるものである。

物質場のストレステンソルは一般座標変換のもとで

δξT
Mµ
ν = ∂νξ

λTMµ
λ − ∂λξ

µTMλ
ν + ξλ∂λT

Mµ
ν (8.1.12)

のように変換する。これより、速度変数を vi = vT
i + ∂ivのように横波成

分 vT
i とスカラー成分 vに分解すると、物質場の摂動変数は

δξ(δρ) = ξ0∂ηρ,

δξv = −∂ηξS,

δξv
T
i = −∂ηξT

i (8.1.13)

のように変換することが分かる。
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ここではゲージ不変な物質場の摂動変数として

D =
δρ

ρ
+
∂ηρ

ρ
σ − 4∂ηφ̂V,

V = v +
1

2

∂ηh
′′

|∂2
,

Vi = vT
i +

1

2
∂ηh

T′
i ,

Ωi = vT
i + hT

i (8.1.14)

を導入する。ここで、重力場のベクトル変数Υiと物質場のベクトル変数

ViとΩiは独立ではなく、関係式Υi + Vi = Ωiを満たす。

8.2 重力場の線形発展方程式

共形モード場を特別に扱う扱うために、三種類のストレステンソルを

導入して議論する。共形不変でない Einstein重力だけを考えるのであれ

ば三種類も導入する必要はないが、共形不変な作用を考える際は見通し

がよくなる。それらは有効作用の変分

δΓ =
1

2

∫
d4x

√
−gT µνδgµν

=
∫
d4x

√
−ḡ

{
T̄ λλδφ+

1

2
T̄ µνδḡµν

}

=
∫
d4x

{
Tλ

λδφ+
1

2
Tµ

νδh
ν
µ

}
(8.2.1)

で定義される Tµν、T̄µν、Tµν の三種類である。ここで、二つ目の等式は

計量 gµν = e2φḡµνの変分をモード分解した式

δgµν = 2e2φḡµνδφ+ e2φδḡµν (8.2.2)

を使っている。

それぞれどの計量で縮約するのか注意しなければならない。最初の等

式で定義されている通常のストレステンソル Tµν(g)は物理的計量 gµν で

縮約を取る。二行目の T̄µν(φ, ḡ)は共形モードを除いた計量 ḡµν で、最後
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に導入したTµν(φ, h)は平坦なMinkowski背景時空 ηµνで縮約を取る。通

常のストレステンソルとバー付のストレステンソルの関係は共形モード

場の依存性として現れ、

T µν = e−6φT̄ µν = e−6φ̂(1 − 6ϕ)T̄ µν, (8.2.3)

T µν = e−4φT̄ µν = e−4φ̂(1 − 4ϕ)T̄ µν (8.2.4)

などの関係が成り立つ。さらに、バー付と太字のストレステンソルの関

係は、以下で議論する hµνについて線形近似の範囲内では、

Tµν = ηλ(µT̄
λ
ν) (8.2.5)

= T̄µν − hλ(µT̂ν)λ (8.2.6)

となる。ここで、Tµνは対称化されている。T̂µνは摂動のゼロ次の背景時

空ストレステンソルである。また、定義式よりTλ
λ(= ηµνTµν) = T̄ λλで

ある。

摂動変数の運動方程式は

Tµν = TR
µν + TW

µν + TEH
µν + TM

µν = 0 (8.2.7)

と表される。ここで、R、W、EH、MはそれぞれRiegert(=Wess-Zumino)

作用、Weyl作用、Einstein作用、物質場からの寄与である。

摂動変数の運動方程式をゲージ不変にするためには、力学的因子がス

カラー関数として

δξB = ξλ∂λB = ξ0∂ηB (8.2.8)

のように変換するよう修正する必要がある。変数 σを使うと修正された

力学的因子は

B = B0 − σ∂ηB0 (8.2.9)

と表される。Riegert作用から導かれたストレステンソルの前の係数 b1を

b1Bと置き換えるとゲージ不変な運動方程式になる。ただ、実用的には、

先にも述べた σ = 0を満たす共形ニュートンゲージを取ればこの変更は

考えなくても良い。
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スカラー線型方程式 次の二つの組み合わせ

Tλ
λ = 0, (8.2.10)

1

|∂2

(
Ti

i − 3
∂i∂j

|∂2
Tij

)
= 0 (8.2.11)

を考える。これらの式では物質場からの寄与が消えて、重力ポテンシャ

ルだけの式が得られる。

ストレステンソルのトレース成分 (8.2.10)から

b1
8π2

B0(τ)
{
−2∂4

ηΦ − 2∂ηφ̂∂
3
ηΦ +

(
−8∂2

η φ̂+
10

3
|∂2

)
∂2
ηΦ

+
(
−12∂3

η φ̂+
10

3
∂ηφ̂ |∂2

)
∂ηΦ +

(
16

3
∂2
η φ̂− 4

3
|∂2

)
|∂2Φ

+2∂ηφ̂∂
3
ηΨ +

(
8∂2

η φ̂+
2

3
|∂2

)
∂2
ηΨ +

(
12∂3

η φ̂− 10

3
∂ηφ̂ |∂2

)
∂ηΨ

+
(
−16

3
∂2
η φ̂− 2

3
|∂2

)
|∂2Ψ

}

+M2
Pe

2φ̂
{
6∂2

ηΦ + 18∂ηφ̂∂ηΦ − 4 |∂2Φ − 6∂ηφ̂∂ηΨ

+
(
12∂2

ηφ̂+ 12∂ηφ̂∂ηφ̂− 2 |∂2
)

Ψ
}

= 0 (8.2.12)

を得る。ここでは、背景場の運動方程式 (7.2.13)を使って ∂4
η φ̂と ∂ηB0を

含む項を取り除いている。

二番目の式 (8.2.11)は 2階の微分方程式

2

t̄2r(τ)

{
4∂2

ηΦ − 4

3
|∂2Φ − 4∂2

ηΨ +
4

3
|∂2Ψ

}

+
b1

8π2
B0(τ)

{
4

3
∂2
ηΦ + 4∂ηφ̂∂ηΦ +

(
28

3
∂2
η φ̂− 8

3
∂ηφ̂∂ηφ̂− 8

9
|∂2

)
Φ

−4

3
∂ηφ̂∂ηΨ +

(
−4

3
∂2
η φ̂+

8

3
∂ηφ̂∂ηφ̂− 4

9
|∂2

)
Ψ

}

+M2
Pe

2φ̂ {−2Φ − 2Ψ} = 0 (8.2.13)

になる。この方程式はインフレーション時代と Einstein時空を結ぶ拘束

条件のような役割がある。ランニング結合定数が小さいインフレーション

初期の極限 tr → 0では共形モード場の摂動を表すΦ = Ψ (= ϕ)のゆらぎ

が優勢になることを表している。一方、結合定数が発散する相転移時で



118 第 8章 ゆらぎの時間発展

は、最後のEinstein項が優勢になって、Einstein時空で成り立つΦ = −Ψ

のゆらぎが実現されることを表している。

結合定数が消える極限では、Φ = Ψ = ϕとすると、トレース方程式

(8.2.12)の左辺は共形モード場のゆらぎ変数ϕだけを用いて書くことがで

きて、

Tµ
µ|tr→0 = − b1

4π2

(
∂4
ηϕ− 2∂2

η |∂2ϕ+ |∂4ϕ
)

+M2
Pe

2φ̂
{
6∂2

ηϕ− 6 |∂2ϕ+ 12∂ηφ̂∂ηϕ

+12
(
∂2
η φ̂+ ∂ηφ̂∂ηφ̂

)
ϕ

}
(8.2.14)

となる。

ベクトル、テンソル線形方程式 重力場のベクトルゆらぎが満たす線型

方程式は
∂j

|∂2
Tij = 0 (8.2.15)

から導かれ、

2

t̄2r(τ)

{
∂3
ηΥi − ∂η |∂2Υi

}

− b1
8π2

B0(τ)
{(

1

3
∂2
η φ̂+

4

3
∂ηφ̂∂ηφ̂

)
∂ηΥi +

(
1

3
∂3
η φ̂+

8

3
∂2
η φ̂∂ηφ̂

)
Υi

}

+M2
Pe

2φ̂
{

1

2
∂ηΥi + ∂ηφ̂Υi

}
= 0 (8.2.16)

で与えられる。

テンソルゆらぎが満たす運動方程式はTij = 0より導かれ、

− 2

t̄2r(τ)

{
∂4
ηh

TT
ij − 2 |∂2∂2

ηh
TT
ij + |∂4hTT

ij

}

+
b1

8π2
B0(τ)

{(
1

3
∂2
η φ̂+

4

3
∂ηφ̂∂ηφ̂

)
∂2
ηh

TT
ij +

(
1

3
∂3
η φ̂+

8

3
∂2
η φ̂∂ηφ̂

)
∂ηh

TT
ij

+
(
−7

3
∂2
η φ̂+

2

3
∂ηφ̂∂ηφ̂

)
|∂2hTT

ij

}

+M2
Pe

2φ̂
{
−1

2
∂2
ηh

TT
ij − ∂ηφ̂∂ηh

TT
ij +

1

2
|∂2hTT

ij

}
= 0 (8.2.17)

で与えられる。
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物理時間への変換公式 運動方程式を解く際は dτ = a(τ)dηで定義され

る物理時間 τを使って解く。ここで、その変換公式を与えておく。スケー

ル因子 a(τ) = eφ̂(τ)と Hubble変数H(τ) = ȧ(τ)/a(τ)を用いて、微分演

算子は

|∂2 = a2

(
−k

2

a2

)
,

∂η = a∂τ ,

∂2
η = a2

(
∂2
τ +H∂τ

)
,

∂3
η = a3

{
∂3
τ + 3H∂2

τ +
(
Ḣ + 2H2

)
∂τ

}
,

∂4
η = a4

{
∂4
τ + 6H∂3

τ +
(
4Ḣ + 11H2

)
∂2
τ +

(
Ḧ + 7HḢ + 6H3

)
∂τ

}
(8.2.18)

と書き換えることができる。また、背景時空の変数も

∂ηφ̂ = aH,

∂2
η φ̂ = a2

(
Ḣ +H2

)
,

∂3
η φ̂ = a3

(
Ḧ + 4HḢ + 2H3

)
,

∂4
η φ̂ = a4

( ...

H +7HḦ + 4Ḣ2 + 18H2Ḣ + 6H4
)

(8.2.19)

と書き換えられる。

8.3 物質場を含む線形発展方程式

最後に物質場の摂動変数を含む運動方程式を考える。これらの方程式

は、次の章で行う原始スペクトルの計算には不要であるが、方程式系を

完成させるために求めておく。

物質場のストレステンソル (8.1.11)は

TMλ
λ = 0,

TM
00 = e4φ (ρ+ δρ+ 4ρϕ) ,
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TM
0i = −4

3
e4φρ

(
vi +

1

2
h0i

)
,

TM
ij =

1

3
e4φ (ρ+ δρ+ 4ρϕ) δij (8.3.1)

と書き換えることができる。これを用いて次の二つの組み合わせ

T00 + 3∂ηφ̂
∂i

|∂2
Ti0 = 0, (8.3.2)

∂i

|∂2
Ti0 = 0 (8.3.3)

を考える。

最初の式からエネルギー密度の摂動変数Dを含んだ微分方程式

b1
8π2

B0(τ)
{(

−2∂2
η φ̂+ 2∂ηφ̂∂ηφ̂− 2

3
|∂2

)
∂2
ηΦ +

(
2∂3

η φ̂− 4∂2
η φ̂∂ηφ̂

)
∂ηΦ

+∂ηφ̂
(
−2∂2

η φ̂+ 2∂ηφ̂∂ηφ̂− 2 |∂2
)
∂ηΦ +

(
−20

3
∂ηφ̂∂ηφ̂+

4

9
|∂2

)
|∂2Φ

+∂ηφ̂
(
2∂2

η φ̂− 2∂ηφ̂∂ηφ̂+
2

3
|∂2

)
∂ηΨ +

(
−2∂3

η φ̂∂ηφ̂+ 4∂2
η φ̂∂

2
η φ̂

)
Ψ

+
(
2∂2

η φ̂+
2

3
∂ηφ̂∂ηφ̂+

2

9
|∂2

)
|∂2Ψ

}

+
2

t̄2r(τ)

{
−4

3
|∂4Φ − 4∂ηφ̂ |∂2∂ηΦ +

4

3
|∂4Ψ + 4∂ηφ̂ |∂2∂ηΨ

}

+M2
Pe

2φ̂2 |∂2Φ + e4φ̂ρD = 0 (8.3.4)

が得られる。この式は重力ポテンシャルについて高々2階の時間微分しか

含まないので、(8.2.12)と (8.2.13)の連立微分方程式から得られたΦとΨ

の解を代入すれば変数Dの値を求めることができる。

二番目の式からは速度スカラー変数 V を含んだ微分方程式

b1
8π2

B0(τ)
{
−2

3
∂3
ηΦ +

(
−10

3
∂2
η φ̂+

2

3
∂ηφ̂∂ηφ̂+

4

9
|∂2

)
∂ηΦ − 4

3
∂ηφ̂ |∂2Φ

+
2

3
∂ηφ̂∂

2
ηΨ +

(
2∂2

η φ̂− 2

3
∂ηφ̂∂ηφ̂+

2

9
|∂2

)
∂ηΨ +

(
2∂3

η φ̂− 2

3
∂ηφ̂ |∂2

)
Ψ

}

+
2

t̄2r(τ)

{
−4

3
|∂2∂ηΦ +

4

3
|∂2∂ηΨ

}

+M2
Pe

2φ̂
{
2∂ηΦ − 2∂ηφ̂Ψ

}
− 4

3
e4φ̂ρV = 0 (8.3.5)
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を得る。この式も重力ポテンシャルについて高々3階の時間微分なので、

連立微分方程式 (8.2.12)と (8.2.13)の解を代入すれば V を求めることが

できる。

運動方程式T0i = 0からベクトル成分を抜き出すと、ベクトル変数 Ωi

を含んだ微分方程式

2

t̄2r(τ)

{
∂2
η |∂2Υi − |∂4Υi

}
− b1

8π2
B0(τ)

(
1

3
∂2
η φ̂+

4

3
∂ηφ̂∂ηφ̂

)
|∂2Υi

+
1

2
M2

Pe
2φ̂ |∂2Υi −

4

3
e4φ̂ρΩi = 0 (8.3.6)

を得る。この式もベクトル変数Υiについて高々2階の時間微分しか含ん

でいないので、微分方程式 (8.2.16)の解を代入すればΩiを求めることが

できる。
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第9章 CFTスペクトルから

CMB多重極まで

相転移のエネルギースケールが ΛQG 	 1017GeVであるとすると、相

転移以後宇宙はおよそ 1029 (= 1017GeV/3oK)倍ほど膨張することにな

る (図 7.4参照)。インフレーション期に宇宙は 1030倍ほど膨張するので、

Planck時間に Planck長さであったゆらぎは 1059倍ほど膨張して、現在

では銀河団よりも大きな数百メガパーセク (Mpc)の大きさになっている

と考えられる。この大きさのゆらぎはCMBを観測することによって調べ

ることができるので、そのパワースペクトルを研究することでPlanckス

ケールの現象を理解することができる。

この章では、まず重力ポテンシャルの線形発展方程式を解いてインフ

レーション解が実際に安定であること示す。すなわち、ゆらぎの振幅が次

第に小さくなり、平坦性やホライズン問題が説明できることを見る。その

結果をもとに、Planck時間以前に設定される共形不変な初期スペクトル

がどのように時間発展するかを考察して、相転移点でのスペクトルを求

める。それをビッグバン後の宇宙構造形成の種となる原始ゆらぎパワー

スペクトルと同定してCMB異方性スペクトルを計算する。

9.1 重力場の2点相関関数と初期スペクトル

はじめに、線形発展方程式を解くための初期条件である初期スペクト

ル与える。初期スペクトルはインフレーションが始まる以前のある適当

な時間 τi = 1/Ei (Ei ≥ HD)に設定する。この領域では Φ = Ψで表さ

れる共形モード場のゆらぎ ϕが優勢で、そのダイナミクスは 4階微分の
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Riegert作用によって記述される。その相関関数は対数関数となり、同時

刻では

〈ϕ(τi,x)ϕ(τi,x
′)〉 = − 1

4b1
log

(
m2|x − x′|2

)
(9.1.1)

で与えられる。正の定数 b1はRiegert作用の前の係数である。質量スケー

ルmは物理時間 τiでの共動座標で見た Planck質量で、

m = a(τi)HD (9.1.2)

と定義される。このとき、時間 τi の超曲面上の物理的距離は |r − r′| =

a(τi)|x−x′|となる。ここで注意すべき点は、対数の相関関数 (9.1.1)はイ

ンフレーション時空のホライズン距離である Planck長さ LP = 1/HDよ

り長い相関をもつゆらぎが存在することを表している。

スペクトルは 3次元共動座標空間での Fourier変換を使って表す。変数

ϕ(x)の Fourier変換を

ϕ(x) =
∫

d3k

(2π)3
ϕ̃(k)eik·x (9.1.3)

と定義する。標準偏差 〈|ϕ̃(k)|2〉は

〈ϕ̃(k)ϕ̃(k′)〉 = 〈|ϕ̃(k)|2〉(2π)3δ3(k + k′) (9.1.4)

で定義される。

対数関数の Fourier変換は

− log
(
m2|x|2

)
=

∫
k>ε

d3k

(2π)3

4π2

k3
eik·x − log

(
m2

ε2e2γ−2

)
(9.1.5)

で与えられる。ここで、k = |k|である。ε(� 1)は無限小のカットオフ、

γは Euler定数である。右辺の定数項は Fourier空間では δ3(k)に比例す

るので無視すると、式 (9.1.1)から

〈|ϕ̃(k)|2〉 =
π2

b1

1

k3
(9.1.6)

を得る。
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重力場変数 ϕ(x)の無次元パワースペクトル Pϕは

〈ϕ2(x)〉 =
∫
dk

k
Pϕ(k) (9.1.7)

で定義される。定義式 (9.1.4)を使うと、

〈ϕ2(x)〉 =
∫

d3k

(2π)3

d3k′

(2π)3
〈ϕ̃(k)ϕ̃(k′)〉ei(k+k′)·x

=
∫
dk

k

k3

2π2
〈|ϕ̃(k)|2〉 (9.1.8)

と計算されるので、スケール不変なスカラーパワースペクトル

Pϕ(τi, k) =
k3

2π2
〈|ϕ̃(τi, k)|2〉 =

1

2b1
(9.1.9)

を得る。このスカラースペクトルのことをHarrison-Zel’dovich-Peeblesス

ペクトルと呼ぶ。これは、通常 kns−1で定義されるスカラーゆらぎのスペ

クトル指数で表すと ns = 1に相当する1。

初期のベクトル及びテンソルスペクトルは無次元のゲージ不変な変数

Υiと hijTTのそれぞれの 2点相関関数から求める。波数表示でのスペクト

ルは同様にして、無次元の場であるテンソル場 hijTTのダイナミクスは 4

階微分のWeyl作用によって記述され、2点相関関数は対数関数で与えら

れる。これにより、テンソル場のパワースペクトルもスケール不変な

Ph(τi, k) =
k3

2π2
〈|hTT(τi, k)|2〉 = At (9.1.10)

で与えられる。ここで、Atは結合定数の 2乗に比例した無次元の正の定

数である。漸近自由性により初期では振幅Atはスカラースペクトルのそ

れよりも十分に小さい値である。kntで定義されるテンソルゆらぎのスペ

クトル指数で表すと nt = 0に相当する。

9.2 線形方程式の解と安定性

ここでは、線形発展方程式を数値的に解いて、インフレーション期に振

幅がどのように変化するかを見る。その考察から時空の相転移点 τ = τΛ
1指数を ns − 1と定義するのはスカラーゆらぎに限った伝統的な表記である。
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でのスペクトルをもとめ、それをビッグバン以後の宇宙の構造形成の初

期値である原始パワースペクトルと同定する。

ランニング結合定数が小さい初期時間 τiでは重力ポテンシャルはΨ =

Φ = ϕを満たすので、初期条件を

Φ̃(τi, k) = Ψ̃(τi, k) (9.2.1)

と設定する。一方、結合定数が発散する相転移点ではΨ = −Φとなるこ

とが式 (8.2.13)から読み取れるので、境界条件として

Φ̃(τΛ, k) + Ψ̃(τΛ, k) = 0 (9.2.2)

を課して、(8.2.12)と (8.2.13)の連立微分方程式を物理時間 τ について数

値的に解くことにする。

初期と相転移点では ΦとΨの 2点相関スペクトルは同じになるので、

以下では Φを使ってスカラースペクトルを表すことにする。重力ポテン

シャルの時間変化を表す遷移関数を

Φ̃(τΛ, k) = TΦ(τΛ, τi)Φ̃(τi, k) (9.2.3)

と定義すると、原始パワースペクトルはPΦ(τΛ, k) = T 2
Φ (τΛ, τi)Pϕ(τi, k)で

与えられる。

線形近似では共動波数 kを固定して解く。微分の階数に応じてスケー

ル因子 a(τ)をくくりだし、HDを使って方程式全体を無次元化すると2、

共動波数に依存した− |∂2を含む項は物理的波数の関数 k2/m2a(τ)2に置

き換わる。ここで、分母のスケール因子は背景時空の方程式の解で、数

値計算する際は初期値を a(τi) = 1と規格化して Planck定数HDをmに

書き換えている。インフレーションによってスケール因子 a(τ)が大きく

なると、物理的波数は急速に小さくなり、相転移付近では運動方程式は

もはや波数依存性を持たなくなる。そのため、原始パワースペクトルの

パターンは相転移のダイナミクスと関係した現象論的パラメータ β0、a1、

κによらない。
2物理時間 τ を無次元化した時間 t = HDτ に置き換えるとよい。
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図 9.1: Bardeenポテンシャル Φ(赤)と Ψ(青)のインフレーション背景時空で

の線形発展方程式の解。初期値はΦ = Ψ(= ϕ)を満たす定数 1/
√

20で、共動波

数は k = 0.01Mpc−1 と設定している。その他のパラメータはm = 0.0156 (=

60λ)Mpc−1。 Bardeenポテンシャルは振幅を減少させながら変化して相転移点

τΛでは Φ = −Ψとなる。

ここでは、b1 = 10として計算する。共動座標での Planckスケールは

m = 0.0156Mpc−1 とした。インフレーション時代の膨張率 (e-foldings)

はおおよそ二つの質量スケールの比 HD/ΛQG になる。ここでは、前章

で採用した値 HD/ΛQG = 60を使う、また現象論的パラメータも同じ、

β0/b1 = 0.06、a1/b1 = 0.01、κ = 0.5を使用する。このとき、膨張率は

Ne = 65.0となる。初期の重力ポテンシャルの振幅は 1/
√

2b1 =
√
Pϕと

する。計算結果を図 9.1と図 9.2に示す。重力のスカラーゆらぎは安定で

インフレーション時代に振幅が小さくなることが分かる。

テンソル場の線形発展方程式を初期値
√
At = 10−5で解くと、図 9.3を

得る。テンソルゆらぎの振幅は保存されて最後まで小さいまま変わらな

いことが分かる。

ベクトルゆらぎは Friedmann時空に入ると減衰して消えてなくなるの
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図 9.2: BardeenポテンシャルΦの時間発展。相転移点 τ = 60での線が原始パ

ワースペクトルに相当する。
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図 9.3: テンソルゆらぎの線形発展方程式の解。

でここでは考えないことにする。

非ガウス性の効果 この小節では共形場理論で記述される共形モードのダ

イナミクスの非線形効果について考察する。共形不変性は量子論的な一般

座標不変性の帰結であることから、ここでは一般座標不変な演算子である

スカラー曲率を用いてスカラーゆらぎを考える。初期条件 ∂τϕ = ∂2
τϕ = 0

のもとで、無次元化されたスカラー曲率演算子は

δR =
δR

12m2
=

1

2m2
e2ϕ

(
− |∂2ϕ− ∂iϕ∂

iϕ
)

(9.2.4)
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と表される。共動運動量空間での Fourier変換を

δ̃R(k) =
k2

2m2
ϕ̃NL(k) (9.2.5)

と書くと、非線形項を取り入れた共形モード場はϕの 2次まで展開すると

ϕ̃NL(k) = ϕ̃(k) +
∫ d3q

(2π)3
ϕ̃ (k/2 − q) ϕ̃ (k/2 + q)

(
3

4
+
q2

k2

)
(9.2.6)

と表される。この式は、関係式 ϕNL(x) = ϕ(x) + fNLϕ
2(x)で定義される

非ガウス性パラメータがおよそ fNL 	 1であることを表している。

初期ではゆらぎの振幅が比較的大きいのでこの非線形項の寄与によっ

てスペクトル指数が ns > 1にシフトすると考えられる。一方、非ガウス

性は一般座標不変性によって決まっているので、その大きさは時間発展

の間ほぼ fNK 	 1程度に保たれる。そのため、インフレーション時代に

振幅が 1/2b1からAs (	 10−10)程度まで小さくなると、非線形効果は消

えて、スカラースペクトルはHarrison-Zel’dovich-Peeblesスペクトルに近

づいていく (ns → 1)と考えられる。

相関距離 ξΛの効果 ここでは、さらに量子重力の力学的な相関距離 ξΛ =

1/ΛQG (� LP)を考慮に入れたスペクトルを与える。この距離は、時空

がまだ膨張を始める前の量子重力が支配的なPlanck時間以前では、ξΛ以

上はなれた 2点間の相関が存在しないことを表している。

この効果はスペクトル指数に結合定数 trの補正を入れることで表すこ

とができる。さらにそれをランニング結合定数 t̄2r(k) = 1/β0 log(k2/λ2)に

置き換えると

Ps(k) = As

(
k

m

)v/ log(k2/λ2)

(9.2.7)

を得る。ここで、vは正の定数、λは共動座標系での力学的スケール

λ = a(τi)ΛQG (9.2.8)

である。先に定義した Planckスケールとはm/λ = HD/ΛQGの関係が成

り立つ。このスペクトルは k = λで鋭く落ち込んで相関がゼロになるこ

とを表している。
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図 7.4でも述べたように、共動波数 kで見れば、宇宙が膨張を始める前

から存在しなかった k < λの相関は進化の途中ずっと存在しないことに

なる。それゆえ、減衰因子はインフレーション期間中保たれるとして、ス

ペクトル (9.2.7)を相転移点でのスカラースペクトルとして採用する。

テンソルゆらぎのスペクトルについても同様に考えて、相転移点での

スペクトルを

Pt(k) = At

(
k

m

)v/ log(k2/λ2)

(9.2.9)

と与えることにする。ここで、図 9.3で示したように、振幅Atは小さい

値のままである。

スカラースペクトルの振幅はインフレーション期間に減少して、相転

移点ではテンソルスペクトルの振幅と比較できるくらい小さくなるので、

テンソル・スカラー比

r =
At
As

(9.2.10)

はCMBスペクトルを決めるための重要な要素になる。

物質場の変数と平坦性 物質場の摂動変数の相転移点での値は重力ポテ

ンシャルの値が分かると求めることができる。物質場を含む運動方程式

からエネルギー密度変数の Fourier成分は

D(τΛ, k) =
2

3

H2
D

H(τΛ)2
e−2Ne

k2

m2
Φ(τΛ, k) (9.2.11)

で与えられる。この式を導く際に ρ(τΛ) = 3M2
PH

2(τΛ)を使っている。こ

の変数には膨張率Neを肩にもつ指数関数の減衰因子が掛かっているた

め、非常に小さな値になる。このように、現在の宇宙の年齢を説明する

ためには初期の物質場のゆらぎが非常に小さくなくてはならないという

平坦性の問題を解くことができる。

9.3 CMB異方性スペクトル

前節で求めたスペクトル Ps(9.2.7)と Pt(9.2.9)を Friedmann時空の初
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期条件である原始パワースペクトルと設定して CMB異方性スペクトル

を計算する。ここでは良く知られた既存の計算コードCMBFASTを用い

てスペクトルを計算してWMAP等のデータと比較する。

 0

 2000

 4000

 6000

 1  10  100  500  1500

wmap 5yrs
acbar2008

l(
l
+

1)
C
l/

2π

Multipole, l

図 9.4: CMBの温度ゆらぎパワースペクトル (TT パワースペクトル)。計算

結果をWMAP5と ACBAR2008のデータとともに表示。テンソル・スカラー

比は r = 0.06 としている。力学的減衰因子のパラメータは λ = 0.00026 (=

m/60)Mpc−1 と v = 0.00002 である。光学的深さは EEスペクトル (非表示)

から τe = 0.08 と決めている。その他の宇宙論的パラメータは Ωb = 0.043、

Ωc = 0.20、Ωvac = 0.757、H0 = 73.1、Tcmb = 2.726、YHe = 0.24と設定した

[χ2/dof = 1.10 (2 ≥ l ≤ 1000)]。

まずはじめに、低多重極成分の鋭い落ち込みを説明するために力学的ス

ケールλを決める。多重極 lと共動波数 kの関係はおよそ l 	 kddecで与え

られることから、最終散乱面までの距離 ddecを 14000Mpcとして l = 2, 3
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図 9.5: CMBのTEパワースペクトルをWMAP5のデータとともに表示。パラ

メータは図 9.4と同じである [χ2/dof = 0.977 (2 ≥ l ≤ 1000)]。

成分のおよその波数を求めると 0.0002Mpc−1となる。ここでは

λ = 0.00026Mpc−1 (9.3.1)

と設定してその落ち込みを説明する。

定義式 (9.2.8)に λと ΛQG 	 1.1 × 1017GeV(7.2.23)の値を代入すると

スケール因子は現在を 1としてインフレーションが始まる前は

a(τi) =
0.00026Mpc−1

1.1 × 1017GeV
	 1.5 × 10−59 (9.3.2)

のオーダーになることが分かる。すなわち、現在1/λ 	 4000Mpcの波長が

インフレーションが始まる前は力学的相関距離 ξΛ = 1/ΛQG 	 2×10−31cm

の波長であったことを表している。この値はインフレーションのシナリ

オと良く合っている。計算された膨張率Neの値から、宇宙は Planck時

間から相転移までおよそ 1030倍膨張したことになる。さらに、時空相転



9.3. CMB異方性スペクトル 133

移以後、力学的エネルギーΛQGと 3oKの比から宇宙はおよそ 1029倍膨張

すると考えられるので、合わせると 1059が導かれる。

大角度成分 (l < 100)におけるスカラーゆらぎ振幅の不足を補うため

にテンソルゆらぎを加える必要がある。ここではテンソル・スカラー比

を r = 0.06と設定する。また、EEスペクトル (非表示)から光学的深さ

を τe = 0.08と決める。その他の宇宙論パラメータは実験データと合う

ように決める。計算された TTパワースペクトルはWMAPの 5年目の

データ (WMAP5)及びACBAR(Arcminute Cosmology Bolometer Array

Receiver)の実験データともに図 9.4に表示した。TEパワースペクトルは

WMAP5のデータとともに図 9.5に表示した。
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付 録A

A.1 曲率に関する公式

本書の曲率の定義は

Γλµν =
1

2
gλσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) ,

Rλ
µσν = ∂σΓ

λ
µν − ∂νΓ

λ
µσ + ΓλρσΓ

ρ
µν − ΓλρνΓ

ρ
µσ,

Rµν = Rλ
µλν (A.1.1)

である。共変微分の交換関係は

[∇µ,∇ν ]Aλ1,···λn =
n∑
i=1

Aλ1,···,σi,···,λnR
σi
λiνµ

(A.1.2)

を満たす。付録Aでは断らない限り次元は任意のDとする。

変分公式 曲率の変分公式は

δgµν = −gµλgνσδgλσ,

δ
√
−g =

1

2

√
−ggµνδgµν,

δΓλµν =
1

2
gλσ (∇µδgνσ + ∇νδgµσ −∇σδgµν) ,

δR = −Rµνδgµν + ∇µ∇νδgµν −∇2 (gµνδgµν) ,

δRµν =
1

2

{
∇µ∇λδgλν + ∇ν∇λδgλµ −∇2δgµν −∇µ∇ν

(
gλσδgλσ

)}

−Rλ σ
µ νδgλσ +

1

2

(
R λ
µ δgλν +R λ

ν δgλµ
)
,

δRλ
µσν =

1

2
gλρ

{
∇σ∇µδgνρ + ∇σ∇νδgµρ −∇σ∇ρδgµν −∇ν∇µδgσρ

−∇ν∇σδgµρ + ∇ν∇ρδgµσ
}

(A.1.3)

で与えられる。
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曲率のWeyl変換則 Weyl変換 δωgµν = 2ωgµνによる曲率の変分は

δω
√
−gR = (D − 2)ω

√
−gR− 2(D − 1)

√
−g∇2ω (A.1.4)

となる。曲率の 2乗の変分は

δω
√
−gRµνλσRµνλσ = (D − 4)ω

√
gRµνλσRµνλσ − 8

√
−gRµν∇µ∇νω,

δω
√
gRµνRµν = (D − 4)ω

√
gRµνRµν − 2

√
−gR∇2ω

−2(D − 2)
√
−gRµν∇µ∇νω,

δω
√
−gR2 = (D − 4)ω

√
gR2 − 4(D − 1)

√
gR∇2ω,

δω
√
−g∇2R = (D − 4)ω

√
−g∇2R+ (D − 6)

√
−g∇λR∇λω

−2
√
−gR∇2ω − 2(D − 1)

√
g∇4ω,

δω
√
−gFµνF µν = (D − 4)ω

√
−gFµνF µν (A.1.5)

で与えられる。これらより、積分可能条件 (2.1.10)をD次元に一般化し

た式 (6.1.10)は

[δω1 , δω2]Γ = 2{4η1 +Dη2 + 4(D − 1)η3 + (D − 4)η4}

×
∫
dDx

√
−gRω[1∇2ω2] (A.1.6)

で与えられる。

Euler関係式 D = 2のとき Euler関係式

Rµν =
1

2
gµνR (A.1.7)

が成り立つ。D = 4では Euler関係式

RµλσρR
λσρ
ν − 2RµλνσR

λσ − 2RµλR
λ
ν +RµνR =

1

4
gµνG4 (A.1.8)

が成り立つ。
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モード分解と展開式 計量場を gµν = e2φḡµνのように共形モードとトレー

スレステンソルモードに分解すると、曲率は

Γλµν = Γ̄λµν + ḡλµ∇̄νφ+ ḡλν∇̄µφ− ḡµν∇̄λφ,

Rλ
µσν = R̄λ

µσν + ḡλν∆̄µσ − ḡλσ∆̄µν + ḡµσ∆̄
λ
ν − ḡµν∆̄

λ
σ

+(ḡλν ḡµσ − ḡλσḡµν)∇̄ρφ∇̄ρφ,

Rµν = R̄µν − (D − 2)∆̄µν − ḡµν
{
∇̄2φ+ (D − 2)∇̄λφ∇̄λφ

}
,

R = e−2φ
{
R̄− 2(D − 1)∇̄2φ− (D − 1)(D − 2)∇̄λφ∇̄λφ

}
(A.1.9)

と展開される。ここで、∆̄µν = ∇̄µ∇̄νφ− ∇̄µφ∇̄νφである。

さらに、計量場 ḡµν = (ĝeh)µνを hµν で展開すると、

Γ̄λµν = Γ̂λµν + ∇̂(µh
λ
ν) −

1

2
∇̂λhµν +

1

2
∇̂(µ(h

2)λν) −
1

4
∇̂λ(h2)µν

−hλσ∇̂(µh
σ
ν) +

1

2
hλσ∇̂σhµν + o(h3),

R̄ = R̂− R̂µνh
µν + ∇̂µ∇̂νh

µν − 1

4
∇̂λhµν∇̂λh

ν
µ +

1

2
R̂σ

µλνh
λ
σh

µν

+
1

2
∇̂νh

ν
µ∇̂λh

λµ − ∇̂µ(h
µ
ν∇̂λhνλ) + o(h3),

R̄µν = R̂µν − R̂σ
µλνh

λ
σ + R̂λ

(µhν)λ + ∇̂(µ∇̂λhν)λ −
1

2
∇̂2hµν

−1

2
hλ(µ∇̂2hν)λ −

1

2
∇̂λhσµ∇̂σhνλ −

1

4
∇̂µh

λ
σ∇̂νh

σ
λ

−1

2
∇̂λ(h

λ
σ∇̂(µh

σ
ν)) +

1

2
∇̂λ(h

σ
(µ∇̂ν)h

λ
σ) +

1

2
∇̂λ(h

λ
σ∇̂σhµν) + o(h3)

(A.1.10)

を得る。ここで、a(µbν) = (aµbν + aνbµ)/2である。R̄ = ḡµνR̄µν、ḡµν =

ĝµν − hµν + · · ·に注意して、[∇̂λ, ∇̂ν ]h
λ
µ = hλσR̂

σ
µνλ + hµσR̂

σ
ν を使うと

R̄µν から R̄を導くことができる。

A.2 曲がった時空上のフェルミオン

計量場は多脚場を用いて gµν = eαµeναと表される。以下では任意のD次
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元を考え、断らない限りα、β、γ、δはLorentzの脚、µ、ν、λ、σはEinstein

の脚とする。ガンマ行列はアルファベットによらずすべてLorentzの脚を

持つものとし、反交換関係 {γα, γβ} = −2ηαβで定義される。Einsteinの脚

を持つガンマ行列は導入せず、多脚場を用いて eµαγ
αと表す。フェルミオン

ψのDirac共役 (adjoint)は Lorentzの脚のガンマ行列を使って ψ̄ = ψ†γ0

と定義される。

共変微分 共変微分の一般的な式は

Dµ = ∂µ +
1

2
ωµαβΣ

αβ (A.2.1)

で与えられる。ここで、接続１フォーム (connection 1-form)ωµdx
µは

ωµαβ = eνα∇µeνβ = eνα
(
∂µeνβ − Γλµνeλβ

)
(A.2.2)

と定義される量で、Lorentzの脚について反対称性 ωµαβ = −ωµβαが成り
立つ。Σαβは Lorentz生成子で交換関係

[
Σαβ,Σγδ

]
= ηβγΣαδ − ηαγΣβδ + ηβδΣγα − ηδαΣγβ (A.2.3)

を満たす。この交換関係より共変微分は

[Dµ, Dν ] =
1

2
(∂µωναβ − ∂νωµαβ + [ωµ, ων]αβ) Σαβ

=
1

2
RµναβΣ

αβ (A.2.4)

を満たす。

Lorentz生成子はスカラー場に対してはΣαβ = 0である。ゲージ場に作

用する場合は、Einsteinの脚を使ってΣµν = eµαe
ν
βΣ

αβと書くと、(Σµν)λσ =

gµλg
ν
σ − gµσg

ν
λで与えられ、共変微分はDµ = ∇ν となる。フェルミオン

に作用する場合はガンマ行列を用いて

Σαβ = −1

4

[
γα, γβ

]
(A.2.5)

で与えられる。
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Weyl不変性 質量ゼロのフェルミオンは任意の次元で共形不変になる。

無限小Weyl変換 δωgµν = 2ωgµνを考えると、多脚場及びフェルミオンは

δωe
µ
α = −ωeµα, δωeµα = ωeµα, δωψ =

1 −D

2
ωψ, δωψ̄ =

1 −D

2
ωψ̄

(A.2.6)

と変換する。このとき、各量の変換は

δωωµαβ =
(
eµαe

λ
β − eµβe

λ
α

)
∂λω,

δω (eµαγ
αDµψ) = −D + 1

2
ωeµαγ

αDµψ (A.2.7)

となる。二番目の式では γαΣ
αβ = 1

2
(D− 1)γβを使った。これより、フェ

ルミオンの運動項は

δω
(√

−gψ̄eµαγαDµψ
)

=
(
Dω +

1 −D

2
ω − D + 1

2
ω

)√
−gψ̄eµαγαDµψ = 0

(A.2.8)

のように任意のD次元でWeyl不変であることが示せる。

接続１フォームの展開式 摂動計算のさいに用いる接続１フォームの平

坦な背景場のまわりでの展開式を記す。フェルミオンは共形不変なので

共形モード場の依存性は除いて考える。

共形モード依存性を除いた多脚場はトレースレステンソル場で展開す

ると

ēµα = (e
1
2
h)µα = ηµα +

1

2
hµα +

1

8
(h2)µα + · · · ,

ēµα = (e−
1
2
h)µα = δµα −

1

2
hµα +

1

8
(h2)µα + · · · (A.2.9)

となる。ここで、ēαµ ēνα = ḡµν、ēµαēµβ = ηαβである。いま平坦な背景時空

のまわりで展開しているので、右辺に現れた量の脚はすべてLorentzの脚

とみなすことができる。この式を使うと展開式

ω̄µαβ = ēνa
(
∂µēνβ − Γ̄λµν ēλβ

)
= −1

2
(∂αhµβ − ∂βhµα) −

1

8

(
hλα∂µhλβ − hλβ∂µhλα

)
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−1

4

(
hµλ∂αh

λ
β − hµλ∂βh

λ
α

)
+

1

4

(
hλα∂λhµβ − hλβ∂λhµα

)
+o(h3) (A.2.10)

を得る。
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B.1 S3上のテンソル調和関数

S3上の対称・横波・トレースレステンソル調和関数 (ST2 tensor har-

monics)を定義するために座標系を導入する。まず、R4を表す二つの座標

系として、xµ̄ (µ̄ = 0̄, 1̄, 2̄, 3̄)で表される直交座標系と、xµ = (x0, xi)で表

される球座標系を導入する。ここで、i = 1, 2, 3及び x0 = r = (xµ̄xµ̄)
1/2

である。R4空間はそれぞれの座標系の計量を使って

ds2
R4 = δµ̄ν̄dx

µ̄dxν̄ = dr2 + r2γ̂ijdx
idxj (B.1.1)

と表される。γ̂ijは単位 S3の計量である。Euler角を使って S3の座標を

xi = (α, β, γ)と表すと、二つの座標系をつなぐ関係式は

x0̄ = r cos
β

2
cos

1

2
(α + γ),

x1̄ = r sin
β

2
sin

1

2
(α− γ),

x2̄ = −r sin
β

2
cos

1

2
(α− γ),

x3̄ = −r cos
β

2
sin

1

2
(α + γ) (B.1.2)

で与えられる。

ST 2テンソル調和関数 ST 2テンソル調和関数をClebsch-Gordan係数と

WignerD関数を用いて定義する。D関数は一般的に座標の足について対

称トレースレスなテンソル τµ̄1···µ̄n を用いて

DJ
mm′ =

1

r2J
xµ̄1 · · ·xµ̄2J (τµ̄1···µ̄2J

)mm′ ,

(τµ̄1···µ̄n)∗mm′ = εM(τµ̄1···µ̄n)−m−m′ (B.1.3)
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と表すことができる。

S3のアイソメトリーである SU(2)× SU(2)の (J, J)表現に属するスカ

ラー調和関数はWignerD関数を用いて

YJM =

√
2J + 1

V3

DJ
mm′ , Y ∗

JM = εMYJ−M (B.1.4)

と表すことができる。

空間の足をもつ調和関数はまずR4の直交座標系を用いて表して、それ

を極座標に変換することで得ることができる。偏光パラメータ y = ±1/2

を持つSU(2)×SU(2)の (J + y, J − y)表現に属するベクトル調和関数は

Y µ̄
J(My) =

1√
2

1

r

∑
S,T

CJ+ym

Js, 1
2
t
CJ−ym′

Js′, 1
2
t′ YJS(τ

µ̄)tt′ ,

Y µ̄∗
J(My) = −εMY µ̄

J(−My) (B.1.5)

と表さる。偏光 x = ±1を持つ (J + x, J − x)表現に属するテンソル調和

関数は

Y µ̄ν̄
J(Mx) =

1

2

1

r2

∑
S,T

CJ+xm
Js,1t C

J−xm′
Js′,1t′ YJS(τ

µ̄ν̄)tt′ ,

Y µ̄ν̄∗
J(Mx) = εMY

µ̄ν̄
J(−Mx) (B.1.6)

と表すことができる。ここで、τµ̄1···µ̄nはD関数の表式に現れるものを用

いて、

(τ µ̄)∗m1m′
1
(τµ̄)m2m′

2
= 2δM1M2,

(τ µ̄ν̄)∗m1m′
1
(τµ̄ν̄)m2m′

2
= 4δM1M2 (B.1.7)

と規格化している。これらの調和関数は関係式

xµ̄Y
µ̄
J(My) = xµ̄Y

µ̄ν̄
J(Mx) = 0 (B.1.8)

を満たす。

極座標表示でのベクトル、テンソル調和関数は

YµJ(My) =
∂xµ̄

∂xµ
Yµ̄J(My), YµνJ(Mx) =

∂xµ̄

∂xµ
∂xν̄

∂xν
Yµ̄ν̄J(Mx) (B.1.9)



B.1. S3上のテンソル調和関数 143

と座標変換することで得られる。関係式 (B.1.8)は、球座標に変換した際、

r(= x0)座標を含む成分が

Y r
J(My) = Y rr

J(Mx) = Y ri
J(Mx) = 0 (B.1.10)

のように消えることを表している。このことから、極座標に変換すると

S3の座標成分のみが得られる。このことを用いると、たとえば

Y µ̄Yµ̄ =
(

1

r2

)
Y iYi,

Y µ̄ν̄Yµ̄Yν̄ =
(

1

r4

)
Y ijYiYj (B.1.11)

のような規格化や SU(2)× SU(2)Clebsch-Gordan係数を計算する際に現

れるスカラー量は、S3上の具体的な表示が分からなくても、R4座標での

調和関数の表示を用いて計算することができる。

一般的に偏光パラメータ εn = ±n/2を持つ (J + εn, J − εn)表現に属す

る n階のテンソル調和関数は

Y µ̄1···µ̄n

J(Mεn) ∝
∑
S,T

CJ+εnm
Js,n

2
t C

J−εnm′
Js′,n

2
t′ YJS(τ

µ̄1···µ̄n)tt′ ,

Y µ̄1···µ̄n∗
J(Mεn) = (−1)nεMY

µ̄1···µ̄n

J(−Mεn) (B.1.12)

で与えられる。

最後に、上記の処方で求めたベクトル調和関数のEuler角による表示を

記しておく。偏光 y = 1/2の場合は

YαJ(M 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3
D
J− 1

2
mm′ ,

YβJ(M 1
2
) =

1√
2(2J + 1)

1

sin β

{
m

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3

D
J+ 1

2
mm′

−m′
√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3
D
J− 1

2
mm′

}
,

YγJ(M 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3
D
J+ 1

2
mm′ , (B.1.13)
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偏光 y = −1
2
の場合は

YαJ(M− 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m + 1)

(2J + 1)V3
D
J+ 1

2
mm′ ,

YβJ(M− 1
2
) =

1√
2(2J + 1)

1

sin β

{
m′

√√√√(2J + 2m+ 1)(2J − 2m+ 1)

(2J + 1)V3
D
J+ 1

2
mm′

−m
√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3

D
J− 1

2
mm′

}
,

YγJ(M− 1
2
) =

i

2
√

2

√√√√(2J + 2m′ + 1)(2J − 2m′ + 1)

(2J + 1)V3
D
J− 1

2
mm′ (B.1.14)

と表される。

B.2 SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数

SU(2) × SU(2)Clebsch-Gordan係数は ST2テンソル調和関数の三つの

積のS3上の積分で定義される。ここでは、本文中で定義されているC以

外の係数の一般式を挙げる。

係数D

DJM
J1(M1y1),J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

i
J1(M1y1)YiJ2(M2y2)

= −
√

2J1(2J1 + 1)(2J1 + 2)2J2(2J2 + 1)(2J2 + 2)

2J + 1

×
⎧⎨
⎩ J J1 J2

1
2

J2 + y2 J1 + y1

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ J J1 J2

1
2

J2 − y2 J1 − y1

⎫⎬
⎭

×CJm
J1+y1m1,J2+y2m2

CJm′
J1−y1m′

1,J2−y2m′
2
. (B.2.1)

この係数はM = M1 + M2 と三角不等 |J1 − J2| ≤ J ≤ J1 + J2 を満

たす。ここで、J + J1 + J2は整数。不等号の低い側 (高い側)の等式は

y1 = y2 (y1 
= y2)の場合に成り立つ。
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係数E

EJM
J1(M1x1),J2(M2x2)

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

ij
J1(M1x1)YijJ2(M2x2)

=

√
(2J1 − 1)(2J1 + 1)(2J1 + 3)(2J2 − 1)(2J2 + 1)(2J2 + 3)

2J + 1

×
⎧⎨
⎩ J J1 J2

1 J2 + x2 J1 + x1

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ J J1 J2

1 J2 − x2 J1 − x1

⎫⎬
⎭

×CJm
J1+x1m1,J2+x2m2

CJm′
J1−x1m′

1,J2−x2m′
2
. (B.2.2)

この係数はM = M1 + M2と三角不等式 |J1 − J2| ≤ J ≤ J1 + J2を満

たす。ここで、J + J1 + J2は整数。不等号の低い側 (高い側)の等式は

x1 = x2 (x1 
= x2)の場合に成り立つ。

係数G

GJM
J1(M1y1);J2M2

=
√

V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

i
J1(M1y1)∇̂iYJ2M2

= − 1

2
√

2

√
2J1(2J1 + 1)(2J1 + 2)(2J2 + 1)

2J + 1

∑
K=J2± 1

2

2K(2K + 1)(2K + 2)

×
⎧⎨
⎩ J J1 K

1
2

J2 J1 + 1
2

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ J J1 K

1
2

J2 J1 − 1
2

⎫⎬
⎭CJm

J1+y1m1,J2m2
CJm′
J1−y1m′

1,J2m′
2
.

(B.2.3)

この係数はM = M1 +M2と三角不等式 |J1 − J2| + 1
2
≤ J ≤ J1 + J2 − 1

2

を満たす。ここで、J + J1 + J2は半整数である。

係数H

HJM
J1(M1x1);J2(M2y2) =

√
V3

∫
S3
dΩ3Y

∗
JMY

ij
J1(M1x1)

∇̂iYjJ2(M2y2)

= − 3

2
√

2

√
(2J1 − 1)(2J1 + 1)(2J1 + 3)2J2(2J2 + 1)(2J2 + 2)

2J + 1

×
∑

K=J2± 1
2

2K(2K + 1)(2K + 2)
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×
⎧⎨
⎩ K 1 J2 + y2

1
2

J2
1
2

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ K 1 J2 − y2

1
2

J2
1
2

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ J J1 + x1 J2 + y2

1 K J1

⎫⎬
⎭

×
⎧⎨
⎩ J J1 − x1 J2 − y2

1 K J1

⎫⎬
⎭CJm

J1+x1m1,J2+y2m2
CJm′
J1−x1m′

1,J2−y2m′
2
. (B.2.4)

この係数はM = M1 +M2と三角不等式 |J1 − J2| + 1
2
≤ J ≤ J1 + J2 − 1

2

を満たす。ここで、J + J1 + J2は半整数。不等号の低い側 (高い側)の等

式は x1 = 2y2 (x1 
= 2y2)で成り立つ。

B.3 Clebsch-Gordan係数及びWignerD関数

を含む公式

通常のClebsch-Gordan係数Ccγ
aα,bβは三角不等式 |a− b| ≤ c ≤ a+ bと

条件α+ β = γを満たすときに値を持つ。ここで、a、b、cは非負の整数

又は半整数で、a + b+ c、a + α、b+ β、c+ γは非負の整数になる。こ

の係数はCaα
aα,00 = Ca+ba+b

aa,bb = 1と規格化され、関係式

Ccγ
aα,bβ = (−1)a+b−cCc−γ

a−α,b−β = (−1)a+b−cCcγ
bβ,aα = (−1)b+β

√
2c+ 1

2a+ 1
Ca−α
c−γ,bβ

(B.3.1)

を満たす。以下の公式は文献 D. Varshalovich, A. Moskalev and V. Kher-

sonskii, Quantum Theory of Angular Momentum (World Scientific, Sin-

gapore, 1988) を参照。

Clebsch-Gordan係数及び 6j記号を含む公式

∑
α,β

Ccγ
aα,bβC

c′γ′
aα,bβ = δcc′δγγ′ , (B.3.2)

∑
α,β,δ

(−1)a−αCcγ
bβ,aαC

eε
bβ,dδC

fϕ
dδ,a−α

= (−1)a+b+e+f
√

(2c+ 1)(2f + 1)Ceε
cγ,fϕ

⎧⎨
⎩ a b c

e f d

⎫⎬
⎭ , (B.3.3)
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∑
ψ,κ,ρ,σ,τ

(−1)ψ+κ+ρ+σ+τCaα
pψ,qκC

bβ
qκ,rρC

cγ
rρ,sσC

dδ
sσ,tτC

eε
tτ,p−ψ

= (−1)−a−b−2c−2p−2r−t+α+δ
√

(2a + 1)(2d+ 1)

×
∑
x,y

∑
ξ,η

(−1)ξ+η(2x + 1)(2y + 1)Cbβ
aα,xξC

eε
xξ,yηC

c−γ
yη,d−δ

×
⎧⎨
⎩ a b x

r p q

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ x e y

t r p

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ y c d

s t r

⎫⎬
⎭ . (B.3.4)

∑
x

(−1)p+q+x(2x+ 1)

⎧⎨
⎩ a b x

c d p

⎫⎬
⎭

⎧⎨
⎩ a b x

d c q

⎫⎬
⎭ =

⎧⎨
⎩ a c q

b d p

⎫⎬
⎭ .

(B.3.5)

WignerD関数の公式

DJ∗
mm′ = (−1)m−m′

DJ
−m−m′ , (B.3.6)

DJ1

m1m′
1
DJ2

m2m′
2

=
J1+J2∑

J=|J1−J2|

∑
m,m′

CJm
J1m1,J2m2

CJm′
J1m′

1,J2m′
2
DJ
mm′ , (B.3.7)

∑
m1,m′

1

∑
m2,m′

2

CJm
J1m1,J2m2

CJ ′m′
J1m′

1,J2m′
2
DJ1

m1m′
1
DJ2

m2m′
2

= δJJ ′{J1J2J}DJ
mm′ ,

(B.3.8)

∑
m1,m′

1

∑
m2,m′

2

∑
m3,m′

3

CJm
Kn,J3m3

CKn
J1m1,J2m2

CJ ′m′
K ′n′,J3m′

3
CK ′n′
J1m′

1,J2m′
2

×DJ1

m1m′
1
DJ2

m2m′
2
DJ3

m3m′
3

= δJJ ′δKK ′{J1J2K}{KJ3J}DJ
mm′ ,(B.3.9)

�3D
J
mm′ = 4

{
∂2
β + cot β∂β +

1

sin2 β

(
∂2
α − 2 cosβ∂α∂γ + ∂2

γ

)}
DJ
mm′

= −4J(J + 1)DJ
mm′ , (B.3.10)

∫
S3
dΩ3D

J1∗
m1m′

1
DJ2

m2m′
2

=
V3

2J1 + 1
δJ1J2δm1m2δm′

1m
′
2
, (B.3.11)

J∑
m′=−J

DJ∗
m1m′DJ

m2m′ = δm1m2 . (B.3.12)
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ここで、D関数はすべて同一点のDJ
mm′(α, β, γ)である。{J1J2J3}は J1 +

J2 + J3が整数で |J1 − J2| ≤ J3 ≤ J1 + J2を満たすときは 1、それ以外は

消える量である。また、{J1J2J3}は J1、J2、J3の並べ替えても値は変わ

らない。

J = 1/2と J = 1のWignerD関数の具体形は Euler角を用いて

D
1
2
mm′ =

⎛
⎝ cos β

2
e− i

2
(α+γ) − sin β

2
e− i

2
(α−γ)

sin β
2
e

i
2
(α−γ) cos β

2
e

i
2
(α+γ)

⎞
⎠ ,

D1
mm′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1+cosβ
2

e−i(α+γ) − sin β√
2
e−iα 1−cos β

2
e−i(α−γ)

sin β√
2
e−iγ cosβ − sinβ√

2
eiγ

1−cosβ
2

ei(α−γ) sin β√
2
eiα 1+cosβ

2
ei(α+γ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
(B.3.13)

と表される。
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C.1 ゴースト場の共形変換の生成子

ゴースト場の共形変換の生成子を構成する。輻射 +ゲージ固定をする

と、残りのゲージ自由度が共形 Killingベクトルと同じ 15の有限自由度

になる。その自由度に対するゴーストを c、 cM、c†M、cMN と書く。こ

こで、指数M とN は SU(2) × SU(2)の (2, 2)表現の足である。ゴース

ト cは実で、cMN は関係式 c†MN = cNM と cMN = −εM εNc−N−M を満た

す。同様にして反ゴーストb、bM、b†
M、bMN を導入する。ここで、bは

実、反ゴースト bMN は関係式 b†
MN = bNM と bMN = −εM εNb−N−M を

満たす。

ゴースト、反ゴーストの反交換関係は

{b, c} = 1,{
b†
M , cN

}
=

{
bM , c

†
N

}
= δMN ,

{bM1N1, cM2N2} = δM1M2δN1N2 − εM1εN1δ−M1N2δ−N1M2 (C.1.1)

で与えられる。時間並進に関係する cとb及び S3の回転に関係する cMN

と bMN は共形次元 0をもつ。特殊共形変換に関係する cM と bM は共形

次元−1、そのエルミート共役変数 c†M と b†
M は共形次元 1をもつ。

有限自由度量子力学系のゴーストの作用は

Igh =
∫
dη

{
ib∂ηc + ibMN∂ηcMN + ib†

M (∂η + i)cM + ibM (∂η − i)c†M
}

(C.1.2)

で与えられる。ハミルトニアンは

Hgh =
∑
M

(
b†
McM + c†MbM

)
+ E0 (C.1.3)
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となる。定数項E0は以下で示すように代数が閉じる条件で決まる。

共形代数が閉じる条件から生成子を決定する。QM は共形次元 −1を

もったSU(2)×SU(2)の (2, 2)表現に属することから、その一般的な形は

Qgh
M = λ1bcM + λ2bMc +

∑
R

(κ1bRcRM + κ2bMRcR) (C.1.4)

で与えられる。共形代数を満たす条件から各項の係数はλ1λ2 = 2とκ1κ2 =

2を満たすことが分かる。ハミルトニアンの定数項は

E0 = −4 (C.1.5)

と決まる。これにより、15個の共形代数の生成子が決まって

Qgh
M = λbcM +

2

λ
bMc +

∑
R

(
κbRcRM +

2

κ
bMRcR

)
,

Hgh =
∑
R

(
b†
RcR + c†RbR

)
− 4,

Rgh
MN = b†

NcM + c†NbM − εM εN
(
b†
−Mc−N + c†−Mb−N

)
−1

2

∑
R

(bMRcNR + cRMbRN − bRNcRM − cNRbMR)

(C.1.6)

を得る。ここで、λと κは任意の定数である。ハミルトニアンの定数項は

本文でも述べたように 4次元体積と関係している。
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D.1 次元正則化のための公式

次元正則化については場の理論の教科書 T. Muta, Foundations of Quan-

tum Chromodynamics (World Scientific, 1987) が実用的で詳しい。

D次元Euclid空間積分 D次元 Euclid空間積分は∫
dDp =

∫
pD−1dp

∫
dΩD, (p2 = pµpµ)

∫
dΩD =

∫ D−1∏
l=1

sinD−1−l θldθl =
2πD/2

Γ
(
D
2

) (D.1.1)

と表される。

基本積分公式 次元正則化に出てくる運動量積分の基本形は p2の関数を

被積分関数にもつ
∫ dDp

(2π)D
p2n

(p2 + L)α
=

1

(4π)D/2

Γ
(
n+ D

2

)
Γ

(
α− n− D

2

)
Γ

(
D
2

)
Γ(α)

LD/2+n−α

(D.1.2)

である。被積分関数が pµを含む場合は∫
dDp

(2π)D
pµpνf(p2) =

1

D
δµν

∫
dDp

(2π)D
p2f(p2),

∫
dDp

(2π)D
pµpνpλpσf(p2) =

1

D(D + 2)
(δµνδλσ + δµλδνσ + δµσδνλ)

×
∫ dDp

(2π)D
p4f(p2) (D.1.3)

を使うと基本形の積分で表すことができる。被積分関数が運動量 pµの奇

数次の場合はゼロである。
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Feynmanパラメータ公式 自己エネルギーや頂点関数のくりこみ計算

を行う際に現れるより複雑な積分は Feynmannパラメータ公式

1

AαBβ
=

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
dx

(1 − x)α−1xβ−1

[(1 − x)A+ xB]α+β
(D.1.4)

を使って運動量積分を基本形が使える形にする。

自己エネルギー積分 自己エネルギーのくりこみ計算に現れるA = p2+z2

とB = (p+ q)2 + z2の組み合わせの場合を考える。ここで、z2は質量項

に当たる。このとき、∫ dDp

(2π)D
f(pµ, qν)

(p2 + z2)α((p+ q)2 + z2)β

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
dx(1 − x)α−1xβ−1

∫
dDp′

(2π)D
f(p′µ − xqµ, qν)

[p′2 + z2 + x(1 − x)q2]α+β

(D.1.5)

を得る。頂点関数のくりこみ計算ではこの作業をくりかえす。

発散の評価 次元正則化ではD = 4 − 2εとして、紫外発散は εの極とし

て抜き出される。その際に、

Γ(ε) =
1

ε
− γ +

ε

2

(
γ2 +

π2

6

)
+ o(ε2),

aε = eε ln a = 1 + ε ln a+ o(ε2) (D.1.6)

を使う。ここで、aとして p2や赤外発散を取り除くための無限小の z2な

どが対応する。

ガンマ行列の公式 D次元平坦Euclid背景時空でのガンマ行列を{γµ, γν} =

−2δµν と定義する。次元正則化で使われるガンマ行列の公式として、

γλγλ = −D,

γλγµγλ = (D − 2)γµ,

γλγµγνγλ = −(D − 4)γµγν + 4δµν ,

γλγµν = γλµν − δλµγν + δλνγµ (D.1.7)
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などがある。ここで、同じ時空の脚は δµνで縮約を取るものとする。ガン

マ行列の反対称積は

γµν =
1

2
[γµ, γν] ,

γλµν =
1

3!
(γλγµγν + γµγνγλ + γνγλγµ − γλγνγµ − γνγµγλ − γµγλγν)

(D.1.8)

と定義する。
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E.1 基本定数とパラメータ

換算 Planck定数 h̄ = 1.055 × 10−27 cm2 g s−1

光速 (speed of light) c = 2.998 × 1010 cm s−1

Newton定数 G = 6.672 × 10−8 cm3 g−1 s−2

Planck質量 mpl = 2.177 × 10−5 g

= 1.221 × 1019 GeV/c2

換算 Planck質量 MP = 2.436 × 1018 GeV/c2

Planck長さ lpl = 1.616 × 10−33 cm

Planck時間 tpl = 5.390 × 10−44 s

Boltzmann定数 kB = 1.381 × 10−16 erg K−1

メガパーセク (Megaparsec) 1Mpc = 3.086 × 1024 cm

Hubble定数 H0 = 100h km s−1 Mpc−1

現在のHubble距離 c/H0 = 2998h−1 Mpc

(現在の観測では h 	 0.7である)

自然単位系 (c = h̄ = kB = 1)への変換に有益な定数

1 cm = 5.068 × 1013 h̄/GeV

1 s = 1.519 × 1024 h̄/GeV/c

1 g = 5.608 × 1023 GeV/c2

1 erg = 6.242 × 102 GeV

1 K = 8.618 × 10−14 GeV/kB
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