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宇宙論的摂動論1

KEK　浜田賢二2

本書は宇宙論的摂動論 (cosmological perturbation theory)及びCMB異

方性スペクトルについて解説したものである。参考文献：R. Durrer, The

theory of CMB Anisotropies, astro-ph/0109522; A. Liddle and D. Lyth,

Cosmological Inflation and Large-Scale Structure (Cambridge University

Press, 2000).

1 不安定性と摂動論

アインシュタイン方程式の Friedmann解は不安定解である。通常はこ

のような解が選ばれることはない。なぜなら、この解のまわりの小さな

摂動 (ゆらぎ)を考えるとそれは時間とともに成長して解から大きくずれ

てしまうからである。にもかかわらず宇宙は Friedmann解で良く近似で

きる。このことは初期の摂動が非常に小さかったことを意味している。

100億年以上も長く宇宙が続くために必要な非常に小さな初期ゆらぎを

つくるアイデアとしてインフレーションが提案された。それは、物質が

生成されるビッグバン以前に指数関数的に宇宙が膨張する時期があって、

その時期にゆらぎが小さくなったとする考えである。このアイデアは同

時に何故ホライズンサイズよりも大きなサイズの相関が宇宙初期に存在

したのか (地平線問題)を説明することができる。

ビッグバン以後、ゆらぎが成長して星や銀河、銀河団といった構造が

造られる。これらの構造形成は非線形効果を含むので単純な摂動論では

記述できないが、宇宙が中性化するまではゆらぎはまだ小さく宇宙論的

1本解説書の内容はさらに加筆、修正して著書「共形場理論を基礎にもつ 量子重力理
論と宇宙論」(プレアデス出版, 2016)に掲載している。

2URL: http://research.kek.jp/people/hamada/
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図 1: 宇宙の時間発展。

摂動論が適用可能である。中性化以後は光は物質との相互作用から自由

(脱結合)になるためゆらぎが成長しなくなる (Sachs-Wolfe関係)。そのた

め、脱結合する時点でのゆらぎのスペクトルが分かれば現在の宇宙マイ

クロ波背景放射 (CMB)のスペクトルをおおよそ知ることができる。観測

されたCMBの Planck分布 (図 2)からのずれをあらわす温度ゆらぎの振

幅 δT/T は摂動論が十分に機能する 10−5のオーダーである。

図 2: CMBの Planck分布。

Wilkinson Microwave Anisotropies Probe (WMAP) 人工衛星による

CMBの観測から得られた温度ゆらぎスペクトル (図 3)は放射優勢な時

2



代から現在までの宇宙の歴史を記録している。宇宙初期のスペクトルは

ほぼ特徴のないスケール不変な形であったと考えられている。Harrison-

Zel’dovich型と呼ばれるそのスペクトルを図 3のなかに書き込むと真横一

直線になる。すなわち、その直線からの変形が宇宙の発展のなかでゆら

ぎが受けたダイナミクスを表している。

これらの変化はすべて宇宙が放射優勢から物質優勢に移る時期から中

性化するまでの期間に起こる。それ以前はスケール不変なスペクトルが

保たれるため放射優勢な時代が続く限りどこまでも過去に遡ることがで

きる。そのため、CMBスペクトルから宇宙初期のスペクトルが生成され

たと考えられる Planckスケールの現象を調べることができる3。

図 3: WMAP 温度ゆらぎスペクトル。

スペクトルは大まかに三つの領域に分けることができる:スケール不変

な初期宇宙のスペクトルをほぼそのまま伝えていると考えられる低多重

極成分領域 (l < 30)、放射優勢の時代から物質優勢の時代に入って宇宙が

中性化するまでの光子とバリオンのプラズマ流体の振動が現れている領

域 (30 < l < 800)、そして中性化の過程で光子のゆらぎの振幅が指数関数

3現在観測している CMBは放射優勢から物質優勢に移行する前後からホライズンの
内側に入るサイズのゆらぎである。サイズがまだホライズンサイズより大きなそれ以前
の時期ではスペクトルはほとんど変化しない。
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的に減少する Silk減衰領域 (l > 800)。この減衰領域では完全流体の近似

が破れ非等方ストレスが現れる。

Silk減衰が起こるのは、物質が中性化するプロセス (再結合)が始まっ

てから光が物質から完全に自由になる (脱結合)までの間に、光の平均自

由行程が長くなり熱平衡が保てなくなることによる。平均自由行程より

も波長が長ければ完全流体の近似が成り立つが、短い波長のゆらぎは拡

散 (photon diffusion)してゆらぎが平均化され振幅は減衰する4。 この効

果は第 1音波ピークを越えた辺りから現れはじめ、l � 800を越えると著

しくなる。したがって、完全流体を仮定した宇宙論的摂動論が比較的有

効なのは長波長領域のせいぜい l < 800までである。Silk減衰を扱うため

にはトムソン散乱を考慮したBoltzmann方程式を解く必要がある。

ここでは Boltzmann方程式を解くことはしない。CMB温度ゆらぎス

ペクトルの計算はすでにプログラム化されており、CMBFASTなど既存

の計算コードが公開されている。この解説書の目的は図 3のスペクトル

がどのようにして得られるのか大まかに理解することである。

2 Friedmann時空

宇宙論的摂動論とは、ある一様等方な背景時空のまわりでのゆらぎ (摂

動)の時間発展を記述する学問である。通常は背景時空としてEinstein方

程式の解である Friedmann時空を考える。観測の結果から空間曲率はほ

とんどゼロなので以下では簡単のため無視する。また、物質場として完

全流体を考える。このとき背景時空の計量及び各状態の物質場のストレ

ステンソルは

ds2 = e2φ̂
(
−dη2 + dx2

)
, (2.1)

T µ
(α)ν = diag(−ρα, Pα, Pα, Pα) (2.2)

4完全流体は粘性がゼロの流体である (�=理想気体)。粘性は平均自由行程に比例する
量で、粘性がゼロであるとは、平均自由行程がゼロの強結合の系を意味する。このよう
に頻繁に相互作用している系ではその系の中で熱のやり取りが閉じていて熱平衡が実現
できる。
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で与えられる。ここで、φ̂(η)は背景重力場の共形モード、ηは共形時間

(conformal time)、xは共動座標 (comoving coordinate)である。共動座標

は宇宙が膨張してもかわらない角度のような座標である。これに対して

dτ = eφ̂dηおよび r = eφ̂xで定義される座標を固有 (物理)時間及び物理

的距離と呼ぶ。ραと Pαはある状態 αのエネルギー密度及び圧力を表す。

通常、物質場として複数の状態を考える。これらの変数は共形時間 ηに

のみ依存する関数である。

物質の状態は圧力とエネルギー密度の比例係数として定義される状態

方程式パラメータ (equation of state parameter)

wα =
Pα
ρα

(2.3)

で表される。放射の状態では状態方程式パラメータは 1/3となり、スト

レステンソルはトレースレスになる。また、質量をもった粒子でもビッ

グバン直後のように温度が十分高ければ質量ゼロとみなせるので放射の

状態として記述される。宇宙が冷えて温度が粒子の質量よりも低くなれ

ば放射圧が消えて状態方程式パラメータは 0になる。

粒子の源泉がない場合の物質場の保存則∇µT
µ

(α)ν = 0は各状態に対して

∂ηρα + 3∂ηφ̂ (ρα + Pα) = 0 (2.4)

で与えられる。Einstein方程式のトレース部分と (00)成分はそれぞれ

M2
Pe

−2φ̂
(
6∂2

η φ̂+ 6∂ηφ̂∂ηφ̂
)
− ρ+ 3P − 4Λ = 0, (2.5)

−3M2
Pe

−2φ̂∂ηφ̂∂ηφ̂+ ρ+ Λ = 0, (2.6)

で与えられる。ここで、Λは宇宙項である。エネルギー密度 ρと圧力 P

はすべての状態について和を取った

ρ =
∑
α

ρα, P =
∑
α

Pα (2.7)

で与えられる。

保存則 (2.4)は各状態 αに対して成り立つのに対し、Einstein方程式は

状態の和の形で入ってくることに注意しなければならない。もちろん、保
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存則は状態の和の変数 ρ、P に対しても成り立ち、状態方程式パラメータ

はw = P/ρで与えられる。

通常よく用いられるスケール因子 aを導入すると、

a = eφ̂, ∂ηφ̂ =
∂ηa

a
= aH (2.8)

と書ける。ここで、HはHubble変数である。この変数を使って方程式を

書き直すと、Einstein方程式は

6M2
P

(
a−1∂ηH + 2H2

)
= ρ− 3P + 4Λ = (1 − 3w)ρ+ 4Λ, (2.9)

3M2
PH

2 = ρ+ Λ, (2.10)

エネルギー保存則は

∂ηρα = −3aH (ρα + Pα) = −3 (1 + wα) aHρα (2.11)

と書ける。

Friedmann宇宙を指定する宇宙論パラメータの一つであるHubble変数

の現在の値を表すHubble定数はしばしば小文字の hを使ってH0 = 100h

[kms−1Mpc−1]と表す。自然単位系 (c = h̄ = 1)では

H0 =
h

2997.9
= 0.00024Mpc−1. (2.12)

ここでは h = 0.72の値を採用した。このとき、現在見えている宇宙の大

きさを表すためによく使われるHubble距離 1/H0は 4164Mpcになる。

現在の密度パラメータはHubble定数を使って

Ωα =
ρα0

3M2
PH

2
0

(2.13)

と定義する。ρα0 は状態 αの現在のエネルギー密度を表す。物質の状態

αとして、冷たい暗黒物質 (cold dark matter, CDM)は c、バリオンを

b、放射を rと書く。cと bを合わせた質量をもつ物質全体をダストと呼

び dと記述する。また、宇宙項はw = −1の物質とみなすことができて、
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ΩΛ = Λ/3M2
PH

2
0 という量を定義する。この解説書では

Ωr = Ωγ + Ων = 4.2 × 10−5/h2 = 8.1 × 10−5, (2.14)

Ωb = 0.042, (2.15)

Ωd = Ωc + Ωb = 0.27, (2.16)

ΩΛ = 0.73 (2.17)

の値を使うことにする。ここで、Ωrは光子からの寄与Ωγと3世代のニュー

トリノからの寄与Ωνを合計した値である。その比は ργ0 = 2(π2/30)T 4
γ と

ρν0 = Nν2(π2/30)(7/8)T 4
ν より

Ων

Ωγ
=
ρν0
ργ0

= Nν
7

8

(
Tν
Tγ

)4

= 0.68 (2.18)

で与えられる。最後の等式では、Tν/Tγ = (4/11)1/3とNν = 3(世代数)を

使った。これより光子密度はΩγ = 4.8 × 10−5になる。

これらの量は Einstein方程式 (2.10)から

Ωd + ΩΛ = 1 (2.19)

をみたすことが分かる。ここで、Ωrは小さいので無視している。これは

空間が平坦であることを示す関係式で、もし空間に曲率があれば右辺は

1からずれるが、観測は 1であることを示唆している。

状態 r、c、bの状態方程式パラメータはそれぞれ

wr =
1

3
, wc = 0, wb = 0 (2.20)

であることから、保存則 (2.11)を解くと

ρr = ρr0

(
a0

a

)4

= 3M2
PH

2
0Ωr

(
a0

a

)4

, (2.21)

ρc = ρc0

(
a0

a

)3

= 3M2
PH

2
0Ωc

(
a0

a

)3

, (2.22)

ρb = ρb0

(
a0

a

)3

= 3M2
PH

2
0Ωb

(
a0

a

)3

(2.23)
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を得る。a0は現在のスケール因子でしばしば a0 = 1と規格化される。以

下では断らない限り a0 = 1とする。これをEinstein方程式 (2.10)に代入

するとHubble変数は

H2 = H2
0

{
Ωr

(
a0

a

)4

+ Ωd

(
a0

a

)3

+ ΩΛ

}
(2.24)

と書ける。この式から分かるように宇宙項は現在に近い a0/a < 2くらい

にならないとダイナミクスに寄与しない。

現在からどれぐらい過去に遡ったかを表すのに使われる赤方偏移 (red

shift)zはスケール因子を使って

z + 1 =
a0

a
(2.25)

で定義される。赤方偏移と距離 (comoving angular size distance)5の関係

は、(2.24)式からH = ∂ηa/a
2を使って dη = · · ·の式に書き換えて積分す

ると、

d = η0 − η =
1

a0H0

∫ z

0

dz√
Ωr(z + 1)4 + Ωd(z + 1)3 + ΩΛ

(2.26)

で与えられる。具体的な数値は

z = 0.1 ⇔ d = 408Mpc,

z = 1 ⇔ d = 3271Mpc,

z = 5 ⇔ d = 7822Mpc,

zdec = 1100 ⇔ ddec = 13808Mpc (�宇宙の大きさ). (2.27)

ここで、zdecは宇宙が中性化する最終散乱面 (last scattering surface)の赤

方偏移を表す。

距離と角度の関係は図 4 より θ � λ0/d で与えられる。ここで多重

極 (multipole)l とゆらぎのサイズをあらわす共動波数 (comoving wave

number)k = π/λ0 の関係を与えておく。あとの節で述べるように、Cl
5その他 proper motion distance、angular diameter distance、transverse comoving

distanceとも呼ばれる。
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0 (z = 0 )

A

B

(z)

図 4: 赤方偏移と距離。

を定義する際に距離の変数 ddecが入ってくることから、lは d = ddecを

使って評価され

l � π

θ
= kddec (2.28)

の関係が成り立つ。これより

k = 0.0002Mpc−1 ⇔ l � 3

k = 0.002Mpc−1 ⇔ l � 30

k = 0.005Mpc−1 ⇔ l � 70

k = 0.015Mpc−1 ⇔ l � 210

k = 0.05Mpc−1 ⇔ l � 700 (2.29)

となる。物理的なゆらぎの波数は共動波数をスケール因子で割ってp = k/a

で与えられる。いまa0 = 1としているのでkの値は現在の物理的なゆらぎ

のサイズをあらわしている。l = 3に相当するゆらぎの波長は宇宙の大き

さを表すHubble距離 (1/H0)と同程度の 1/k � 5000Mpcになる。l � 30

は 1/k � 500Mpcのサイズをあらわす。l � 700でも 1/k � 20Mpcで超

銀河団 (super cluster of galaxies)の 10～30Mpcのサイズである。

放射のエネルギー密度が宇宙膨張とともに a−4で減少するのに対して

質量をもった物質は a−3で減少するため、宇宙は ρr � ρdの放射優勢な

時代から ρr � ρdの物質優勢な時代に変わる時期がある。その時期を示

す赤方偏移値は定義式 ρr = ρdを解くと

zeq + 1 =
Ωd

Ωr
= 3333 (2.30)
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になる。

最後にスケール因子の振る舞いについて見てみる。放射優勢時代では

ρd = 0と近似するとEinstein方程式は簡単に解けて a ∝ ηを得る。一方、

物質優勢時代では ρr = 0と近似できて a ∝ η2になる。ここでは、主に

共形時間を使うが、dτ = adηで定義される物理 (固有)時間ではそれぞれ

a ∝ τ 1/2と a ∝ τ 2/3になる。

3 ゲージ不変な摂動変数

摂動変数 重力場は共形モード φとトレースレステンソルモード hµν に

分けて

gµν = e2φḡµν , ḡµν = (eh)µν = ηµν + hµν + · · · (3.1)

と展開する。ここで、トレースレステンソルモードの足の上げ下げは ηµν

で行い、hλλ = 0を満たす。さらに、共形モードを

φ(η,x) = φ̂(η) + ϕ(η,x) (3.2)

のように背景場 φ̂と摂動ϕに分解すと、重力場は線形近似では

ds2 = gµνdx
µdxν

= e2φ̂(1 + 2ϕ) (ηµν + hµν) dx
µdxν

= a2
{
−(1 + 2ϕ− h00)dη

2 + 2h0idηdx
i

+ (δij + 2ϕδij + hij) dx
idxj

}
(3.3)

と展開される6。 ここで、i, j = 1, 2, 3は空間座標の成分を表す。物質場

のエネルギー密度と圧力の摂動はそれぞれ

ρα(η,x) = ρα(η) + δρα(η,x),

Pα(η,x) = Pα(η) + δPα(η,x) (3.4)

6宇 宙 論 的 摂 動 論 で よ く 使 わ れ る 記 号 は A、Bi、Hij で 、ds2 =
a2
{
−(1 + 2A)dη2 − 2Bidηdxi + (δij + 2Hij) dxidxj

}
で定義される。
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のように定義する。以下では特に断らない限り ρ、P と書けば時間にのみ

依存する部分を表すものとする。

物質は完全流体に空間方向の非等方ストレスを加えて記述する。その

ストレステンソルは

T µ
(α)ν = {ρα(η,x) + Pα(η,x)}uµαuαν + Pα(η,x) (δµν + Παµ

ν) (3.5)

で与えられる。ここで、Πα
µν (Πα

0ν = 0)は非等方ストレスで、完全流体か

らのずれを表している。uµαは粒子の 4元速度で

gµνu
µ
αu

ν
α = −1 (3.6)

をみたす。摂動がない場合の 4元速度は uµα = (1/a, 0, 0, 0)で与えられる。

これより 4元速度 uµαと uαµ = gµνu
ν
αは (3.6)式を摂動の一次まで解くと

u0
α =

1

a

(
1 − ϕ+

1

2
h00

)
, uiα =

viα
a
,

uα0 = −a
(
1 + ϕ− 1

2
h00

)
, uαi = a (vαi + h0i) (3.7)

となる。ここで、viαと vαi = δijv
j
αは 4元速度の空間成分で、(3.6)式から

決まらない摂動変数である。

4元速度の式を代入して物質場のストレステンソルを一次の摂動まで求

めると

T 0
(α)0 = −(ρα + δρα),

T i
(α)0 = −(ρα + Pα)v

i
α,

T 0
(α)j = (ρα + Pα)(v

α
j + h0j),

T i
(α)j = (Pα + δPα)δ

i
j + PαΠ

αi
j (3.8)

を得る。左辺のように T µ
(α)ν と書いたときは足の上げ下げは物理的計量

gµν で行うが、右辺に表れる摂動変数の空間の足は vi = δijv
j のように

δijで行う。二番目と三番目の式が非対称に見えるのはそのためで、T 0
i =

g0λTλi �= giλTλ0 = T i0に由来する。速度の摂動変数は

vαi = ∂iv
α + vTα

i (3.9)
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と分解され、vTα
i は横波 (transverse)の条件を満たす。 Πα

ijは非等方性を

表す空間ストレステンソルでトレースレスの条件Παi
i = 0を満たす。

ゲージ変換 ゲージ変換である一般座標変換 (general coordinate trans-

formation) δξgµν = gµλ∇νξ
λ + gνλ∇µξ

λのもとで重力場の摂動変数は線形

近似の範囲内で

δξϕ = ξλ∂λφ̂+
1

4
∂λξ

λ, (3.10)

δξhµν = ∂µξν + ∂νξµ −
1

2
ηµν∂λξ

λ (3.11)

のように変換する7。展開式では下付のゲージ変数は背景平坦時空の計量

を用いて ξµ = ηµνξ
νと定義する。トレースレステンソルモードをさらに

h00 = h, (3.12)

h0i = hT
i + ∂ih

′, (3.13)

hij = hTT
ij + ∂(ih

T′
j) +

1

3
δijh+

(
∂i∂j
|∂2

− 1

3
δij

)
h′′ (3.14)

のように分解する。ここで、hT
i とhT′

i は横波のベクトル変数である。 hTT
ij

は横波トレースレスの条件を満たす。 |∂2 = ∂i∂iは空間成分の共動座標ラ

プラシアンである。ゲージ変数 ξµを ξ0と ξi = ξT
i + ∂iξ

Sに分解すると、

一般座標変換は

δξϕ = ξ0∂ηφ̂+
1

4
∂ηξ

0 +
1

4
|∂2ξS, (3.15)

δξh = −3

2
∂ηξ

0 +
1

2
|∂2ξS, (3.16)

δξh
′ = −ξ0 + ∂ηξ

S, (3.17)

δξh
′′ = 2 |∂2ξS, (3.18)

δξh
T
i = ∂ηξ

T
i , (3.19)

δξh
T′
i = 2ξT

i , (3.20)

δξh
TT
ij = 0 (3.21)

7摂動の高次でも ϕ の変換則は変わらない。一方、hµν の変換には高次の項が現れ
て、δξhµν = ∂µξν + ∂νξµ − 1

2ηµν∂λξλ + ξλ∂λhµν + 1
2hµλ(∂νξλ − ∂λξν) + 1

2hνλ(∂µξλ −
∂λξµ) + o(h2)となる。
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のように分解することができる。

物質場のストレステンソルは一般座標変換のもとでδξT
µ

(α)ν = ∂νξ
λT µ

(α)λ−
∂λξ

µT λ
(α)ν + ξλ∂λT

µ
(α)νのように変換する。これより、物質場の摂動は各状

態にたいして

δξv
α = −∂ηξS, (3.22)

δξv
Tα
i = −∂ηξT

i , (3.23)

δξ(δρα) = ξ0∂ηρα, (3.24)

δξ(δPα) = ξ0∂ηPα, (3.25)

δξΠ
αi
j = 0 (3.26)

のように変換する。

ゲージ不変な摂動変数 線形近似の範囲内でゲージ不変な変数を導入す

る。スカラー変数として Bardeenポテンシャルと呼ばれる二つの重力ポ

テンシャル

Φ = ϕ+
1

6
h− 1

6
h′′ + σ∂ηφ̂, (3.27)

Ψ = ϕ− 1

2
h+ σ∂ηφ̂+ ∂ησ (3.28)

がある。ここで、

σ = h′ − 1

2

∂ηh
′′

|∂2
. (3.29)

一般座標変換のもとで δξσ = −ξ0と変換することから、Bardeenポテン

シャルがゲージ不変 (δξΦ = δξΨ = 0)であることが容易に示せる。

縦型ゲージ (longitudinal gauge)又は共形ニュートンゲージ (conformal

Newtonian gauge)と呼ばれる h′ = h′′ = 0では、Bardeenポテンシャル

はΦ = ϕ+ h/6とΨ = ϕ− h/2と書けるため計量の形が

ds2 = a2
[
− (1 + 2Ψ) dη2 + (1 + 2Φ) dx2

]
(3.30)

のように簡単になる。この式から、時間成分に現れるΨをNewtonポテ

ンシャルとも言う。
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重力場のゲージ不変なベクトルやテンソル摂動は

Υi = hT
i − 1

2
∂ηh

T′
i , (3.31)

hTT
ij (3.32)

と定義される。横波トレースレステンソル場はそれ自身でゲージ不変に

なる。

各物質状態 αに対してゲージ不変な良く使われる摂動変数は

V α = vα +
1

2

∂ηh
′′

|∂2
, (3.33)

Dα =
δρα
ρα

+
∂ηρα
ρα

σ − 3(1 + wα)∂ηφ̂V
α

=
δρα
ρα

− 3(1 + wα)∂ηφ̂(σ + V α), (3.34)

Dα =
δρα
ρα

+
∂ηρα
ρα

σ + 3(1 + wα)Φ

=
δρα
ρα

+ 3(1 + wα)(Φ − ∂ηφ̂σ), (3.35)

V α
i = vTα

i +
1

2
∂ηh

T′
i , (3.36)

Ωα
i = vTα

i + hT
i , (3.37)

Πα
ij (3.38)

で与えられる。変数 (3.34)と (3.35)の中の ∂ηραの項は源泉のない保存の

式 ∂ηρα = −3(1 +wα)∂ηφ̂ραを使って書き換えられるている。そのため源

泉がある場合は最初の式で定義しなければならない。ここで導入したスカ

ラー及びベクトル変数は独立ではなくそれぞれDα = Dα−3(1+wα)(Φ+

∂ηφ̂V
α)及び Υi + V α

i − Ωα
i = 0を満たす。次の節で議論するが、Dαは

ポアソン方程式の右辺に現れるエネルギー密度変数である。一方、Dαは

CMBの温度ゆらぎスペクトルを考えるときに有用な密度変数である8。

最後に状態の和を表す変数を定義する。ρと P はすでに (2.7)式で定義

8光子の密度変数としばしば使われる変数Θの関係は共形 NewtonゲージでDγ/4 =
Θ + Φとなる。
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されている。摂動変数D、D、V は

ρD =
∑
α

ραD
α, (3.39)

ρD =
∑
α

ραDα, (3.40)

(1 + w)ρV = (ρ+ P )V =
∑
α

(ρα + Pα)V
α

=
∑
α

(1 + wα)ραV
α, (3.41)

PΠij =
∑
α

PαΠ
α
ij (3.42)

で定義される。状態方程式パラメータは

w =
P

ρ
=

∑
α Pα∑
α ρα

, (3.43)

で定義される。ここで、D �= ∑
αD

α、D �= ∑
αDα、V �= ∑

α V
α、w �=∑

αwαであることに注意しなければならない。これは、Dαなどの変数は

ραで割って定義しているためで、和を取ることが出来る量はストレステ

ンソルに現れる ραDα ∼ δραの形でなければならないことによる。同様

に速度変数は (ρα + Pα)V
αの形でストレステンソルに現れるため V は上

式のように定義される。

最後にエントロピーに関係する変数を導入する。圧力とエネルギー密

度の摂動の間には熱力学的関係

δP =

(
∂P

∂ρ

)
S

δρ+

(
∂P

∂S

)
ρ

δS = c2sδρ+ TδS (3.44)

が成り立つ。宇宙は断熱膨張しているので断熱流体近似 (δS = 0)を考え

ると、δρと δP は比例関係になり、その係数が音速 (sound speed)の自乗

c2s = ∂P/∂ρで与えられる。この関係式と関連したゲージ不変量として各

状態のエントロピーに比例する変数

Γα =
1

Pα

(
δPα − c2αδρα

)
=
δPα
Pα

− c2α
wα

δρα
ρα

(3.45)

を導入する。
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また、系全体のエントロピーを表す不変量 Γを

PΓ = δP − c2sδρ (3.46)

と定義する。ここで、δP 及び δρは単純に状態の和を取ったもので、音

速は

c2s =
∂ηP

∂ηρ
=

∑
α ∂ηPα∑
α ∂ηρα

(3.47)

で定義される。ここで、c2s �=
∑
α c

2
αであることに注意。

4 ゆらぎ (摂動)の発展方程式

4.1 Einstein方程式

共形モードを特別に扱う扱うために、作用の変分を

δI =
1

2

∫
d4x

√
−gT µνδgµν

=
1

2

∫
d4x

√
−ḡ
{
2T̄ λλδφ+ T̄ µνδḡµν

}

=
∫
d4x

{
Tλ

λδφ+
1

2
Tµ

νδh
ν
µ

}
= 0 (4.1)

と定義して、Tµν、T̄µν、Tµνの三種類のストレステンソルを導入する。こ

れらは共形平坦な時空のまわりの摂動を考えるときに便利である。二つ

目の等式は計量 gµν = e2φḡµν の変分をモードで分解した式

δgµν = 2e2φḡµνδφ+ e2φδḡµν (4.2)

を使っている。それぞれ、どの計量で縮約するのか注意しなければならな

い。最初の等式で定義されている通常のストレステンソル Tµν(g)は物理

的計量 gµν で縮約を取る。二行目の T̄µν(φ, ḡ)は共形モードを除いたバー

付の計量 ḡµνで、最後に導入したTµν(ϕ, h)は平坦なミンコースキー背景

時空 ηµν で縮約を取る。
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通常のストレステンソルとバー付のストレステンソルの関係は共形モー

ド依存性として現れて、

T µν = e−6φT̄ µν = e−6φ̂(1 − 6ϕ)T̄ µν, (4.3)

T µν = e−4φT̄ µν = e−4φ̂(1 − 4ϕ)T̄ µν (4.4)

で与えられる。さらに、バー付と太字のストレステンソルの関係は、ト

レースレステンソルモード hµνの線形近似の範囲内では

Tµν = ηλ(µT̄
λ
ν) (4.5)

= T̄µν − hλ(µT̂ν)λ (4.6)

となる。ここで、T̂µνは背景時空のストレステンソルである。Tµνは対称

化されていて、定義式よりTλ
λ(= ηµνTµν) = T̄ λλである。

Einstein方程式は

Tµν = TEH
µν + TΛ

µν + TM
µν = 0 (4.7)

と書くことが出来る。物質場のストレステンソルはすべての状態の和

TM
µν =

∑
αT(α)

µν で与えられる。この式をゲージ変換すれば δξTµν = 0

は自明であるから、すべての項を加えたストレステンソルはゲージ不変

な変数で書くことができる。

Einstein方程式に現れる物質場のストレステンソルはすべての状態を

足し合わせたものである。ストレステンソル (3.8)を太字のストレステン

ソルに書き換へ、状態についての和をとると

TMλ
λ = e4φ̂ {−ρ+ 3P − δρ+ 3δP + 4(−ρ+ 3P )ϕ} ,

TM
00 = e4φ̂(ρ+ δρ+ 4ρϕ),

TM
0i = −e4φ̂(ρ+ P )

(
vi +

1

2
h0i

)
,

TM
ij = e4φ̂ {(P + δP + 4Pϕ)δij + PΠij} (4.8)

と表される。ここで δρと δP は (2.7)式と同様に状態の和を取ったもので

ある。viは (3.42)の中の V の定義式と同様に定義されている。
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非等方空間ストレステンソルはトレースレスであることから

Πij =

(
−∂i∂j|∂2

+
1

3
δij

)
ΠS + ∂(iΠ

V
j) + ΠT

ij (4.9)

のように分解する。ここで、ΠV
i は横波の条件を、ΠT

ijは横波トレースレ

スの条件を満たす。各状態にたいする変数Πα
ijの分解も同様である。

Einstein作用から導かれるストレステンソルは、トレースレステンソ

ルモード hµνの一次のオーダーまで展開すると、

TEH
µν = M2

Pe
2φ
{
2∂µ∂νφ− 2∂µφ∂νφ+ ηµν

(
−2�φ− ∂λφ∂λφ

)

−∂(µχν) +
1

2
�hµν − 2hλ(µ∂ν)∂λφ+ 2hλ(µ∂ν)φ∂λφ

−2∂(µh
λ
ν)∂λφ+ ∂λhµν∂λφ

+ηµν

(
1

2
∂λχ

λ + 2hλσ∂λ∂σφ+ hλσ∂λφ∂σφ+ 2χλ∂λφ
)}

(4.10)

となる。ここで、χµ = ∂λh
λ
µ、� = ∂λ∂λ = −∂2

η + |∂2である。共形モー

ド φについてはまだ摂動展開していない。この式のトレースを取ると

TEHλ
λ = M2

Pe
2φ
{
−6�φ− 6∂λφ∂λφ+ ∂λχ

λ + 6hλσ∂λ∂σφ

+6χλ∂λφ+ 6hλσ∂λφ∂σφ
}

(4.11)

を得る。

共形モード φを背景共形場 φ̂と摂動 ϕに分解してϕの一次までさらに

展開する。ここでは簡単のため四つのゲージ自由度を使って h′ = h′′ =

hT′
i = 0のゲージを取って考える。このとき、Einstein作用のストレステ

ンソルの成分は

TEHλ
λ = M2

Pe
2φ̂
{
6∂2

η φ̂+ 6∂ηφ̂∂ηφ̂+ 12(∂2
ηφ̂+ ∂ηφ̂∂ηφ̂)ϕ

+6∂2
ηϕ− 6 |∂2ϕ+ 12∂ηφ̂∂ηϕ+ ∂2

ηh+
1

3
|∂2h

+6∂ηφ̂∂ηh + 6(∂2
η φ̂+ ∂ηφ̂∂ηφ̂)h

}
(4.12)

TEH
00 = M2

Pe
2φ̂
{
−3∂ηφ̂∂ηφ̂− 6∂ηφ̂∂ηφ̂ϕ− 6∂ηφ̂∂ηϕ+ 2 |∂2ϕ
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−3∂ηφ̂∂ηφ̂h− ∂ηφ̂∂ηh+
1

3
|∂2h
}

(4.13)

TEH
0i = M2

Pe
2φ̂
{
2∂η∂iϕ− 2∂ηφ̂∂iϕ +

1

3
∂η∂ih + ∂ηφ̂∂ih

+
1

2
|∂2hT

i + (∂2
η φ̂− ∂ηφ̂∂ηφ̂)hT

i

}
(4.14)

TEH
ij = M2

Pe
2φ̂
{
2∂i∂jϕ+ δij

[
2∂2

η φ̂+ ∂ηφ̂∂ηφ̂+ 2∂2
ηϕ− 2 |∂2ϕ

+2∂ηφ̂∂ηϕ+
(
4∂2

η φ̂+ 2∂ηφ̂∂ηφ̂
)
ϕ
]
− 1

3
∂i∂jh

+δij

[
1

3
∂2
ηh+

1

3
|∂2h +

5

3
∂ηφ̂∂ηh+

(
2∂2

η φ̂+ ∂ηφ̂∂ηφ̂
)
h
]

+∂η∂(ih
T
j) + 2∂ηφ̂∂(ih

T
j)

−1

2
∂2
ηh

TT
ij +

1

2
|∂2hTT

ij − ∂ηφ̂∂ηh
TT
ij

}
(4.15)

と展開される。ゲージ不変な方程式を求めるには変数を最後にϕ = (3Φ+

Ψ)/4や h = 3(Φ − Ψ)/2の関係を使ってゲージ不変な変数に置き換えれ

ばよい。

最後に宇宙項のストレステンソルは

TΛ
µν = −Λe4φ̂(1 + 4ϕ)ηµν (4.16)

で与えられる。

線形スカラー方程式 スカラー変数が満たす方程式として

e−4φ̂Tλ
λ = 0,

e−4φ̂

(
Ti

i − 3
∂i∂j

|∂2
Tij

)
= 0,

e−4φ̂

(
T00 + 3∂ηφ̂

∂i

|∂2
Ti0

)
= 0,

e−4φ̂ ∂
i

|∂2
Ti0 = 0 (4.17)

の四つの型を考える。ここでは、上式の左辺の組み合わせががそのまま

求めた方程式の左辺になるように規格化している。
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最初のトレースの方程式は

M2
Pe

−2φ̂
{
6∂2

ηΦ + 18∂ηφ̂∂ηΦ − 4 |∂2Φ − 6∂ηφ̂∂ηΨ

+
(
12∂2

ηφ̂+ 12∂ηφ̂∂ηφ̂− 2 |∂2
)

Ψ
}

+(3c2s − 1)ρ
{
D + 3(1 + w)∂ηφ̂V

}
+ 3wρΓ

+(3w − 1)ρ(3Φ + Ψ) − 4Λ(3Φ + Ψ) = 0 (4.18)

となる。ここで、物質項は (3.46)式を用いて δP をPΓ + c2sδρと置き換え

てから不変変数に書き換えている。二番目の式からΦとΨの関係式

M2
Pe

−2φ̂(−2 |∂2) (Φ + Ψ) + 2PΠS = 0 (4.19)

を得る。三番目の方程式から Poisson方程式

M2
Pe

−2φ̂2 |∂2Φ + ρD = 0 (4.20)

を得る。四番目の方程式は速度変数を含む式

M2
Pe

−2φ̂
{
2∂ηΦ − 2∂ηφ̂Ψ

}
− (1 + w)ρV = 0 (4.21)

となる。これらの式を求めるのに背景時空のEinstein方程式 (2.5)と (2.6)

を使っている。

ここで、ΠS = 0としてみる。実際、比較的大きいサイズのゆらぎに対

しては完全流体の近似が成り立つので、非等方性ストレステンソルはゼ

ロとしてしても観測と矛盾しない。この場合これらの方程式系は四つの

変数に対して四つの式があるので解くことが出来る。ただここで注意し

なければならないのは、解くことが出来る変数はあくまでもすべての状

態の和を取った変数Φ、Ψ、D、V だけである。ビッグバン直後のように

一つの放射状態として近似できる場合は良いけれども、いろいろな物質

状態が共存している場合は各状態に対して以下の 4.2節で求める保存則を

それぞれ解かなければならない。
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線形ベクトル方程式 ベクトル変数が満たす方程式として

e−4φ̂ ∂
j

|∂2
Tij = 0, (4.22)

e−4φ̂T0i = 0 (4.23)

の二つの型を考える。それぞれの式からベクトル成分を取り出すと

M2
Pe

−2φ̂
{

1

2
∂ηΥi + ∂ηφ̂Υi

}
+

1

2
PΠV

i = 0 (4.24)

とΩiを含んだ式

1

2
M2

Pe
−2φ̂ |∂2Υi − (1 + w)ρΩi = 0. (4.25)

を得る。これらの式を求める際にも背景時空の Einstein方程式 (2.5)と

(2.6)を使っている。スカラー方程式系と同様にこの方程式系も ΠV
i = 0

ならば (4.24)式は容易に解くことが出来る。また、その解を (4.25)式に

代入するとΩiを求めることができる。

線形テンソル方程式 テンソル変数の方程式は e−4φ̂Tij = 0より

M2
Pe

−2φ̂
{
−1

2
∂2
ηh

TT
ij − ∂ηφ̂∂ηh

TT
ij +

1

2
|∂2hTT

ij

}
+ PΠT

ij = 0 (4.26)

で与えられる。この方程式もΠT
ij = 0ならば容易に解くことが出来る。

4.2 物質場の保存則

先に述べたように Einstein方程式に現れる状態変数は各状態 αの和の

形で現れるため、Einstein方程式だけでは各状態の変化を求めることは

出来ない。一方、物質場の保存則は源泉項がなければ各状態に対して

∇µT
µ

(α)ν =
1√−g∂µ

(√
−gT µ

(α)ν

)
+

1

2
(∂νgµλ) g

λσT µ
(α)σ = 0 (4.27)

が成り立つ。状態が一つではない場合は Einstein方程式と保存則を組み

合わせて解くことになる。
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これまでと同様に、ここでも煩雑ではあるが物質の状態をはっきりと

記すことにする。物質場のストレステンソルを代入すると容易にゲージ

変数Dα、V α、Ωα
i の満たす式を求めることが出来る。保存則の各成分に

たいして

− 1

ρα
∇µT

µ
(α)0 = 0, (4.28)

1

(1 + wα)ρα
∇µT

µ
(α)i = 0 (4.29)

のように規格化された式を考える。最初の 0成分の式から

∂ηDα + 3
(
c2α − wα

)
∂ηφ̂Dα

+(1 + wα) |∂2V α + 3wα∂ηφ̂Γα = 0 (4.30)

を得る。i成分の式にさらに ∂i/ |∂2を作用させて横波成分を取り除き、ス

カラー成分を取り出すと

∂ηV
α +

(
1 − 3c2α

)
∂ηφ̂V

α + Ψ − 3c2αΦ

+
c2α

1 + wα
Dα +

wα
1 + wα

[
Γα − 2

3
ΠSα

]
= 0 (4.31)

を得る。また、i成分の式から横波成分を抜き出すと、ベクトル変数がみ

たす方程式

∂ηΩ
α
i +

(
1 − 3c2α

)
∂ηφ̂Ωα

i +
wα

2(1 + wα)
|∂2ΠV α

i = 0 (4.32)

を得る。これらの式を導くのに背景場の保存則 (2.4)と計算に役立つ状態

方程式パラメータの微分の式

∂ηwα = −3(1 + wα)
(
c2α − wα

)
∂ηφ̂ (4.33)

を使った。ここで注意すべきことは、式を変形する際に各状態の保存則

は用いているが Einstein方程式は使っていないので、式が各状態につい

て成り立っていることである。
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これらの式は指標 αを含んだ変数を状態の和を表す変数D、V、w、c2s
などに置き換えても成り立つ。それは方程式 −ρ−1∇µT

Mµ
0 = 0と (1 +

w)−1ρ−1∇µT
Mµ
i = 0を考えればすぐに導ける。

最後に、ゲージ不変変数Dαが満たすスカラー方程式を求める。二つの

変数の間の関係式

Dα = Dα + 3 (1 + wα)
(
Φ + ∂ηφ̂V

α
)

(4.34)

を使うと、V αの微分を含んだ式 (4.31)は各状態について

∂ηV
α + ∂ηφ̂V

α + Ψ +
c2α

1 + wα
Dα

+
wα

1 + wα

[
Γα − 2

3
ΠSα

]
= 0. (4.35)

と書き換えることが出来る。一方、Dαの微分を含んだ式 (4.30)は変形の

途中で Einstein方程式 (2.5)、(2.6)と (4.21)を使うので

∂ηD
α − 3wα∂ηφ̂D

α + (1 + wα) |∂2V α + 2wα∂ηφ̂Γα

+
3

2M2
P

(1 + wα) (1 + w)ρa2 (V − V α) = 0 (4.36)

のように、状態の和の変数 ρ、wと V が最後の項に現れる。そのため、以

下では、計算の際は摂動変数Dαを使うことにする。

5 発展方程式のフーリエ変換

発展方程式は共動運動量空間で解かれる。いま 3次元空間の曲率をゼ

ロとしているので通常のフーリエ変換を考えればよい9。 無次元のスカ

ラー変数Ψ、Φ、D、D、Γ、ΠSのフーリエ変換は

Ψ(η,x) =
∫

[d3k]Ψ(η,k)eik·x (5.1)

のように定義する。ここでは変換された変数を無次元にするために無次

元化された測度

[d3k] =
1

(2π)3

d3k

k3
(5.2)

9空間曲率がある場合はその空間上の調和関数で展開する。
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を使うことにする。ここで、k = |k|である。次元を持ったスカラー変数
V に対しては

V (η,x) =
∫

[d3k]
(
−1

k

)
V (η,k)eik·x (5.3)

と定義して運動量変数 V (η,k)を無次元化する。

無次元の横波ベクトル変数 Vi、Ωi、Υi及び横波トレースレステンソル

変数 hTT
ij のフーリエ変換は

Vi(η,x) =
∫

[d3k]Vi(η,k)eik·x, (5.4)

hTT
ij (η,x) =

∫
[d3k]hTT

ij (η,k)eik·x (5.5)

で定義する。

以下の議論では、簡単のため宇宙項Λ及び非等方ストレステンソルΠij

はゼロとする。実際、宇宙項は宇宙が中性化する以前ではその効果は無

視できる。現在に近くなってからその効果が大きくなり、CMBのスペク

トラムでは Integrated Sachs-Wolfe効果として大角度成分のスペクトラム

を持ち上げる効果があるがここでは議論しない。また、Πijについてもゼ

ロとして計算する。また、物質は断熱流体 (Γα = 0)であるとする。

以下の議論ではΛ = Πα
ij = Γα = 0の場合のみを考える。このとき運動

量表示されたスカラー方程式は

k2Φ =
a2

2M2
P

∑
α

ραD
α

=
a2

2M2
P

∑
α

ρα

{
Dα + 3 (1 + wα)

(
Ψ + aH

V α

k

)}
, (5.6)

Φ = −Ψ, (5.7)

∂ηDα + 3
(
c2α − wα

)
aHDα = − (1 + wα) kV

α, (5.8)

∂ηV
α +

(
1 − 3c2α

)
aHV α = k

(
Ψ − 3c2αΦ

)

+
c2α

1 + wα
kDα (5.9)

のように簡単になる。ベクトル方程式は

∂ηΥi + 2aHΥi = 0, (5.10)

∂ηΩ
α
i +

(
1 − 3c2α

)
aHΩα

i = 0, (5.11)

24



テンソル方程式は

∂2
ηh

TT
ij + 2aH∂ηh

TT
ij + k2hTT

ij = 0 (5.12)

で与えられる。

6 断熱条件

初期宇宙は熱平衡状態にあり、閉じた系なので外部からの熱の出入り

もない断熱状態にあったと考えられる。それは宇宙マイクロ波背景放射

のスペクトルが黒体放射のPlanck分布を示すことからも分かる。このこ

とから以下では発展方程式を解くために必要な初期条件として断熱条件

を課すことにする。

ここでは放射とダストからなる混合流体の断熱条件を求める。ダスト

は Pd = δPd = 0であることから系のエネルギー密度及び圧力は

ρ = ρr + ρd δρ = δρr + δρd, (6.1)

P = Pr =
1

3
ρr, δP = δPr =

1

3
δρr (6.2)

で与えられる。これより音速は

c2s =
∂ηP

∂ηρ
=

1

3

1

1 + 3
4
ρd

ρr

(6.3)

となる。ここで、放射とダストの保存則を使って微分の式を書き換えて

いる。

系のエントロピーは

TδS = δP − c2sδρ

=
1

3
δρr −

1

3

1

1 + 3
4
ρd

ρr

(δρr + δρd)

=
1

3

ρd
1 + 3

4
ρd

ρr

(
3

4

δρr
ρr

− δρd
ρd

)
(6.4)
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と計算される。これより、混合流体の断熱条件 δS = 0は

δρr
ρr

=
4

3

δρd
ρd

(6.5)

で与えられる。ゲージ不変な変数で書くとDr = (4/3)Ddとなる。また、断

熱条件として速度変数がV r = V dとなることを考慮するとDr = (4/3)Dd

である。

発展方程式の初期条件としての断熱条件は放射優勢の時代に設定する。

そのため、CDMやバリオンに比べて放射のエネルギー密度が圧倒的に大

きいので、ダストの成分である CDMとバリオンはそれぞれ独立に放射

に対して断熱条件 (6.5)を課してよく、初期条件は

δρr
ρr

=
4

3

δρc
ρc

=
4

3

δρb
ρb

(
=
δρ

ρ

)
(6.6)

で与えられる。最後の括弧内の等式は放射優勢であることを表している。

また、後で述べるように、放射とバリオンは宇宙が中性化するまでは強

く結合しているので、それまでは良い近似でこの断熱条件が保たれた一

つの流体として振舞う。

7 ベクトル、テンソル方程式の解

最初にスカラー方程式より簡単なベクトル及びテンソル方程式を解く。

はじめに物理的な固有時間をつかって方程式を解き、その後扱いやすい

共形時間のままの方程式を解くことにする。

7.1 固有時間を用いた解

線形方程式は各共動運動量 kについて解くことになる。そのため、各 k

に対する実際のゆらぎのサイズを表す物理的運動量 p = k/aは宇宙膨張

とともに小さくなる。現在のスケール因子を a0 = 1と規格化すると、k

は現在のゆらぎのサイズを表すことになる。たとえば、現在のホライズ
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ンサイズに相当するゆらぎ k = 0.0002Mpc−1は宇宙が中性化した時期は

1/a = 1 + z = 1100より 0.2Mpc−1のサイズであったことになる。

はじめにベクトル方程式の性質について調べる。固有時間 τ の定義式

dτ = adηを使って方程式を書き換えると、ベクトル方程式 (5.10)は

Υ̇i + 2HΥi = 0 (7.1)

となる。ここで、ドットは τ による微分を表す。もしHが正の定数なら

ばこの式はベクトルゆらぎが時間とともに e−2Hτ で減衰することを表し

ている。実際は、Hは時間とともに減少する正の関数なので、最終的に

は減衰は止まる。ただ、たとえ初期宇宙で大きなベクトルゆらぎが存在し

たとしても、すぐに減衰して現在では観測することが出来なくなる。変

数 Ωα
i も (5.11)式から、放射優勢の時期は c2α � 1/3なので振幅はほとん

ど変化しないが、次第に c2α < 1/3となって減衰し始める。そのため、通

常はCMB異方性スペクトルの解析ではベクトルゆらぎは考えない。

テンソル方程式は物理時間を使って書くと

ḧTT
ij + 3HḣTT

ij +
k2

a2
hTT
ij = 0 (7.2)

となる。最後の項に現れる k/aは物理的運動量で、時間とともにスケー

ル因子が大きくなるにつれて小さくなる。つまりゆらぎの物理的サイズ

は宇宙膨張とともに大きくなる (赤方偏移する)ことを意味する。k/aが

十分大きい領域ではテンソルゆらぎは減衰する。一方、最後の項が無視

できる領域では ḣTT
ij = 0を満たす解が安定になり、テンソルゆらぎはあ

る一定値を保つ。

減衰するかしないかの境目はHubble変数Hに比べて物理的運動量 k/a

が大きいか小さいかによる。それは、実空間でのゆらぎのサイズ a/kを

考えると、宇宙初期ではホライズンサイズ 1/Hより大きかったテンソル

ゆらぎが、宇宙膨張にともなってホライズンの中に入って来ると減衰する

ことを意味している。すなわち、a/kも 1/Hも宇宙膨張にともなって増

大するが、途中でホライズンサイズの方がゆらぎのサイズを追い抜いて

しまう時期があり、それ以後にテンソルゆらぎの減衰が始まる。サイズが
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ホライズンサイズより大きいことをスーパーホライズン (super-horizon)、

小さいことをサブホライズン (sub-horizon)と呼ぶ。

現在、CMB温度ゆらぎスペクトルとして観測している波長 (1/k)は 10

～5000Mpcの大きさであり、Hubble距離 1/H0 = 4164Mpcと同程度か

らそれより小さい領域にある。一方、これらのゆらぎは過去に遡ればす

べて a/k > 1/Hであることから、一番大きいサイズのゆらぎは宇宙初期

からホライズンの内側に入ることなし現在まで伝播していることになる。

すなわち、宇宙初期にテンソルゆらぎが存在すれば、それはCMBスペク

トルの大角度成分に減衰することなく残っていることを示している。逆

に小角度成分ではテンソルゆらぎはホライズンの内側に入った段階で減

衰し始め、現在ではほとんど観測できないほど小さくなっている。

7.2 共形時間を用いた解

同じ方程式を共形時間のままで解くことにする。その際、時間変数と

して

x = kη (0 < x <∞) (7.3)

を導入すると便利である。この変数を使ってゆらぎのサイズがスーパーホ

ライズンになる点を表すと、放射優勢 (物質優勢)の時代では a ∝ η (η2)

より aH = ∂ηa/a = 1/η (2/η)となるので

a

k
>

1

H
=⇒ x < 1 (x < 2) (7.4)

となる。すなわち、xが 1 (2)より小さければスーパーホライズンゆらぎ

で、時間が経って 1 (2)より小さくなればゆらぎのサイズがホライズン

の内側に入ってサブホライズンゆらぎになったことを表す。1か 2の違い

はそれが放射優勢の時代に入ったか物質優勢の時代に入ったかの違いで

ある。

ここで注意しなければならないのは時間変数 xは非常に大きいサイズ

のゆらぎに対しては現在でも x � 1の値をとる場合があるということで

ある。そのようなゆらぎは生成されたときから現在までずっとスーパー
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x = 1

x = 2super horizon

sub horizon

>
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>

>

図 5: 典型的なゆらぎサイズ 1/kとホライズン内に入る時期。斜めの実線はホ

ライズンの位置 (k = aH)を表す。

ホライズンサイズであったことになる。CMBスペクトルでは低多重極の

l = 2, 3がそのようなゆらぎに相当する。

図 5に典型的なゆらぎのサイズ 1/kとホライズン内に入る時期を示し

た。上から k = 0.002Mpc−1(l � 30)、k = 0.005Mpc−1(l � 70)、k =

0.015Mpc−1(l � 210)、k = 0.05Mpc−1(l � 700)に相当する。ここで

l � π/θ = kddecで与えられる。現在 CMB温度ゆらぎとして観測された

大角度のゆらぎ (l � 30)は宇宙が中性化したあとでサブホライズンサイ

ズのゆらぎになったことが分かる。これに対して最初の音波ピーク付近

の l � 210のゆらぎは放射優勢の時代にサブホライズンサイズになったこ

とが分かる。

共形時間のベクトル方程式は aH = ∂ηa/aを用いると

∂ηΥi + 2aHΥi = ∂η(a
2Υi) = 0, (7.5)

∂ηΩ
α
i + (1 − 3c2α)aHΩα

i � ∂η(a
1−3c2αΩα

i ) = 0 (7.6)

とかける。ここで簡単のため音速 cαは定数とした。これより

Υi ∝ a−2, Ωα
i ∝ a3c2α−1 (7.7)
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のようにΥiは宇宙の膨張とともにすばやく減衰し、Ωα
i も c2α < 1/3にな

ると減衰する。

テンソル方程式は変数 xを使って書き換え、放射優勢 (q = 1)と物質優

勢 (q = 2)の時期ではそれぞれ aH = q/xであることを用いると

∂2
xh

TT
ij + 2

q

x
∂xh

TT
ij + hTT

ij = 0 (7.8)

を得る。この方程式の解はベッセル関数を使うとhTT
ij = eijx

1/2−qJ1/2−q(x)

で与えられる。ここで、eijは横波トレースレス分極テンソルである。こ

れよりテンソルゆらぎは

hTT
ij =

⎧⎨
⎩ const. for x� 1 (super-horizon)

1
a

for x > 1 (sub-horizon)
(7.9)

のように変化する。すなわち、ゆらぎのサイズがホライズンの内側に入

ると減衰する解が得られた。

8 スカラー方程式の簡単な解－バリオンなし－

この節では方程式の性質を理解するために簡単に解けるような状態を

考えることにする。物質は放射と冷たい暗黒物質 (CDM)だけで、非等方

ストレステンソル及び宇宙項はゼロとする。また、時間変数として前の

節で導入した x = kηを使う。

8.1 放射優勢時代

はじめに、放射優勢時代に CDMと放射が存在する系を考える。放射

優勢であることから

ρr � ρc (8.1)

である。そのため Friedmann方程式は 3M2
PH

2 = ρ � ρrと近似できる。

Poisson方程式 (5.6)も同様に右辺の和の中から ρcを無視すると、

−Ψ � 3

2

1

x2

{
Dr + 4

(
Ψ +

1

x
V r
)}

(8.2)
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を得る。ここで、式 (5.7)を使った。また、放射優勢の時代は a ∝ ηであ

ることから aH = ∂ηa/a = 1/η及び a2ρr/2M
2
P = (3/2)(aH)2 = 3/2η2を

使って変形した。

放射に対する保存則はwr = c2r = 1/3より

∂xDr +
4

3
V r = 0, (8.3)

∂xV
r = 2Ψ +

1

4
Dr (8.4)

となる。CDMの保存則はwc = c2c = 0より

∂xDc + V c = 0, (8.5)

∂xV
c +

1

x
V c = Ψ (8.6)

で与えられる。

微分方程式 (8.2)、(8.3)、(8.4)を組み合わせると

(x2 + 6)∂2
xDr +

12

x
∂xDr +

1

3
(x2 − 6)Dr = 0 (8.7)

を得る。この微分方程式の一般解は

Dr = A

{
cos

(
x√
3

)
− 2

√
3

x
sin

(
x√
3

)}
+B

{
sin

(
x√
3

)
+

2
√

3

x
cos

(
x√
3

)}

(8.8)

で与えられる。初期条件として x→ 0で正則性を課すとB = 0となり、

Dr = A

{
cos

(
x√
3

)
− 2

√
3

x
sin

(
x√
3

)}
, (8.9)

V r = −3

4
∂xDr = A

3

4

{
x2 − 6√

3x2
sin

(
x√
3

)
+

2

x
cos

(
x√
3

)}
, (8.10)

Ψ = − 1

12 + 2x2

(
3Dr +

12

x
V r
)

(8.11)

を得る。

スーパーホライズン極限 (x� 1)での解の振る舞いを見てみると

Ψ = Ψi −
1

30
Ψix

2 + · · · , (8.12)

Dr = −6Ψi −
1

3
Ψix

2 + · · · , (8.13)

V r =
1

2
Ψix+ · · · (8.14)
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となる。ここで、Bardeenポテンシャルの初期値Ψi = A/6は波数 kだけ

の関数である。スーパーホライズン領域では x2項は無視できるのでΨと

Drはほとんど変化しないことがわかる。ただし、ポアソン方程式の右辺

に現れるエネルギー密度ゆらぎDrは

Dr = −2

3
Ψix

2 (8.15)

となり、初期値はほとんどゼロになる。平坦性問題を解くために初期の

ゆらぎが非常に小さくなくてはならないというのは、エネルギー密度ゆ

らぎではこのD変数が小さいことを指す。

CDMの速度ゆらぎ V cはΨの解を微分方程式 (8.6)に代入するとで求

めることが出来る。エネルギー密度ゆらぎDcは V cの解を (8.5)式に代入

することで求めることが出来る。その際、初期条件として断熱条件

Dc(x = 0) =
3

4
Dr(x = 0),

V c(x = 0) = V r(x = 0) (8.16)

を課す。Ψ = Ψi + · · ·をCDMの微分方程式に代入して、断熱条件のもと

で解くと

Dc = −9

8
Ψi −

1

4
Ψix

2 + · · · , (8.17)

V c =
1

2
Ψix+ · · · . (8.18)

を得る。Dcもスーパーホライズン領域では変化しないことが分かる。

ゆらぎがホライズンの内側に入ってくるサブホライズン領域 (x � 1)

ではDrと V rは振動を始める。Bardeenポテンシャルの解は

Ψ = − 3

2x2
Dr (8.19)

のように 1/x2で減衰する。そこで、Ψ � 0としてCDMのゆらぎを解くと

Dc ∝ log x, (8.20)

V c ∝ −1

x
(8.21)

を得る。したがって、Dcの成長はサブホライズン領域でもゆっくりであ

る (Mezaros効果)。
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8.2 物質優勢時代

物質優勢の時代は ρr � ρcなので、Friedmann方程式は 3M2
PH

2 = ρc

で近似できる。スケール因子 a ∝ η2より aH = 2/ηとなるので、Poisson

方程式 (5.6)は−k2Ψ = (a2/2M2
P)ρcD

c = (6/η2)Dcと書けて、Bardeenポ

テンシャルがCDMのゆらぎから決まる。CDMの状態を表すパラメータ

wc = c2c = 0を代入すると、CDMゆらぎが満たす微分方程式は

−(x2 + 18)Ψ = 6Dc +
36

x
V c, (8.22)

∂xDc + V c = 0, (8.23)

∂xV
c +

2

x
V c = Ψ (8.24)

で与えられる。これらを組み合わせると

(x2 + 18)∂2
xV

c +
(
4x+

72

x

)
∂xV

c −
(
4 +

72

x2

)
V c = 0 (8.25)

を得る。この微分方程式の一般解は

V c = V0x+
V1

x
(8.26)

で与えられ、初期条件としてx→ 0で有限であることを要求するとV1 = 0

となる。この解を上の微分方程式に代入するとその他のゆらぎも計算で

きて、

Ψ = Ψi, (8.27)

Dc = −5Ψi −
1

6
Ψix

2, (8.28)

V c =
1

3
Ψix, (8.29)

という解を得る。ここで、Ψi = 3V0である。

放射ゆらぎが満たす微分方程式は、状態変数 wr = c2r = 1/3を代入す

ると、

∂xDr +
4

3
V r = 0, (8.30)

∂xV
r = 2Ψ +

1

4
Dr (8.31)
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で与えられる。これらを組み合わせると

∂2
xV

r +
1

3
V r = 2∂xΨ (8.32)

を得る。Bardeenポテンシャルは定数なので右辺はゼロになり、この式

は容易に解くことが出来る。また、その解をDrの式に代入することで一

般解

V r = A sin

(
x√
3

)
+B cos

(
x√
3

)
, (8.33)

Dr =
4A√

3
cos

(
x√
3

)
− 4B√

3
sin

(
x√
3

)
− 8Ψi (8.34)

を得る。係数AとBを断熱条件で決める。x → 0で V r = V c及びDr =

(4/3)Dcが成り立つとすると、B = 0及びA = Ψi/
√

3と決まる。したがっ

て、解は

Dr = −8Ψi +
4

3
Ψi cos

(
x√
3

)
, (8.35)

V r =
Ψi√

3
sin

(
x√
3

)
(8.36)

となる。スーパーホライズンゆらぎ (x � 0)ではDr � (−20/3)Ψiとなる。

物質優勢の時代ではBardeenポテンシャルはまったく変化しないことが

分かる。放射優勢の時代でもスーパーホライズンサイズのゆらぎに対して

はBardeenポテンシャルは変化しないことはすでに述べた。あとで示すよ

うに、大きいサイズのCMB温度ゆらぎの振幅は脱結合時のBardeenポテ

ンシャルの大きさで決まる Sachs-Wolfe関係 (11.15)があるので、現在の

ゆらぎの大きさ∆T/T � 10−5は宇宙初期のビックバン当時のBardeenポ

テンシャルの振幅の大きさをそのまま伝えていると考えることができる。

エネルギー密度ゆらぎはホライズンの内側に入ると大きく変化する。

スーパーホライズン領域 (x � 2)ではDcとDrは定数であるが、ホライ

ズンの内側 (x � 2)にはいるとCDMゆらぎDcは x2で急速に大きくな

る。放射ゆらぎDrは振動を始める。
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CDMの速度ゆらぎ V cは xの一次で単調に成長する。これに対して、

放射の速度ゆらぎ V rはスーパーホライズンでは xの一次で成長するが、

サブホライズン領域に入るとDrと同様に振動し始める。

ここで注意しなければならないのは、いま物質優勢の条件で解いている

ので x → 0としても放射優勢の時代にはつながらない。初期条件をスー

パーホライズン領域 (x � 0)で与えたので、このゆらぎは物質優勢の時代

に入ってもまだホライズンの内側に入っていないことを仮定したことにな

る。すなわち、多重極で l < 200くらいの比較的大きいサイズのゆらぎを

考えたことになる。また、物質優勢の時代に入ってもずっとスーパーホラ

イズン領域にあるような十分に大きなサイズのゆらぎでも、Ψは変化しな

いが、Drは時代の変わり目 (η = ηeq)でDr = −6ΨiからDr = (−20/3)Ψi

へ変化して振幅が少し大きくなることが分かる。

最後に第 1音波ピーク (first acoustic peak)の位置について簡単に述べ

ておく。この領域のCMB温度ゆらぎスペクトルは宇宙が中性化した時の

ゆらぎの値からほとんど決まってしまう。第 11節でもとめるSachs-Wolfe

関係 (11.12)を使うとCMB温度ゆらぎは

∆T

T
(η0) �

1

4
Dr(ηdec) + 2Ψ(ηdec) =

1

3
Ψi cos (csxdec) (8.37)

で与えられる。ここで、(8.27)と (8.35)を使った。また cs = cr = 1/
√

3

は音速である。この式から極値は csxdec = cskηdec = 0, π, 2π, · · ·で与え
られる。ゼロを除くと最初の極値は k1peak = π/rsで与えられる。ここで

rs = csηdecは脱結合時での音波の地平線と呼ばれる。(2.28)式を使って多

重極の位置を求めると

l1peak � k1peakddec =
π(η0 − ηdec)

csηdec
=
π

cs

(√
zdec + 1 − 1

)
. (8.38)

音速の値と zdec = 1100を代入すると l � 174を得る。この値は観測値よ

りも小さいがそれは音速にバリオンの効果が入っていないためである。以

下の節で述べるようにバリオンと放射からなる流体では音速は cs < 1/
√

3

となり、ピークの位置が lの大きいほうに移動する。
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9 スカラー方程式の解－バリオンを含む－

宇宙が中性化する前のバリオンを含む状態を考える。中性化以前では

電子とバリオンは強く相互作用しているので一体とみなせる。そのため、

ここでバリオンと呼ぶものは電子とバリオンが一体になったものを表す。

バリオンと光子の相互作用はトムソン散乱によるもので、その散乱断

面積は σT = (8π/3)α2/m2
e (α = e2/4π � 1/137)で与えられる。トム

ソン散乱の効果を入れた方程式を求めるためには相互作用がある場合の

Boltzmann方程式を扱う必要がある。ここでは導出の議論はせずに天下

り的に式を書き下して、その性質をみることにする。

バリオンの状態方程式パラメータ及び音速はwb, c
2
b � 1である10。ここ

では簡単のためそれらをゼロとする。また、放射の成分として光とニュー

トリノは分けて考えて

wγ = wν = c2γ = c2ν = 1/3,

wc = wb = c2c = c2b = 0 (9.1)

とする。すなわち Pγ = ργ/3、Pν = ρν/3、Pc = Pb = 0とする。このと

き Poisson方程式は

−2M2
P

k2

a2
Ψ = ρc

{
Dc + 3

(
Ψ + aH

V c

k

)}
+ ρν

{
Dν + 4

(
Ψ + aH

V ν

k

)}

+ργ

{
Dγ + 4

(
Ψ + aH

V γ

k

)}
+ ρb

{
Db + 3

(
Ψ + aH

V b

k

)}
(9.2)

となる。物質の保存則をあらわす方程式は、バリオンは光子と相互作用

をするがニュートリノとはしないことを考慮に入れて、

∂ηDc = −kV c, (9.3)

∂ηV
c + aHV c = kΨ, (9.4)

10詳しくは ρb = nm、Pb = nTb で与えられる。ここで、m � 1GeV はバリオン
の平均的な質量、n (∝ 1/a3) 及び Tb (∝ 1/a) は数密度及び温度である。これより
wb = Pb/ρb = Tb/mと c2

b = ∂ηPb/∂ηρb = 4Tb/3mを得る。いま考えている放射優勢
から物質優勢に変わる zeq 付近から中性化する zdec までの時期は十分に非相対論的な
Tb � mで与えられるので wb = c2

b = 0と近似できる。
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∂ηDν = −4

3
kV ν , (9.5)

∂ηV
ν = 2kΨ +

1

4
kDν , (9.6)

∂ηDγ = −4

3
kV γ, (9.7)

∂ηV
γ = 2kΨ +

1

4
kDγ − 1

ηT

(
V γ − V b

)
, (9.8)

∂ηDb = −kV b, (9.9)

∂ηV
b + aHV b = kΨ +

1

ηT

4

3

ργ
ρb

(
V γ − V b

)
(9.10)

で与えられる。ここで、トムソン散乱の強さを表す変数として

ηT =
1

aσTne
∼

⎧⎪⎨
⎪⎩

10
Ωbh

1
(1+zeq)1/2

1
1+z

η (z > zeq)

10
Ωbh

1
(1+z)3/2η (zeq > z > zdec)

(9.11)

を導入した。ne � ρb/m(m � 1GeV)は電子の数密度である。Ωb � 0.04、

Hubbleパラメータh = 0.72、赤方偏移の値 zeq = 3333と zdec = 1100を代

入すると ηT � ηであることが分かる。これは光とバリオンが強く結合し

ていることを表している。方程式から ηT → 0の極限は断熱条件 V r = V b

を意味することがわかる。

これらの方程式をとくための断熱初期条件は放射優勢の時期に

Dc(0) = Db(0) =
3

4
Dγ(0) =

3

4
Dν(0),

V c(0) = V b(0) = V γ(0) = V ν(0) (9.12)

と設定される。

放射とバリオンが強く結びついているときは一つの流体として記述す

ることができる。そのため、宇宙が中性化するまでバリオンと放射の間

の断熱条件

Db(x) � 3

4
Dγ(x) (9.13)

が良い近似で成り立つ。宇宙が中性化して結合が外れるとこの条件は成

り立たなくなる。実際、保存則 (9.7)と (9.9)を組み合わせると ∂η(Db −
3Dγ/4) = −k(V b−V γ)が導けるので放射とバリオンが強く結合している
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極限では V b = V rであることからこの式は初期の断熱条件が良い近似で

維持されることを意味している。

一つの流体であることを強調するために新しい変数を導入する。二つ

の状態の和を表す変数として

ρ = ργ + ρb, P = Pγ + Pb =
1

3
ργ (9.14)

を導入すると、この流体の状態方程式パラメータ及び音速は

w =
P

ρ
=

1

3

1

1 + ρb

ργ

, (9.15)

c2s =
∂ηP

∂ηρ
=

1

3

1

1 + 3
4
ρb

ργ

(9.16)

になる。また、このプラズマ流体の摂動変数は

D =
1

ρ

(
ργDγ + ρbDb

)
, (9.17)

V =
1

ρ+ P

{
(ργ + Pγ)V

γ + ρbV
b
}

(9.18)

で与えられる。この状態を α = bγと表すことにする。

これらの変数に対するPoisson方程式は(5.6)式に三つの状態α = c, ν, bγ

を代入すると

−2M2
P

k2

a2
Ψ = ρc

{
Dc + 3

(
Ψ + aH

V c

k

)}
+ ρν

{
Dν + 4

(
Ψ + aH

V ν

k

)}

+ρ
{
D + 3(1 + w)

(
Ψ + aH

V

k

)}
(9.19)

となる。この式は (9.2)式とまったく同じである。保存則は、(5.7)、(5.8)、

(5.9)式から

∂ηD + 3
(
c2s − w

)
aHD = −(1 + w)kV, (9.20)

∂ηV +
(
1 − 3c2s

)
aHV = k

(
1 + 3c2s

)
Ψ +

c2s
1 + w

kD (9.21)

で与えられる。
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図 6: 光子密度ゆらぎDγ(赤)、CDM密度ゆらぎDc(青)とBardeenポテンシャ

ル Φ(緑)の時間発展。時間を赤方偏移 zの対数を用いて表している。放射優勢

の時代から脱結合時 (z � 103)までを、Harrison-Zel’dovichスペクトルを仮定し

てΦの初期値を波数 kによらず 1として計算。Dcは zeq 以後ホライズン内に先

に入る波長の短いゆらぎから単調に増大していくが、Dγ は振動する。Φの変化

は図 7の方が分かりやすい。

これらの保存則はもとの式と次のように関係している。保存則 (9.7)と

(9.9)式を組み合わせて ∂ηDを計算すると

ρ∂ηD = −(1 + w)ρkV + 3waHρD − aHρrDγ (9.22)

が得られる。上でも述べたように、V b ∼ V γならば二つの密度ゆらぎの

微分が ∂η(Db − 3Dγ/4) ∼ 0を満たすことから断熱条件は良い近似で維持

されており、Db � 3Dγ/4と置くことができる。そこで、最後の微分を含

まない項に対して断熱条件から得られる関係式D = 3(1 +w)Dγ/4を使っ

て ργDγ を 3c2sρDに書き換えると保存則 (9.20)を得ることができる。同

様にして、保存則 (9.8)と (9.10)式から (1 +w)ρ∂ηV を計算すると、トム
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図 7: バリオン速度ゆらぎ V b(橙)とCDM速度ゆらぎ V c(紫)の計算結果。図 6

と同じ条件の下で計算し、Φ(緑)の結果と併せて記す。Φの振幅は zeq 以前の高

波数領域で振幅が少し減衰するが zeq 以後はまた変化しなくなる。

ソン散乱の項は相殺して

(1 + w)ρ∂ηV = (1 + w)ρ
{
−
(
1 − 3c2s

)
aHV +

(
1 + 3c2s

)
kΨ
}

+
1

3
kρrDγ

(9.23)

を得る。最後の項を上と同様に書き換えると保存則 (9.21)を得る。

バリオンと光子が強く結合した系の数値計算の結果を図 6～図 9に示し

た。CDM変数DcとV c、ニュートリノ変数DνとV ν、放射バリオン流体変

数DとV の方程式 (9.3)、(9.4)、(9.5)、(9.6)、(9.20)、(9.21)及びBardeen

ポテンシャル Φ(= −Ψ)を決める Poisson方程式 (9.19)を Friedman背

景時空の方程式とともに連立して解いた。宇宙論パラメータは第 2章で

与えた Ωb = 0.042、Ωd = 0.27、Ωr = 8.1 × 10−5、Ωγ = 4.8 × 10−5、

ΩΛ = 0.73、h = 0.72を用いて計算した。初期値は放射優勢の時期に与

え、Harrison-Zel’dovichスペクトルを表すΨi = −1とした (8.1節の解を

参照)。このとき、光子密度ゆらぎとバリオン速度ゆらぎは断熱近似の関係

式Dγ = 4(1+w)D/4とV b = V を用いて求めている。また、Sachs-Wolfe
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図 8: Sachs-Wolfe関係式に現れる組み合わせDγ/4+ 2Ψの時間発展。図 6と同

じ条件の下で計算している。赤線は脱結合時 (z � 103)のスペクトルで、cos関

数が現れている [(8.37)を参照]。波数 0.02Mpc−1 付近の最初の極値が CMBの

第 1音波ピークに相当する。

関係式に現れる組み合わせDγ/4 + 2Ψの時間発展を図 8に示した11。

ここで再び第1音波ピークの位置について考える。保存則 (9.20)と(9.21)

式は放射とバリオンが一つの流体として音速 (9.16)で振動することを表

している。脱結合時の音速を求めると

cs(ηdec) =
1√

3
(
1 + 3Ωb

4Ωγ

adec

a0

) =
1√

3
(
1 + 3Ωb

4Ωγ

1
zdec+1

) (9.24)

となる。第 2節で与えた数値を代入すると cs = 0.456を得るので、この

値を第 1音波ピークの位置を決める (8.38)式に代入すると、観測値と良

11この組み合わせはHu-Sugiyam, ApJ, 444 (1995) 489の k3/2(Θ0 + Ψ)に相当する。
本書では無次元量になるように Fourier変換を定義しているので k3/2 の因子は必要な
い。
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図 9: Bardeen ポテンシャル Φ(緑)、Sachs-Wolfe 関係式に現れる組み合わせ

Dγ/4 + 2Ψ(黒)、バリオン速度ゆらぎ V b(橙) の脱結合時 (z � 103) のスペク

トル。

く合う

l1peak � π

cs(ηdec)

(√
zdec + 1 − 1

)
= 220 (9.25)

という値を得る。

10 中性化以後の物質ゆらぎの発展

宇宙が中性化した後は光のスペクトルは宇宙の進化の影響をあまり受け

なくなり現在までそのスペクトルを保つ (Sachs-Wolfe関係)。一方、CDM

やバリオンのようなダストのゆらぎは成長を続け、銀河や銀河団などの

宇宙構造を造る。ここでは脱結合以後のダストのゆらぎを考える。
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CDMと中性化したバリオンのゆらぎの方程式は

∂ηDc,b = −kV c,b, (10.1)

∂ηV
c,b + aHV c,b = kΨ (10.2)

のように同じ式で与えられる。これより V c,bを消去すると

∂2
ηDc,b + aH∂ηDc,b = k2Ψ (10.3)

を得る。

CDMとバリオンは同じ式をみたすことから二つの変数の差は

∂2
η

(
Dc −Db

)
+ aH∂η

(
Dc −Db

)
= 0 (10.4)

をみたす。この方程式の安定解は ∂ηDc = ∂ηDbである。CDMの密度ゆら

ぎは物質優勢の時代に入ったころから成長を始めるのに対して、バリオ

ンは光との相互作用のため脱結合時までその成長が抑えられる。微分係

数が同じになる安定解の意味はすでに成長過程に入って急速にゆらぎが

成長しているCDM、すなわち ∂ηDc(ηdec) > 0に対してまだゆらぎの成長

が抑えられてい ∂ηDb(ηdec) � 0のバリオンが CDMに引っ張られる形で

成長を加速させることを意味する。

このことは逆にCDMがなければバリオンのゆらぎの成長が抑えられ、

バリオンによって構成される銀河分布が現在とは異なるものになること

を意味する。これは銀河の回転曲線の問題とともに CDMが存在するこ

との間接的な証拠とされている。

11 Sachs-Wolfe関係式

発信者 iからでた光が受信者 fによって観測された際の重力による光の

エネルギー偏移を計算する。電磁波 Fµν は一般に振幅Aµν と位相 ψとで

Fµν = Re(Aµνe
iψ)とかける。Aµνは eiψにくらべてゆっくり変化する部分

である。このような位相と振幅の分離は一般的には可能ではないが、重

43



図 10: 発信者 iから受信者 f への光の経路。

力場が変動する長さにくらべて考えている波の波長が小さければ近似的

に可能である。この場合、位相一定の面の伝播が光の伝播を記述する。

光の測地線は共形不変なので計量を ds2 = a2dσ2としてスケール因子

の二乗を除いた部分を12

dσ2 = Gµνdxµdxν = (ηµν + Hµν) dx
µdxν (11.1)

と定義する。計量 dσ2に対するアファインパラメータ (affine parameter)

を λとすると光の伝播方向のヌルベクトルと測地線方程式は

nµ =
dxµ

dλ
, Gµνnµnν = 0,

dnµ

dλ
+ Γ µ

αβ(G)nαnβ = 0 (11.2)

で与えられる。このとき位相一定の面は

ψ (xµ + nµ∆λ) = ψ (xµ) ⇒ nµ
∂ψ

∂xµ
= 0 (11.3)

と記述できる。一方、ヌルの条件よりKを比例定数として

∂ψ

∂xµ
= KGµνnν (11.4)

12トレースレスモードだけの計量 ḡµνdxµdxν とは異なる。Gµν には共形モードの摂動
も含まれる (gµν = a2Gµν)。
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と書ける。

次に図 (10)のように少し遅れて発信された位相一定の面を考える。固

有時を sと書くと位相の差は

∆ψ =
∂ψ

∂xµ
dxµ

ds
∆s =

∂ψ

∂xµ
uµ∆s (11.5)

となる。ここで、uµ = dxµ/dsは発信者又は受信者の4元速度で gµνu
µuν =

−1を満たす。これより発信者と受信者の間のエネルギー偏移は

Ef

Ei
=
νf

νi
=

∆ψ
∆sf
∆ψ
∆si

=
(Gµνnµuν)f

(Gµνnµuν)i
(11.6)

で与えられる。摂動がない場合、ヌルベクトルは n0 = 1と nini = 1、4

元速度は uµ = (1/a, 0, 0, 0)なので、この式は赤方偏移の式Ef/Ei = ai/af

になる。

以下では摂動がある場合のエネルギー偏移を考える。摂動を含んだヌ

ルベクトルを nµ = (1,n) + δnµと定義すると測地線方程式より

dδnµ

dλ
=
(
−∂(αHµ

β) +
1

2
∂µHαβ

)
nαnβ (11.7)

を得る。ここで

d(Hµ
βn

β)

dλ
=
dHµ

β

dλ̃
nβ =

dxα

dλ
∂αHµ

βn
β = (∂αHµ

β)n
αnβ (11.8)

を使うと最初の項は容易に積分できる。これより

δnµ|fi = −Hµ
βn

β |fi +
1

2

∫ f

i
dλ(∂µHαβ)n

αnβ (11.9)

を得る。

観測可能な温度を T0を現在の温度として T = T0/a+ δT と書くと

Tf

Ti
=
ai

af

(
1 +

δTf

Tf
− δTi

Ti

)
=
ai

af

(
1 +

1

4

δργ
ργ

∣∣∣∣f
i

)
(11.10)

が成り立つ。最後の等式は ργ ∝ T 4を使っている。(11.9)式の 0成分と

(11.10)式をエネルギー偏移の式 (11.6)に代入すると

Ef

Ei

=
ai

af

{
1 +

[
ϕ− 1

2
h00 − (vi + h0i)n

i + δn0
]f
i

}
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=
Tf

Ti

⎧⎨
⎩1 −

[
1

4

δργ
ργ

− ϕ+
1

2
h00 + (vi + h0i)n

i − δn0

]f

i

⎫⎬
⎭

=
Tf

Ti

{
1 −

[
1

4
Dγ + ∂iV

bni + Ψ − Φ + Ωb
in
i
]f
i

+
∫ f

i
dλ
(
∂ηΨ − ∂ηΦ + ∂ηΥin

i − ∂ηh
TT
ij n

inj
)}

(11.11)

を得る。ここで、V bは発信者及び受信者であるバリオンの速度である。

Ef/Ei = Tf/Tiよりブレース { }内は 1になる。特にスカラー成分では

Bardeenポテンシャルが時間変化しないとすれば角括弧 [ ]内の量は保存

され初期値と最終値が同じになる。

ここで、初期値を脱結合時 i = ηdecとし、最終値を現在 f = η0に選ぶ

ことにする。また、観測では排除されている一重極や二重極の寄与を与

えるΨ(η0)や ni∂iV
b(η0)の項を除くとCMB温度ゆらぎは (∆T/T )(η0) =

(1/4)Dγ(η0)で与えられる13。このことから Sachs-Wolfe関係式は次のよ

うに書ける。スカラー、ベクトル、テンソルゆらぎによる寄与に分けて

書くと

∆T

T
(η0,x0) =

(
∆T

T

)S
+
(

∆T

T

)V
+
(

∆T

T

)T
,

(
∆T

T

)S
=
{

1

4
Dγ + ∂iV

bni + Ψ − Φ
}

(ηdec,xdec)

+
∫ η0

ηdec

dη (∂ηΨ − ∂ηΦ) (η,x(η)) , (11.12)

(
∆T

T

)V
= Ωb

i (ηdec,xdec)n
i +

∫ η0

ηdec

dη∂ηΥi (η,x(η))ni, (11.13)

(
∆T

T

)T
= −

∫ η0

ηdec

dη∂ηh
TT
ij (η,x(η))ninj (11.14)

となる。ここで光の経路は x(η) = x0 + (η − η0)nで与えられる。

最後に良く使われる大角度成分に対してのみ成り立つ公式を書いてお

く。l < 10の多重極成分は現在までホライズンの内側に入らない大きなサ

イズのゆらぎをあらわす。これらのゆらぎに対する解は (8.35)と (8.36)で
13CMBに対する観測者の相対速度が二重極を与える。パワースペクトルは二重極が
消える CMBの静止系で考えるので、多重極が本質的な異方性を表す。
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スーパーホライズンの極限 x� 1をとったものになる。すなわち、Dγ =

(−20/3)ΨiとV γ = (1/3)xΨi � 0になる。脱結合時ではまだV b � V γであ

ること、BardeenポテンシャルΨ(= −Φ)はほとんど定数でΨ(ηdec) = Ψi

であることを使うと
(

∆T

T

)S
(η0,x0) �

1

3
Ψ(ηdec,xdec) (11.15)

を得る。最初に導出されたこの関係式のことをOrdinary Sachs-Wolfe関

係式と呼ぶ。一方、(11.12)の積分の項を Integrated Sachs-Wolfe関係式

と呼ぶ。

12 CMB温度ゆらぎスペクトル

12.1 パワースペクトル

線形の発展方程式を解くことは各共動波数kに対してゆらぎ変数の初期

値と最終値を結ぶ遷移関数 (transfer function)T を計算することである。
それは変数 F = Ψ,D, · · ·に対して

F (ηf , k) = TFF (ηi, k) (12.1)

と定義される。初期値は放射優勢の適当な時期に与える。CMBパワー

スペクトルを計算する場合は、脱結合以後は Sachs-Wolfe関係式を使っ

て現在の値をもとめることになるので、密度ゆらぎや速度ゆらぎの最終

値は脱結合時 ηdecの値になる。一方、Bardeenポテンシャルは Integrated

Sachs-Wolfe項があるので現在までの遷移関数を求める必要がある。ただ、

Bardeenポテンシャルの値はほとんど変化しないのでこの項からの寄与

は小さく、現在のCMBの温度ゆらぎは脱結合時のスカラーゆらぎ分布を

ほぼそのまま伝えていると考えてよい。

テンソルゆらぎの寄与は積分項のみなので現在までの遷移関数を計算

する必要がある。ただテンソルゆらぎはスカラーゆらぎよりも小さく、大
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角度成分以外は減衰して消えてしまう。

ベクトルゆらぎΥiは (7.7)解より時間発展の途中で消えてなくなる。ま

た、バリオンの速度ベクトル変数Ωb
i もバリオン光子流体では音速の二乗

が c2s < 1/3なので (7.7)より消えてなくなることがわかる。したがって、

これらのベクトルゆらぎは考えないことにする。

ゆらぎ変数 F のパワースペクトルを定義する。無次元化されたフーリ

エ成分 F (η,k)(5.1)の 2点相関関数

〈F (η,k)F (η,k′)〉 = 〈|F (η, k)|2〉k3(2π)3δ3(k + k′) (12.2)

を用いてゆらぎ F のパワースペクトルを

PF (η, k) =
1

2π2
〈|F (η, k)|2〉 (12.3)

と定義する。これを用いると同一点の 2点相関は

〈F (η,x)F (η,x)〉 =
∫

[d3k][d3k′]〈f(η,k)F (η,k′)〉ei(k+k′)·x

=
∫

d3k

(2π)3

1

k3
〈|F (η, k)|2〉

=
∫ ∞

0

dk

k
PF (η, k). (12.4)

と書ける。

具体的な解からも分かるように初期条件として断熱条件を課すとBardeen

ポテンシャルの初期値Ψiが与えられるとその他のスカラー変数も決まる

ことが分かる。このことからすべてのゆらぎのもとになるスカラー原始

スペクトルはΨの初期スペクトルによって与えられる。また、テンソル

ゆらぎ原始スペクトルは hTT
ij の初期スペクトルで与えられる。

ゆらぎのもとになる原始パワースペクトルとして観測からも支持され

ているスケール不変性からの帰結として現れるべき的な関数14

Ps(k) =
1

2π2
〈|Ψ(ηi, k)|2〉 = As

(
k

m

)ns−1

, (12.5)

14通常のモデルでは質量スケールmのことをピボット (pivot)スケールと呼んで適当
な値に設定するが、量子重力的宇宙論ではこれは力学的な共動座標での Planckスケー
ルになる。
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Pt(k) =
1

2π2
〈|hTT(ηi, k)|2〉 = At

(
k

m

)nt

(12.6)

を考える。ここで、hTTはのちに定義する式 (12.28)で与えられる。この

スペクトルに遷移関数の二乗を掛けると任意の時間のスペクトルを得る

ことができる。

テンソルゆらぎとスカラーゆらぎの原始スペクトルの振幅比はテンソ

ル・スカラー比

r =
At
As

(12.7)

と呼ばれスペクトルを決める重要なパラメータである。

12.2 CMB多重極成分

CMB温度ゆらぎを球面調和関数を用いて

∆T

T
(x0,n, η0) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

alm(x0)Ylm(n) (12.8)

と展開する。多重極 almの統計平均を考えると 〈alm〉 = 0、標準偏差Cl =

〈|alm|2〉は
〈alma∗l′m′〉 = Clδll′δmm′ (12.9)

で与えられる。これよりCMBゆらぎの 2点相関は、ルジャンドル多項式

についての公式

m∑
m=−l

Ylm(n)Y ∗
lm(n′) =

1

4π
(2l + 1)Pl(n · n′) (12.10)

と n · n′ = cos θであることを使うとCMB温度ゆらぎに 2点相関は

C(θ) =
〈

∆T

T
(x0,n, η0)

∆T

T
(x0,n

′, η0)
〉

=
∑

l,l′,m,m′
〈alma∗l′m′〉Ylm(n)Y ∗

l′m′(n′)

=
1

4π

∑
l

(2l + 1)ClPl(cos θ) (12.11)
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と書ける。

以下では偏光のないCMB温度ゆらぎ異方性スペクトル、通常TTスペ

クトルと呼ばれる多重極成分を計算する。スカラーゆらぎからとテンソ

ルゆらぎからの寄与があり、それらを加えたものが観測にかかる。スカ

ラーゆらぎは TTスペクトル全体に寄与するのに対して、テンソルゆら

ぎは l < 50の低多重極 (大角度成分)にしか寄与しない。

スカラーゆらぎ多重極成分 ここでは簡単のため CMB温度ゆらぎスペ

クトルのなかで主要な寄与を与える部分、すなわち式 (11.12)の中の積分

を含まない項を考える。さらにΨ = Φと置いて
∆T

T
(x0,n, η0) =

{
1

4
Dγ + ∂iV

bni + 2Ψ
}

(ηdec,xdec) . (12.12)

この式のフーリエ成分は xdec = x0 − (η0 − ηdec)nより
∆T

T
(k,n, η0) =

{
1

4
Dγ − ik̂ · nV b + 2Ψ

}
(k, ηdec) e−ik·n(η0−ηdec)

=

{
1

4
Dγ + 2Ψ +

V b

k
∂η

}
(k, ηdec)e−ik·nη)|η=η0−ηdec

(12.13)

で与えられる。ここで、k̂ = k/k = (θk, ϕk)である。

はじめに ordinary Sachs-Wolfe関係が成り立つ比較的大きいサイズの

ゆらぎ (l < 30)について考える。この場合式 (11.15)で見たように CMB

温度ゆらぎは脱結合時の Bardeenポテンシャルで与えられ、フーリエ成

分 (12.13)は
∆T

T
(k,n, η0) �

1

3
Ψ(k, ηdec)e−ik·n(η0−ηdec) (12.14)

と簡単になる。この関係式を使ってC(θ)を書くと

C(θ) =
1

(2π)6

∫
d3k

k3

∫
d3k′

k′3

〈
∆T

T
(k,n, η0)

∆T

T
(k′,n′, η0)

〉
ei(k+k′)·x0

� 1

(2π)6

∫ d3k

k3

d3k′

k′3
ei(k+k′)·x0

1

9
〈Ψ(k, ηdec)Ψ(k′, ηdec)〉

×e−ik·n(η0−ηdec)e−ik
′·n′(η0−ηdec)

=
1

(2π)3

∫ d3k

k3

1

9
〈|Ψ(k, ηdec)|2〉e−ik·n(η0−ηdec)eik·n

′(η0−ηdec) (12.15)
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を得る。ここで、2点相関の式 (12.2)を使っている。

右辺の位相項を球ベッセル関数による展開公式

eik·y = 4π
∞∑
l=0

l∑
m=−l

iljl(ky)Y
∗
lm(k̂)Ylm(ŷ) (12.16)

を使って展開する。ここで ŷは k̂と同様に定義されている。これより

C(θ) =
(4π)2

(2π)3

∫
d3k

k3

〈∣∣∣∣13Ψ(k, ηdec)
∣∣∣∣
2
〉
jl(kddec)jl′(kddec)

×
∞∑

l,l′=0

il
′−l

l∑
m=−l

Ylm(k̂)Y ∗
lm(n)

l′∑
m′=−l′

Y ∗
l′m′(k̂)Yl′m′(n′) (12.17)

を得る。ここで、ddec = η0 − ηdecは最終散乱面までの距離を表す。k積分

を動径方向と角度方向に分けて d3k = k2dkdΩk、dΩk = dθkdϕkと分解し

て、球面調和関数の公式∫
dΩkY

∗
lm(k̂)Yl′m′(k̂) = δll′δmm′ (12.18)

とルジャンドル多項式についての公式 (12.10)を使うと

C(θ) =
1

4π

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)
2

π

∫
dk

k

1

9
〈|Ψ(k, ηdec)|2〉j2

l (kddec) (12.19)

を得る。この式と定義式 (12.11)を比較するとClを求めることができる。球

ベッセル関数の形より積分にもっとも寄与する領域として l � kddec(2.28)

の関係式が出てくる。

Ordinary Sachs-Wolfe関係が成り立つスーパーホライズンゆらぎでは

Ψの遷移関数はほぼ TΨ � 1になるため、〈|Ψ(ηdec)|2〉 � 〈|Ψi|2〉 = 2π2Ps

として多重極成分を計算すると

Cosw
l = 4π

∫ ∞

0

dk

k

1

9
Ps(k)j

2
l (kddec)

=
2π2As

(mddec)ns−1

1

9

Γ (3 − ns) Γ
(
l − 1

2
+ ns

2

)
23−nsΓ2

(
2 − ns

2

)
Γ
(
l + 5

2
− ns

2

) (12.20)

となる。Harrison-Zel’dovichスペクトル (ns = 1)の場合

l(l + 1)Cosw
l

2π
=
As
9

(12.21)
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と書ける。このように、低多重極成分では宇宙初期の原始スペクトルPs(k)

がほとんど影響を受けずに現在まで伝わっていると考えられれている。

音響振動が見えるもう少し小さいサイズのゆらぎまで考えたい場合は

フーリエ成分 (12.13)のすべての項からの寄与を取り扱う必要がある。上

と同じように計算すると

C(θ) =

1

(2π)6

∫
d3k

k3

d3k′

k′3
ei(k+k′)·x0

〈{(Dγ

4
+ 2Ψ

)
(k, ηdec) +

V b(k, ηdec)

k
∂η

}

×
{(Dγ

4
+ 2Ψ

)
(k′, ηdec) +

V b(k′, ηdec)

k′
∂η′

}〉
e−ik·nηe−ik

′·n′η′ | η=η′=
η0−ηdec

(12.22)

を得る。2点相関の式 (12.2)を使って波数の一方の k′積分を実行し、位

相の項を球ベッセル関数による展開公式を使って展開すると

C(θ) =

(4π)2

(2π)3

∫
d3k

k3

∞∑
l,l′=0

il
′−l

l∑
m=−l

Ylm(k̂)Y ∗
lm(n)

l′∑
m′=−l′

Y ∗
l′m′(k̂)Yl′m′(n′)

×
〈{(Dγ

4
+ 2Ψ

)
(k, ηdec)jl(kη) +

V b(k, ηdec)

k
∂ηjl(kη)

}
{(Dγ

4
+ 2Ψ

)
(k, ηdec)jl′(kη) +

V b(k, ηdec)

k
∂ηjl′(kη)

}∗〉∣∣∣∣
η=η0−ηdec

(12.23)

を得る。k積分を動径方向と角度方向に分けて d3k = k2dkdΩk、dΩk =

dθkdϕkと分解して、球面調和関数の公式 (12.18)とルジャンドル多項式に

ついての公式 (12.10)を使うと

Cl =
2

π

∫ dk

k

〈∣∣∣∣
{(Dγ

4
+ 2Ψ

)
(k, ηdec)jl (kddec) + V b(k, ηdec)j

′
l (kddec)

}∣∣∣∣2
〉

(12.24)

で得る。ここで、j′l(x) = ∂xjl(x)。

考えているゆらぎは放射優勢の時期に設定された初期時間 ηiではまだ

スーパーホライズンサイズであった。このゆらぎの脱結合時 ηdecまでの
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遷移関数をそれぞれ Tγ、Tb、TΨとすると脱結合時の値は初期値を使って(Dγ

4
+ 2Ψ

)
(k, ηdec) =

1

4
TγDγ(k, ηi) + 2TΨΨ(k, ηi)

=
(
−3

2
Tγ + 2TΨ

)
Ψi(k),

V b(k, ηdec) = TbV b(k, ηi) = Tb
1

2
kηiΨi(k) (12.25)

と書ける。ここで、放射優勢時代の解からスーパーホライズンゆらぎ (x =

kη → 0)ではDγ → −6Ψi、Ψ → Ψi、V b(= V γ) → kηiΨi/2であることを

使った。

先にも述べたように、CMB多重極成分はΨの初期値を表す原始パワー

スペクトルが与えられれば計算できる。すなわち、

Cl = 4π
∫
dk

k

{(
−3

2
Tγ + 2TΨ

)
jl (kddec) + Tb

1

2
kηij

′
l (kddec)

}2

Ps(k)

(12.26)

と計算される。

テンソルゆらぎ多重極成分 テンソルゆらぎは式 (11.14)を使って計算さ

れる。スカラーゆらぎのときと同じようにすると

C(θ) =
1

(2π)3

∫
d3k

k3

∫ η0

ηdec

dη
∫ η0

ηdec

dη′e−ik·n(η0−η)eik·n
′(η0−η′)

×〈∂ηhTT
ij (η,k)∂η′h

TT∗
lm (η′,k)〉ninjn′ln′m (12.27)

を得る。左辺に時間の異なる 2点スペクトル関数が現れる。横波トレー

スレスの条件をみたすことからこれを

〈hTT
ij (η,k)hTT∗

lm (η′,k)〉

= 〈hTT(η,k)hTT∗(η′,k)〉
{
δilδjm + δimδjl − δijδlm

+
1

k2
(δijklkm + δlmkikj − δilkjkm − δimklkj − δjlkikm − δjmklki)

+
1

k4
kikjklkm

}
(12.28)

と書くと、最終的に

Cl =
2

π

∫
dk

k

〈∣∣∣∣∣
∫ η0

ηdec

dη∂ηh
TT(η,k)

jl(k(η0 − η))

k2(η0 − η)2

∣∣∣∣∣
2〉

(l + 2)!

(l − 2)!
(12.29)
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図 11: TTパワースペクトルのパラメータ依存性。上から 3種類の密度パラ

メータ Ωb、Ωc、ΩΛ、Hubble定数 h、スペクトル指数 ns、光学的深さ (optical

depth)τ を変えたときのスペクトルの変化を表す [E. Martinez-Gonzalez, astro-

ph/0610162]。

を得る。

この式を簡単に評価してみる。テンソル方程式からゆらぎがスーパーホ

ライズンのとき解はほとんど定数であることが分かっているので、∂ηhTT =

0となり多重極成分は生成されない。テンソルゆらぎが変化するのはホラ

イズンの内側に入ってからである。そのため、積分が値を持つのは脱結

合時 ηdecから現在 η0の間にホライズンの内側に入る大きなサイズの低多

重極成分 (l < 50)のみである。

ホライズンの内側 (x = kη ≥ 2)に入ると hTT ∝ 1/aで振幅が減衰する

ことが分かっているので、この領域では ∂ηh
TT � −aHhTT = (−2/η)hTT

と書くことができる。最後の等式は、考えている時期が a ∝ η2の物質優
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勢の時代であることを表している。このことから
∫ η0

ηdec

dη∂ηh
TT jl(k(η0 − η))

k2(η0 − η)2
� jl(kη0))

k2η2
0

∫ η0

η=2/k

−2dη

η
hTT (12.30)

と書ける。さらにhTT ∝ 1/η2を考慮して積分を実行すると
∫
(−2dη/η)hTT =

hTT(η0) − hTT(η = 2/k)を得る。ここで、η0は宇宙のサイズを表すので

hTT(η0)は無視できる。したがって、多重極は η0 = ddecと書くと l < 50

に対して

Cl |l<50 �
2

π

∫
dk

k
〈|hTT(η = 2/k,k)|2〉j

2
l (kddec)

k4d4
dec

(l + 2)!

(l − 2)!
(12.31)

を得る。ここで、テンソルゆらぎはホライズンに入るまではほとんど変

化しない、すなわちそれまでは遷移関数が 1であることからホライズン

に入る直前 (η = 2/k)のゆらぎスペクトルは原始スペクトルと同じであ

ると考えてよい。そこで 〈|hTT(η = 2/k,k)|2〉 = 2π2Pt(k)と置くと

Cl |l<50 � 4π
(l + 2)!

(l − 2)!

∫ ∞

0

dk

k

j2
l (kddec)

k4d4
dec

Pt(k)

=
2π2At

(mddec)nt

(l + 2)!

(l − 2)!

Γ(6 − nt)Γ
(
l − 2 + nt

2

)
26−ntΓ2

(
7
2
− nt

)
Γ
(
l + 4 − nt

2

)(12.32)

を得る。nt = 0では l(l + 1)Cl/2π � At8l(l + 1)/15(l − 2)(l + 3)となる。

l = 2に発散があるが、これは近似が粗いことによるものである。

このように TTスペクトルの大角度成分にはテンソルゆらぎの寄与が

含まれると考えられる。そのためどれだけテンソルゆらぎが含まれてい

るかをあらわすテンソル・スカラー比 rはTTスペクトルだけでは決まら

ない。

その他の多重極成分 詳細については議論しないが、ここでその他の多

重極成分について簡単に述べておく。CMBはトムソン散乱によって偏光

する。主な原因は宇宙が中性化するプロセスでのトムソン散乱による偏光

である。Eモード、Bモードと呼ばれるその偏光のスペクトルが図 12に

載せてある。一番上はTTスペクトルである。二番目がTE、三番がEE、

55



図 12: スカラー及びテンソルゆらぎパワースペクトル (r = 0.01)。上から

TT、TE、EE、BB(右図のみ)スペクトルを表す [E. Martinez-Gonzalez, astro-

ph/0610162]。二つの寄与を足し合わせたものが CMBのペクトルになる。

そして一番下がBBスペクトルと呼ばれる。BBスペクトルはテンソルゆ

らぎからしか生成されない。

三番目の EEスペクトルの低多重極 (l < 10)の盛り上がりから光学的

深さ (optical depth)τ と呼ばれる量が決定され、τ � 0.1の値を得ている。

この量は最初の星が誕生によって放射された光によって粒子がイオン化

され、宇宙が少し不透明になった度合いを表している。そのため、τ は最

初の星がいつごろ誕生したかに関係した宇宙論パラメータである。

テンソルの寄与 rを決定することができるのはテンソルゆらぎに起源

をもつBモードのスペクトルで、図 12(右)の一番下に現れているもので

ある。
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