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1 Minkowski共形場理論

共形場理論 (conformal field theory, CFT)が現れる場所として、ベータ

関数が消える場の量子論の固定点、量子重力理論の紫外極限、そして統

計モデルの臨界点が挙げられる。

はじめにMinkowski時空での共形場理論の基本的な事柄についてまと

める。Minkowski時空では量子化の処方箋、Hamilton演算子、Hermite

性などの場の演算子の性質、公理などがEuclid空間での場の量子論より

明瞭だからである。Euclid空間での共形場理論は基本的にはMinkowski

時空から解析接続して得られるものと考える。

一方で、作用関数や (非摂動的)量子化が明確でないような場合、Euclid

空間での議論の方がMinkowski時空固有の発散等を回避できて扱いやす

い。また、相関関数の性質や状態の定義等が明確になり、統計力学との

対応が分かりやすくなるなどの利点がある。Euclid空間での共形場理論

ついては次の章で議論する。

以下、共形場理論の基本的な性質を述べる際は一般的にD次元で記述

し、具体例を示す際は簡単のため次元を 4として計算する。

1本解説書の内容はさらに加筆、修正して著書「共形場理論を基礎にもつ 量子重力理

論と宇宙論」(プレアデス出版, 2016)に掲載している。
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1.1 共形変換

共形変換とは角度を変えない座標変換で、座標を xµ → x′µと変換した

とき、線素が

ηµνdx
µdxν → ηµνdx

′µdx′ν = Ω(x)ηµνdx
µdxν (1.1)

と変換するものである。ここで、Ωは任意の関数である。Minkowski計

量は ηµν = (−1, 1, · · · , 1)を採用する。右辺を書き換えると共形変換は関

係式

ηµν
∂x′µ

∂xλ

∂x′ν

∂xσ
= Ω(x)ηλσ

で表される。Ω = 1は Poincaré変換に相当する。

ここで、共形変換はあくまでも背景計量 ηµν上で定義されるもので、こ

の変換の下でこの計量自体は変化しない。一方、一般座標変換は、計量

テンソル場を導入して線素を定義し、スカラー量である線素が不変に保

たれるように計量も場として変換する座標変換で、共形変換とは区別し

なければならない。以下、テンソル場の足の上げ下げはすべて背景計量

ηµνで行う。

無限小の共形変換 xµ → x′µ = xµ + ζµを考えると、上の条件式から ζµ

は方程式

∂µζν + ∂νζµ − 2

D
ηµν∂λζ

λ = 0

を満たさなければならないことが分かる。この式のことを共形Killing方

程式と呼び、ζλを共形Killingベクトルと呼ぶ。このとき、任意関数は

Ω = 1 +
2

D
∂λζ

λ (1.2)

と決まる。

共形Killing方程式を変形すると (ηµν∂
2 +(D−2)∂µ∂ν)∂λζ

λ = 0を得る。

この式と元の式から ζµを三回微分したものはゼロになることが分かる。

そのことに注意して方程式を解くと (D+1)(D+2)/2個の解が求まる。そ
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れらは自由度がD個の並進 (translation)、D(D−1)/2個のLorentz変換、

1個のdilatation、D個の特殊共形変換 (special conformal transformation)

に対応して、それぞれ ζλ
T,L,D,Sと表すと、

(ζλ
T )µ = δλ

µ, (ζλ
L)µν = xµδ

λ
ν − xνδ

λ
µ,

ζλ
D = xλ, (ζλ

S)µ = x2δλ
µ − 2xµx

λ (1.3)

で与えられる。最初の二つがKilling方程式 ∂µζν + ∂νζµ = 0を満たす等

長変換、すなわち Poincaré変換に対応する。

有限の共形変換は、dilatationと特殊共形変換の場合、それぞれ

xµ → x′µ = λxµ, xµ → x′µ =
xµ + aµx2

1 + 2aµxµ + a2x2

で与えられる。これらに加えて、特殊共形変換の代わりとなる重要な変

換として、共形反転 (conformal inversion)

xµ → x′µ =
xµ

x2

を導入する。この変換と並進を組み合わせると、

xµ → xµ

x2
→ xµ

x2
+ aµ →

xµ

x2 + aµ(
xµ

x2 + aµ
)2 =

xµ + aµx2

1 + 2aµxµ + a2x2

のように特殊共形変換が導ける。

1.2 共形代数と場の変換性

並進、Lorentz変換、dilatation、特殊共形変換の生成子をそれぞれPµ、

Mµν、D、Kµと書くことにする。
2 これら (D + 1)(D + 2)/2個の無限小

共形変換の生成子は SO(D, 2)代数

[Pµ, Pν ] = 0, [Mµν , Pλ] = −i (ηµλPν − ηνλPµ) ,

2本書では時空の次元と dilatation生成子に同じ記号Dを使う。それらは文脈から用

意に区別できる。
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[Mµν ,Mλσ] = −i (ηµλMνσ + ηνσMµλ − ηµσMνλ − ηνλMµσ) ,

[D,Pµ] = −iPµ, [D,Mµν ] = 0, [D,Kµ] = iKµ,

[Mµν , Kλ] = −i (ηµλKν − ηνλKµ) , [Kµ, Kν ] = 0,

[Kµ, Pν ] = 2i (ηµνD +Mµν) (1.4)

を成す。並進と Lorentz変換の生成子から構成される SO(D − 1, 1)の代

数は特に Poincaré代数と呼ばれる。生成子のHermite性は

P †
µ = Pµ, M †

µν = Mµν , D† = D, K†
µ = Kµ

で与えられる。

この共形代数は一つにまとめて書くことが出来る。SO(D, 2)変換の生

成子を Jabとして、その代数

[Jab, Jcd] = −i (ηacJbd + ηbdJac − ηbcJad − ηadJbc)

を考える。ここで、生成子はHermite性J†
ab = Jab及び反対称性Jab = −Jba

を満たす。計量はηab = (−1, 1, · · · , 1,−1)で与えられ、a, b = 0, 1, 2, · · · , D,D+

1と番号付けする。時空の足を µ, ν = 0, 1, · · · , D − 1と選んで、

Mµν = Jµν , D = JD+1D, Pµ = JµD+1 − JµD, Kµ = JµD+1 + JµD

と書くと、それぞれ Lorentz変換、dilatation、並進、特殊共形変換の生

成子となり、共形代数 (1.4)が得られる。

共形変換の下で性質の良い変換をする場を特にプライマリー (primary)

場と呼ぶ。ここでは整数スピン lの場を表す対称トレースレステンソル場

Oµ1···µl
を考える。3 場の演算子はHermite性

O†
µ1···µl

(x) = Oµ1···µl
(x)

3D = 4の場合、これは Lorentz群 SO(3, 1)の (j, j̃)表現の j = j̃ = l/2に属するテン
ソル場で、Oµ1···µl

= (σµ1)
α1α̇1 · · · (σµl

)αlα̇lOα1···αlα̇1···α̇l
と表示することが出来る。ト

レースレスの条件は ηµν(σµ)αα̇(σν)ββ̇ ∝ εαβεα̇β̇を用いて示すことが出来る。また、j ̸= j̃

の場として、(1/2, 0)と (0, 1/2)のスピノル場、(1, 1/2)と (1/2, 1)の Rarita-Schwinger
場、(1, 0)と (0, 1)の二階反対称テンソル場、などがよく知られている。
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を満すものとし、その共形次元を∆とする。このとき、プライマリース

カラー場の共形変換の下で

O′(x′) = Ω(x)−∆/2O(x)

と変換する。プライマリーテンソル場の変換則は、Oµ1···µl
(x)dxµ1 · · · dxµl

が共形次元∆ − lのスカラー量として変換することから、

O′
µ1···µl

(x′) = Ω(x)−
∆−l

2
∂xν1

∂x′µ1
· · · ∂x

νl

∂x′µl
Oν1···νl

(x) (1.5)

で与えられる。

ここで、直交群 SO(D− 1, 1)のベクトル表現をDµνと書くと、座標変

換の Jacobianは ∂xν

∂x′µ = Ω(x)−1/2D ν
µ (x)と分解できる。このことから、任

意のスピンのプライマリー場をOj(x)と簡略し、それに作用する表現行

列をR[D]jkと書くと、共形変換は局所的に回転とスケール変換の組み合

わせで書くことができて、O′
j(x

′) = Ω(x)−∆/2R[D(x)] k
j Ok(x)と表すこと

ができる。それらの相関関数は

⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = ⟨0|O′
1(x1) · · ·O′

n(xn)|0⟩ (1.6)

を満たす。ここで、|0⟩は共形不変な真空である。右辺の場の引数が左辺
と同じ xjであることに注意する。

無限小変換 xµ → x′µ = xµ + ζµの下での共形変換則は、同じ引数 xを

もつOjとO′
jの差 δζOj(x) = Oj(x) − O′

j(x)を ζµで展開してその二次の

項を無視すると得られる。プライマリーテンソル場の無限小共形変換は、

O′
j(x

′) = O′
j(x) + ζµ∂µOj(x)、D

µ
ν = δ µ

ν − (∂νζ
µ − ∂µζν)/2、Ωの式 (1.2)

に注意すると、変換則 (1.5)より、

δζOµ1···µl
(x) =

(
ζν∂ν +

∆

D
∂νζ

ν
)
Oµ1···µl

(x)

+
1

2

l∑
j=1

(
∂µj

ζν − ∂νζµj

)
Oµ1···µj−1νµj+1···µl

(x)

で与えられる。
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無限小変換は共形変換の生成子と場の演算子との交換子として

δζOµ1···µl
(x) = i [Qζ , Oµ1···µl

(x)]

と表される。ここで、Qζは共形Killingベクトル ζµに対する (D+1)(D+

2)/2個の生成子の総称である。共形Killingベクトルの具体形 ζλ
T,L,D,S(1.3)

を代入すると、変換則はそれぞれ

i [Pµ, Oλ1···λl
(x)] = ∂µOλ1···λl

(x),

i [Mµν , Oλ1···λl
(x)] = (xµ∂ν − xν∂µ − iΣµν)Oλ1···λl

(x),

i [D,Oλ1···λl
(x)] = (xµ∂µ + ∆)Oλ1···λl

(x),

i [Kµ, Oλ1···λl
(x)] =

(
x2∂µ − 2xµx

ν∂ν − 2∆xµ + 2ixνΣµν

)
Oλ1···λl

(x)

(1.7)

となる。このときスピン項は

ΣµνOλ1···λl
= i

l∑
j=1

(
ηµλj

δσ
ν − ηνλj

δσ
µ

)
Oλ1···λj−1σλj+1···λl

と定義される。

スピン行列を ΣµνOλ1···λl
= (Σµν)

σ1···σl
λ1···λl

Oσ1···σl
と表すと、それは

Lorentz生成子Mµνと同じ代数を満たす行列である。ベクトル場の場合は

(Σµν)
σ

λ = i(ηµλδ
σ

ν − ηνλδ
σ

µ ) で与えられ、一般の lの式はこれを用いて

(Σµν)
σ1···σl

λ1···λl
=

l∑
j=1

δ σ1
λ1

· · · δ σj−1

λj−1
(Σµν)

σj

λj
δ

σj+1

λj+1
· · · δ σl

λl

と表される。

プライマリー場Oが半整数のスピン 1/2をもつフェルミオン場なら

Σµνψ = i
1

4
[γµ, γν ]ψ

で与えられる。ここで、ガンマ行列は {γµ, γν} = −2ηµνで定義する。

トレースレスの条件を満たすストレステンソルが存在するとき、共形

変換の生成子は共形Killingベクトルを用いて

Qζ =
∫
dD−1xζλTλ0
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と表される。ここで、dD−1xは空間の体積要素である。実際、共形Killing

方程式と保存則 ∂µTµν = 0を使うと ∂ηQζ = −(1/D)×
∫
dD−1x∂λζ

λT µ
µが

示せて、トレースレスのとき時間依存性が消えて生成子が保存すること

分かる。ζλに ζλ
T,L,D,S(1.3)を代入すると具体的な式

Pµ =
∫
dD−1xTµ0, Mµν =

∫
dD−1x (xµTν0 − xνTµ0) ,

D =
∫
dD−1xxλTλ0, Kµ =

∫
dD−1x

(
x2Tµ0 − 2xµx

λTλ0

)
(1.8)

を得る。簡単な例として付録Cに自由スカラー場の場合の共形代数と場

の変換則を導出した。

最後に相関関数が満たす微分方程式を与える。共形場理論は真空 |0⟩が
共形不変な理論である。すなわち、すべての生成子Qζ (= Q†

ζ)に対して

Qζ |0⟩ = 0, ⟨0|Qζ = 0

が成り立つ。したがって、任意のn個の共形場を簡略してOj (j = 1, · · · , n)

と表すと、それらの相関関数は ⟨0| [Qζ , O1(x1) · · ·On(xn)] |0⟩ = 0を満た

す。これより、

δζ⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = i
n∑

j=1

⟨0|O1(x1) · · · [Qζ , Oj(xj)] · · ·On(xn)|0⟩ = 0

が成り立つ。これは関係式 (1.6)の無限小版である。例えば、Ojを共形次

元∆jのプライマリースカラー場とし、Qζ としてDとKµの場合を考え

ると、それぞれ変換則 (1.7)より

n∑
j=1

(
xµ

j

∂

∂xµ
j

+ ∆j

)
⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = 0,

n∑
j=1

(
x2

j

∂

∂xµ
j

− 2xjµx
ν
j

∂

∂xν
j

− 2∆jxjµ

)
⟨0|O1(x1) · · ·On(xn)|0⟩ = 0

を得る。

1.3 Wightman関数と正定値性

整数スピン lのトレースレス対称プライマリーテンソル場の二点Wight-
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man関数

Wµ1···µl,ν1···νl
(x− y) = ⟨0|Oµ1···µl

(x)Oν1···νl
(y)|0⟩ (1.9)

を考える。場の共形次元を∆とすると、それは一般的に

Wµ1···µl,ν1···νl
(x) = cPµ1···µl,ν1···νl

(x)
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

と表される。ここで、ϵは無限小のUVカットオフである。関数Pµ1···µl,ν1···νl

はプライマリーの条件から決まる [付録Aを参照]。

例えばプライマリースカラー場の 2点Wightman関数は、

⟨0|O(x)O(0)|0⟩ = c
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

= c
1

(x2 + 2iϵx0)∆

で与えられる。ここでは x0 ̸= 0として、ϵ2は無視している。スピン 1の

プライマリーベクトル場、スピン 2のトレースレス対称プライマリーテ

ンソル場のWightman関数は

⟨0|Oµ(x)Oν(0)|0⟩ = cIµν
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

⟨0|Oµν(x)Oλσ(0)|0⟩ = c
1

2

(
IµλIνσ + IµσIνλ −

2

D
ηµνηλσ

)
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

と表される。ここで、座標 xµの関数 Iµνは

Iµν = ηµν − 2
xµxν

x2

と定義され、関係式 I λ
µ Iλν = ηµνと Iµ

µ = D− 2を満たす。一般の整数ス

ピン lの場合は

Pµ1···µl,ν1···νl
=

1

l!
(Iµ1ν1 · · · Iµlνl

+ perms) − traces

で与えられる。ここで、perms及び tracesはテンソル場が持つ対称トレー

スレスの性質を反映している。

全体にかかる定数 cは物理的 (ユニタリ性)条件から c > 0となる。以

下では c = 1とする。
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Wightman関数 (1.9)を使って内積を定義する。任意の関数 f1,2(x)を導

入して次の量を定義する:

(f1, f2) =
∫
dDxdDyfµ1···µl∗

1 (x)Wµ1···µl,ν1···νl
(x− y)f ν1···νl

2 (y).

さらに、Wightman関数の Fourier変換

Wµ1···µl,ν1···νl
(k) =

∫
dDxWµ1···µl,ν1···νl

(x)e−ikµxµ

を導入して、内積を運動量空間で表すと

(f1, f2) =
∫ dDk

(2π)D
fµ1···µl∗

1 (k)f ν1···νl
2 (k)Wµ1···µl,ν1···νl

(k)

となる。ここで、f1,2(k)は対応する関数の Fourier変換で、−k2 → ∞で
すばやく減少するものとする。ユニタリ性を満たす物理的な理論では内

積が

(f, f) > 0

のように正になる。これをWightman正定値性と呼ぶ。

正定値性からスピン sのプライマリー場の共形次元∆に制限がついて、

∆ ≥ D

2
− 1 for s = 0,

∆ ≥ D − 2 + s for s ̸= 0 (1.10)

となる。この条件をユニタリ性バウンド (unitarity bound)と呼ぶ。以下、

具体例を挙げてこの条件を考察する。

1.4 Fourier表示と正定値条件の具体例

これ以後の三節では簡単のためD = 4と置いてユニタリ性の条件を考

察する。

はじめに任意の共形次元∆を持つプライマリースカラー場を考える。

そのWightman関数W (x)の Fourier変換 [付録Bを参照]は

W (k) = (2π)2 2π(∆ − 1)

4∆−1Γ(∆)2
θ(k0)θ(−k2)(−k2)∆−2
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で与えられる。これより内積 (f, f) =
∫
d4k|f(k)|2W (k)/(2π)4が正にな

る条件は

∆ ≥ 1

となる。下限の∆ = 1は自由場の場合で、lim∆→1(∆ − 1)θ(−k2)∆−2 =

δ(−k2)より、

1

(2π)2
lim
∆→1

(f, f) =
∫ d4k

(2π)4
|f(k)|22πθ(k0)δ(−k2) =

∫ d3k

(2π)3

1

2|k|
|f(k)|2

と表され、正準量子化された自由場から直接計算したものと一致する。

次にベクトル場の場合の正定値条件を考える。ここでは、より一般的

な実ベクトル場Aµの 2点関数

⟨0|Aµ(x)Aν(0)|0⟩

=
(
ηµν − 2α

xµxν

x2

)
1

(x2)∆

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

=
1

2∆

{
∆ − α

2(∆ − 1)(∆ − 2)
ηµν∂

2 − α

∆ − 1
∂µ∂ν

}
1

(x2)∆−1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

を考える。スカラー場のFourier変換の式を最後の項に代入するとベクト

ル場の Fourier変換が得られ、それをW (α)
µν と書くと、

W (α)
µν (k) = (2π)2 2π(∆ − 1)

4∆−1Γ(∆)Γ(∆ + 1)
θ(k0)θ(−k2)(−k2)∆−2

×
{

(∆ − α)ηµν − 2α(∆ − 2)
kµkν

k2

}
となる。

プライマリー場Oµは α = 1の場合に相当して、W (1)
µν = Wµν である。

一方、α = ∆と選ぶとAµは次節で導入するプライマリースカラー場O′

のデッセンダント場 ∂µO
′とみなすことが出来る。このときO′の共形次

元は∆′ = ∆ − 1である。

Wightman正定値条件は任意の関数 fµに対して fµ∗(k)f ν(k)W (α)
µν (k)が

正であることを要求する。重心系 kµ = (K, 0, 0, 0)を選んでも任意性は失

われないので、この場合について評価すると

fµ∗f νW (α)
µν = Cθ(K)θ(K2)

{
[(2∆ − 3)α− ∆]|f0|2 + (∆ − α)|fj|2

}
K2(∆−2)
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ここで、係数 C = 4(2π)3(∆ − 1)/4∆Γ(∆)Γ(∆ + 1)は正の数とする。し

たがって、正定値条件は (2∆ − 3)α − ∆ ≥ 0かつ∆ − α ≥ 0で与えられ

る。∆について解くと

∆ ≥ 3α

2α− 1
, ∆ ≥ α

を得る。プライマリーベクトル場の場合、α = 1を代入するとよく知られ

たユニタリ性の条件

∆ ≥ 3

を得る。4 下限の∆ = 3をもつプライマリーベクトル場は ∂µOµ = 0の条

件を満たす保存カレントに相当する。実際、上の式に微分を作用させる

と ∂µWµν(x) = 0 (x ̸= 0)を得る。

1.5 デッセンダント場と正定値性

プライマリー場Oに並進の生成子 Pµを作用させて生成される場

∂µ · · · ∂νO

をプライマリー場Oのデッセンダント (descendant)と呼ぶ。共形場理論

では、通常、プライマリー場Oが物理的場であるならばそのデッセンダ

ントもまた物理的でなければならない。すなわち、デッセンダントの 2点

関数もまた正でなければならない。ここではその条件が前節で示した条

件と一致することを具体例を挙げて示す。

はじめに、D = 4でのプライマリースカラー場Oの第一デッセンダン

ト ∂µO及び第二デッセンダント ∂2Oの 2点相関について議論する。先ず

後者の例では

⟨0|∂2O(x)∂2O(0)|0⟩ = 16∆2(∆ + 1)(∆ − 1)
1

(x2)∆+2

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

4通常のゲージ場は次元 1なので、ユニタリ性の条件を満たさないが、ゲージ場自身
はゲージ不変な物理量ではないので問題ない。一方、ゲージ不変な光子の場 Fµν は反対

称場に対するユニタリ性条件∆ ≥ 2(ここでは議論しない)を満たす。
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を得る。∂2Oはスカラー量なのでユニタリ性の条件は簡単に 2点相関関

数の係数の符号が正であれば良く、∆ > 1が出てくる。∆ = 1は自由ス

カラー場の場合で、右辺が消えるのは運動方程式 ∂2O = 0が成り立つこ

とを表している。

第一デッセンダントの場合は

⟨0|∂µO(x)∂νO(0)|0⟩ = 2∆
{
ηµν − 2(∆ + 1)

xµxν

x2

}
1

(x2)∆+1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

を得る。この式に対して前節で議論したWightman正定値の条件を課す

と、やはり∆ ≥ 1の条件が出てくる。

次にプライマリーベクトル場Oµの場合を考えると、その第一デッセン

ダントの中でスカラー量 ∂µOµを考えると

⟨0|∂µOµ(x)∂νOν(0)|0⟩ = 4(∆ − 1)(∆ − 3)
1

(x2)∆+1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

を得る。∆ > 3のとき係数が正になることが分かる。∆ = 3はOµが保存

するカレントの場合で、右辺が消えて ∂µOµ = 0が成り立っていることが

分かる。

プライマリーテンソル場の場合も同様に、第一デッセンダント ∂µOµν

の 2点相関は

⟨0|∂µOµν(x)∂
λOλσ(0)|0⟩

= (∆ − 4)(4∆ − 7)
{
ηνσ − 2

5∆ − 11

4∆ − 7

xνxσ

x2

}
1

(x2)∆+1

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

で与えられ、スカラー量になる第二デッセンダント ∂µ∂νOµνの場合は

⟨0|∂µ∂νOµν(x)∂
λ∂σOλσ(0)|0⟩

= 24∆(∆ − 1)(∆ − 3)(∆ − 4)
1

(x2)∆+2

∣∣∣∣
x0→x0−iϵ

となる。後者の式からすぐに∆ ≥ 4の条件が見て取れる。また、前者の

式に前節で求めたWightman正定値条件を課すとやはりこの条件が出て

くる。∆ = 4はOµν が保存するトレースレステンソルの場合で、右辺が

消えて保存の式 ∂µOµν = 0が成り立っていることが分かる。
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1.6 Feynman伝播関数とユニタリ性

ここでは、前節で考察してきた共形次元∆に対するユニタリ性バウン

ドを少し異なる見方で説明する。

Feynman伝播関数はWightman関数を用いて

⟨0|T [Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)]|0⟩

= θ(x0)⟨0|Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)|0⟩ + θ(−x0)⟨0|Oν1···νl
(0)Oµ1···µl

(x)|0⟩

と定義される。その Fourier変換を

⟨0|T [Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)]|0⟩ =
∫ d4k

(2π)4
eikµxµ

Dµ1···µl,ν1···νl
(k)

で定義する。

スカラー場の場合

⟨0|T [O(x)O(0)]|0⟩ = θ(x0)
1

(x2 + 2iϵx0)∆
+ θ(−x0)

1

(x2 − 2iϵx0)∆

=
1

(x2 + iϵ)∆

となる。このとき、最後の式で 2ϵ|x0|を単に ϵと書き換えている。この式

の Fourier変換は

D(k) = −i(2π)2 Γ(2 − ∆)

4∆−1Γ(∆)
(k2 − iϵ)∆−2

で与えられる。

同様にプライマリーベクトル場の場合は

⟨0|T [Oµ(x)Oν(0)]|0⟩ =
1

2∆

{
1

2(∆ − 2)
ηµν∂

2 − 1

∆ − 1
∂µ∂ν

}
1

(x2 + iϵ)∆−1

で与えられ、そのFourier変換はスカラー場の結果を代入するとすぐに求

まって

Dµ,ν(k) = −i(2π)2Γ(2 − ∆)

4∆−1Γ(∆ + 1)

{
(∆ − 1)ηµνk

2 − 2(∆ − 2)kµkν

}
(k2 − iϵ)∆−3

となる。
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プライマリースカラー場Oと外場 f との相互作用

Iint = g
∫
d4x (fO + H.c.)

を考えてみる。この相互作用による S行列を考え、S = 1 + iT とすると、

f †から f への遷移振幅は

i⟨f |T |f⟩ = −g2
∫
d4xf †(x)

∫
d4yf(y)⟨0|T [O(x)O(y)]|0⟩

= −g2
∫ d4k

(2π)4
f †(k)f(k)D(k)

で与えられる。

ユニタリ性は S†S = 1より 2Im(T ) = |T |2 ≥ 0を要求するので、

Im⟨f |T |f⟩ = g2
∫ d4k

(2π)4
|f(k)|2Im {iD(k)} ≥ 0

の条件が出てくる。ここで、公式 (x+iϵ)λ−(x−iϵ)λ = 2i sin(πλ)θ(−x)(−x)λ

及び sin(πλ) = π/Γ(λ)Γ(1 − λ)を使うと、

Im {iD(k)} = (2π)2 π(∆ − 1)

4∆−1Γ(∆)2
θ(−k2)(−k2)∆−2

が出てくる。右辺はWightman関数の Fourier変換と同じ形をしている

[θ(k0)が無いが、全体は 1/2になっている]。これが正であることからユ

ニタリ性の条件∆ ≥ 1が得られる。
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2 Euclid共形場理論

この章では Euclid空間上での共形場理論を考える。Minkowski時空と

違って相関関数が扱いやすく、状態やその内積を場の演算子を用いて定

義することが出来る。以下、Euclid空間では時空の足はすべて下付きで

書き、同一の足はクロネッカーデルタ δµνで縮約するものとする。

2.1 臨界現象と共形場理論

IsingモデルのようなD次元の古典統計系を臨界点直上で連続極限をと

るとD次元Euclid空間上の共形場理論になる。5 ここでは、Euclid共形

場理論の基本的な構造について解説する前に、臨界現象との関係につい

て簡単に触れることにする。

温度などの統計系の臨界現象を決める変数を T として、その臨界点を

Tcとする。一般に、物理的な相関関数は非臨界点 T ̸= Tcのとき

⟨O(x)O(0)⟩ ∼ e−|x|/ξ

のように指数関数的に減衰する。ここで、ξ は相関距離である。臨界点

T = Tcでは ξ → ∞となり、相関関数が

⟨O(x)O(0)⟩ =
1

|x|2∆

のように冪の振る舞いをするようになる。これは共形不変性が現れたこ

とを示している。臨界点直上に現れた共形場理論を表す作用をSCFTと書

くことにする。通常、それは不明な場合がほとんどである。共形場理論

は、作用に頼らず、共形不変性とユニタリ性の条件から臨界現象を理解

する学問でもある。

臨界現象は、臨界点からの小さな摂動を考えたとき、臨界点への近づき

方を表す指数によって分類される。例えば、共形次元が∆ < Dの relevant

5D次元Minkowski時空上の共形場理論はD − 1次元の量子統計系が対応する。
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な演算子Oによる摂動を考えてみる。臨界点からのズレを無次元パラメー

タ t (≪ 1)で表すと、作用は

SCFT → SCFT − ta∆−D
∫
dDxO(x)

と変形される。ここで、aは紫外カットオフ長さで、統計モデルに於け

る格子間隔に相当する。このとき相関距離は、次元解析 ξ∆−D ∼ ta∆−D

より、

ξ ∼ at−1/(D−∆)

で与えられる。6 例えば、Oとしてエネルギー演算子 εを考えると、それ

は温度 t = (T − Tc)/Tcによる摂動を表す。その共形次元を∆εとすると、

対応する臨界指数 νは ξ ∼ at−νで定義されるこことから、ν = 1/(D−∆ε)

の関係式が得られる。このように、共形場理論の場の演算子の次元を分

類すると臨界指数、すなわち臨界現象が分類できる。種々の臨界指数の

導出は付録Dを参照。

2.2 Euclid共形場理論の基本構造

Euclid空間 RDでの共形代数は SO(D + 1, 1)で与えられ、計量を ηµν

から δµνに置き換えればMD上の場合の (1.4)と同じ形になる。共形変換

則も同様に (1.7)と同じ形になる。異なる点は生成子 PµとDのHermite

性が

P †
µ = Kµ, D† = −D

に変わることである。

このことは SO(D, 2)代数の生成子 Jabを用いて次のように共形代数を

導出すると分かりやすい。計量 ηab = (−1, 1, · · · , 1,−1)を持つD + 2次

6相関距離 ξは物理的スケールで、任意のスケール aに依らない、すなわち dξ/da = 0
とすると、結合定数 tについてのベータ関数の最低次の項 β = −adt/da = −(D − ∆)t
が得られる。
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元の足 a, b = 0, 1, · · · , D,D+ 1の内、ここではD次元Euclid空間部分を

µ, ν = 1, · · · , Dと選ぶ。さらに、SO(D + 1, 1)にするために 0成分を含

む生成子に虚数単位をつけて、

Mµν = Jµν , D = iJD+10, Pµ = JµD+1 − iJµ0, Kµ = JµD+1 + iJµ0

と同定すると、Jabの代数 (1.5)及びそのHermite性から上述のEuclid空

間での共形代数及びHermite性が得られる。

整数スピン lの共形次元∆を持つ対称トレースレスプライマリーテン

ソル場の二点相関関数を

⟨Oµ1···µl
(x)Oν1···νl

(0)⟩ = cPµ1···µl,ν1···νl

1

(x2)∆

と書く。Pµ1···µl,ν1···νl
はプライマリーの条件から決まる座標 xの関数で、

MDのときと同様に Euclid空間での Iµν関数

Iµν = δµν − 2
xµxν

x2

を用いると、

Pµ1···µl,ν1···νl
=

1

l!
(Iµ1ν1 · · · Iµlνl

+ perms) − traces

のように決まる。物理的な相関関数では係数 cは正の数でなければなら

ない。以下では c = 1と置く。

実プライマリーテンソル場のHermite性は共形反転

xµ → Rxµ =
xµ

x2

を用いて

O†
µ1···µl

(x) =
1

(x2)∆
Iµ1ν1(x) · · · Iµlνl

(x)Oν1···νl
(Rx) (2.1)

と定義される。

ここで、実際に、このHermite性が生成子のHermite性と矛盾しないこ

とを見る。例えばプライマリースカラー場の共形変換 i[Pµ, O(x)] = ∂µO(x)
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を考えると、そのHermite共役は i[P †
µ, O

†(x)] = ∂µO
†(x)となる。Hermite

共役場は、新しい座標 yµ = xµ/x
2を導入すると、O†(x) = (y2)∆O(y)と

書けるので、共形変換のHermite共役は P †
µ = Kµを代入すると

i(y2)∆[Kµ, O(y)] =
∂yν

∂xµ

∂

∂yν

{
(y2)∆O(y)

}
= (y2)∆

(
y2∂µ − 2yµyν∂ν − 2∆yµ

)
O(y)

となる。両辺の (y2)∆を除くとこれはプライマリースカラー場Oの特殊共

形変換である。同様に共形変換 i[D,O(x)] = (xµ∂µ + ∆)O(x)のHermite

共役を考えると、Hermite性D† = −Dと矛盾しないことが分かる。
プライマリーベクトル場の場合はもう少し複雑になるが同じである。

Iµν(x) = Iµν(y)に注意して、i[Pµ, Oν(x)] = ∂µOν(x)のHermite共役を考

えると

i(y2)∆Iνλ[Kµ, Oλ(y)] =
∂yν

∂xµ

∂

∂yν

{
(y2)∆IνλOλ(y)

}
= (y2)∆

{
Iνλ

(
y2∂µ − 2yµyσ∂σ − 2∆yµ

)
Oλ(y)

+

(
−2δµνyλ − 2δµλyν + 4

yµyνyλ

y2

)
Oλ(y)

}
を得る。IµλIλν = δµν に注意して両辺の余分な関数を取り除くとプライ

マリーベクトル場に対する特殊共形変換 i[Kµ, Oλ(y)] = (y2∂µ−2yµyσ∂σ−
2∆yµ+2iyσΣµσ)Oλ(y)が得られる。ここで、スピン項は iΣµσOλ = −δµλOσ+

δλσOµで与えられる。

共形反転を使ってOµ1···µl
とその共役演算子O†

µ1···µl
との相関関数を考え

る。例えばプライマリースカラー場の場合はRx2 = 1/x2から

⟨O†(x)O(0)⟩ =
1

(x2)∆
⟨O(Rx)O(0)⟩ = 1

となって、座標 xに依らず正定値となる (c = 1としている)。プライマ

リーベクトル場、テンソル場のときも同様に IµλIλν = δµνを用いると

⟨O†
µ(x)Oν(0)⟩ = δµν ,

⟨O†
µν(x)Oλσ(0)⟩ =

1

2

(
δµλδνσ + δµσδνλ −

2

D
δµνδλσ

)
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となる。これらの性質によりEuclid空間では場の演算子を用いて状態を

定義することが出来る。

プライマリー状態は共形変換の生成子に対して条件式

Mµν |{µ1 · · ·µl},∆⟩ = (Σµν)ν1···νl,µ1···µl
|{ν1 · · · νl},∆⟩,

iD|{µ1 · · ·µl},∆⟩ = ∆|{µ1 · · ·µl},∆⟩,

Kµ|{µ1 · · ·µl},∆⟩ = 0

を満たすものである。この状態は場の演算子を用いて7

|{µ1 · · ·µl},∆⟩ = Oµ1···µl
(0)|0⟩ (2.2)

と定義することができる。この関係を状態演算子対応 (state-operator cor-

respondence)と呼ぶ。ここで、真空 |0⟩は共形変換の生成子を作用させる
とすべて消える状態として定義される。この状態にPµを作用させて得ら

れる状態をそのデッセンダントと呼ぶ。

この状態のHermite共役は、yµ = Rxµとして、Iµν(x) = Iµν(y)に注意

すると原点での演算子のHermite共役が

O†
µ1···µl

(0) = lim
x2→0

(x2)−∆Iµ1ν1 · · · Iµlνl
Oν1···νl

(Rx)

= lim
y2→∞

(y2)∆Iµ1ν1 · · · Iµlνl
Oν1···νl

(y)

と書けることから、プライマリー状態 (2.2)の共役状態は

⟨{µ1 · · ·µl},∆| = ⟨0|O†
µ1···µl

(0)

= lim
x2→∞

(x2)∆Iµ1ν1 · · · Iµlνl
⟨0|Oν1···νl

(x)

と定義される。このときノルムの正定値性は任意の対称トレースレステ

ンソル fµ1···µl
を用いて

(f, f) = f †
µ1···µl

fν1···νl
⟨{µ1 · · ·µl},∆|{ν1 · · · νl},∆⟩

= |fµ1···µl
|2 > 0

と表される。
7Minkowski時空上ではこの対応は使えない。なぜならノルムが定義できないからであ

る。実際、スカラー状態 |∆⟩ = O(0)|0⟩のノルムを考えると、MD上ではO†(x) = O(x)
なので、⟨∆|∆⟩ = ⟨0|O†(0)O(0)|0⟩ = ⟨0|O(0)O(0)|0⟩となって、これは発散する。
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2.3 二点相関関数の再導出

この節では共形代数とHermite性を用いてプライマリースカラー場の

RD上での二点相関関数を再導出してみる。スカラー場の座標依存性は並

進の生成子を用いて

O(x) = eiPµxµO(0)e−iPµxµ

と表される。このHermite共役は P †
µ = Kµより、

O†(x) = eiKµxµO(∞)e−iKµxµ

で与えられる。ここで、O(∞) = O†(0) = limx2→∞(x2)∆O(x)である。

相関関数はこれらの式と場のHermite性 (2.1)を用いると

⟨O(x)O(x′)⟩ =
1

(x2)∆
⟨O†(Rx)O(x′)⟩ =

1

(x2)∆
⟨∆|e−iKµ(Rx)µeiPνx′

ν |∆⟩

と表すことができる。プライマリー状態はそれぞれ |∆⟩ = O(0)|0⟩と ⟨∆| =

⟨0|O(∞)である。指数関数を展開して評価すると、Kµと Pν の数が等し

いときにのみ値を持つことが分かるので、上の式は

⟨O(x)O(x′)⟩ =
1

(x2)∆

∞∑
n=0

C∆
n (x, x′)

(
x′2

x2

)n/2

と表すことができる。展開の係数C∆
n は

C∆
n =

1

(n!)2

xµ1 · · ·xµnx
′
ν1
· · ·x′νn

(x2x′2)n/2
⟨∆|Kµ1 · · ·KµnPν1 · · ·Pνn|∆⟩

で定義される。共形代数を用いて生成子の数を減らしていくと、Gegen-

bauerの多項式が満たす漸化式

nC∆
n = 2(∆ + n− 1)zC∆

n−1 − (2∆ + n− 2)C∆
n−2

が得られる。ここで、z = x · x′/
√
x2x′2である。これよりC∆

n は変数 zを

持つGegenbauerの多項式 (∆ = 1/2は Legendreの多項式)であることが

分かる。母関数の公式

1

(1 − 2zt+ t2)∆
=

∞∑
n=0

C∆
n (z)tn

を使って、zと t =
√
x′2/x2を代入すると、良く知られた相関関数の式

⟨O(x)O(x′)⟩ = 1/(x− x′)2∆が得られる。
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2.4 演算子積 (OPE)と三点相関関数

この節ではプライマリースカラー場 ϕの演算子積 (operator product

expansion, OPE)について考える。積の右辺に現れる場は ϕ × ϕ ∼ I +

Tµν +
∑

l=0,2,4,···Oµ1···µl
と表すことができる。ここで、Iは単位演算子、Tµν

はストレステンソル (スピン 2、共形次元Dのプライマリー場)である。

Oµ1···µl
は整数スピン lを持ったプライマリー場で、スカラー場のOPEに

は偶数スピンの場しか現れない。これらプライマリー場のほかにそのデッ

センダント (プライマリー場の微分)も現れる。

プライマリースカラー場ϕとスピン lのプライマリーテンソル場の共形

次元をそれぞれ dと∆とし、それらの 2点相関関数を

⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩ =
1

|x12|2d
,

⟨Oµ1···µl
(x1)Oν1···νl

(x2)⟩ =
1

|x12|2∆
[
1

l!
(Iµ1ν1 · · · Iµlνl

+ perms) − traces
]

と規格化する。ここで、(x12)µ = x1µ − x2µ、Iµν = Iµν(x12)である。ま

た、三点相関関数の形は共形不変性より、全体の係数を除いて決まる。そ

れを f∆,lとして、

⟨ϕ(x1)ϕ(x2)Oµ1···µl
(x3)⟩ =

f∆,l

|x12|2d−∆+l|x13|∆−l|x23|∆−l
(Zµ1 · · ·Zµl

− traces) ,

Zµ =
(x13)µ

x2
13

− (x23)µ

x2
23

(2.3)

と規格化する。f∆,lのことを構造係数又はOPE係数と呼ぶ。

プライマリースカラー場 ϕ同士のOPEは

ϕ(x)ϕ(y) =
1

|x− y|2d
+

∑
∆,l(=2n)

f∆,l

[
(x− y)µ1 · · · (x− y)µl

|x− y|2d−∆+l
Oµ1···µl

(y) + · · ·
]

=
1

|x− y|2d
+

∑
∆,l(=2n)

f∆,l

|x− y|2d−∆
C∆,l(x− y, ∂y)O∆,l(y)

と表される。二列目の式では、スピン lのプライマリーテンソル場をO∆,l(y)

と簡略化した。一列目のドット及び係数C∆,l(x− y, ∂y)の中の微分演算子

はそのデッセンダントからの寄与を表す。
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ここでは、l = 0の場合の係数C∆,0を求める。OPEの両辺にO = O∆,0

を作用させて期待値を取ると、

⟨ϕ(x)ϕ(y)O(z)⟩ =
f∆,0

|x− y|2d−∆
C∆,0(x− y, ∂y)⟨O(y)O(z)⟩

を得る。これより、関係式

C∆,0(x− y, ∂y)
1

|y − z|2∆
=

1

|x− z|∆|y − z|∆

が導かれる。この式の右辺を Feynmannパラメータ積分公式を用いて書

き換えると

Γ(∆)

Γ(∆
2
)Γ(∆

2
)

∫ 1

0
dt

[t(1 − t)]
∆
2
−1

[t(x− z)2 + (1 − t)(y − z)2]∆

=
1

B(∆
2
, ∆

2
)

∫ 1

0
dt[t(1 − t)]

∆
2
−1

∞∑
n=0

(∆)n

n!

[−t(1 − t)(x− y)2]n

([y − z + t(x− y)]2)∆+n

と書ける。(a)n = Γ(a+ n)/Γ(a)は Pochhammer記号である。さらに、

(∂2)n 1

(x2)∆
= 4n(∆)n(∆ + 1 −D/2)n

1

(x2)∆+n
,

1

[(y + tx)2]∆
= etx·∂y

1

(y2)∆

を使って、1/|y − z|2∆を yで微分する形に書き換える。それが左辺のよ

うに表されることから

C∆,0(x− y, ∂y) =
1

B(∆
2
, ∆

2
)

∫ 1

0
dt[t(1 − t)]

∆
2
−1

×
∞∑

n=0

(−1)n

4nn!

[t(1 − t)a2]n

(∆ + 1 −D/2)n

(∂2
y)

neta·∂y

∣∣∣∣
a=x−y

を得る。最初の数項を書き出すと

C∆,0(x− y, ∂y) = 1 +
1

2
(x− y)µ∂

y
µ +

∆ + 2

8(∆ + 1)
(x− y)µ(x− y)ν∂

y
µ∂

y
ν

− ∆

16(∆ + 1)(∆ + 1 −D/2)
(x− y)2∂2

y + · · ·

となる。

同様にして三点相関関数の式 (2.3)から l ̸= 0の場合も計算することが

できる。
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2.5 四点相関関数とConformal Blocks

この節ではスカラー場の四点相関関数の性質について議論する。共形

次元∆j をもつプライマリースカラー場 ϕj の四点相関関数は共形対称性

より

⟨ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3)ϕ4(x4)⟩ =

(
|x24|
|x14|

)∆12
(
|x14|
|x13|

)∆34 G(u, v)

|x12|∆1+∆2 |x34|∆3+∆4

の形まで簡単化することができる。ここで、∆ij = ∆i − ∆j、変数 uと v

は

u =
x2

12x
2
34

x2
13x

2
24

, v =
x2

14x
2
23

x2
13x

2
24

で定義されている。

この式はϕ1とϕ2の間でOPEを取った形をしている。一方で、ϕ1とϕ4

の間でOPEを取っても答えは変わらないはずである。このことから右辺は

(x2,∆2)と (x4,∆4)を入れ替えても結果は変わらない。同様に、(x2,∆2)と

(x3,∆3)を入れ替えても結果は変わらない。この性質を交差対称性 (cross-

ing symmetry)と呼ぶ。これより、G(u, v)はG(v, u)やG(1/u, v/u)で表

すことができる。

簡単のため以下では∆1 = ∆2 = ∆3 = ∆4の場合を考える。OPEの単

位演算子に比例する部分を抜き出してG(u, v) = 1 +
∑

∆,l f
2
∆,lg∆,l(u, v)と

書くと、共形次元 dをもつプライマリースカラー場 ϕd同士の四点相関関

数は

⟨ϕd(x1)ϕd(x2)ϕd(x3)ϕd(x4)⟩ =
1

|x12|2d|x34|2d

[
1 +

∑
∆,l

f2
∆,lg∆,l(u, v)

]

と書ける。ここで、g∆,l(u, v)は conformal blockと呼ばれる関数である。

x2と x4の入れ替えからくる交差関係式 vdG(u, v) = udG(v, u)より、con-

formal blockは

ud − vd =
∑
∆,l

f 2
∆,l

[
vdg∆,l(u, v) − udg∆,l(v, u)

]
(2.4)
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を満たす。

Conformal block g∆,lをOPEから計算する。中間状態としてスカラー

(l = 0)が飛ぶ場合からの寄与は前節で計算したOPEを使って

g∆,0(u, v) = |x12|∆|x34|∆C∆,0(x12, ∂2)C∆,0(x34, ∂4)
1

|x24|2∆

と表すことができる。右辺を計算すると

C∆,0(x12, ∂2)C∆,0(x34, ∂4)
1

|x24|2∆
=

1

B(∆
2
, ∆

2
)2

∫ 1

0
dtds[t(1 − t)s(1 − s)]

∆
2
−1

×
∞∑

n,m=0

(−1)n+m

n!m!

(∆)n+m(∆̃)n+m

(∆̃)n(∆̃)m

[t(1 − t)x2
12]

n[s(1 − s)x2
34]

m

[(x24 + tx12 − sx34)2]∆+n+m

となる。ここでは ∆̃ = ∆ + 1 − D/2と書くことにする。さらに、A2 =

t(1 − t)x2
12、B

2 = s(1 − s)x2
34とすると、

(x24 + tx12 − sx34)
2 = Λ2 − A2 −B2,

Λ2 = tsx2
13 + t(1 − s)x2

14 + s(1 − t)x2
23 + (1 − t)(1 − s)x2

24

と書けるので、これらの変数を使って右辺を書き換えると

1

B(∆
2
, ∆

2
)2

∫ 1

0
dtds

[t(1 − t)s(1 − s)]
∆
2
−1

(Λ2 − A2 −B2)∆
F4(∆, ∆̃; ∆̃, ∆̃;X,Y )

となる。ここでX = −A2/(Λ2 − A2 − B2)、Y = −B2/(Λ2 − A2 − B2)

である。F4はAppell関数と呼ばれる変数を二つ持つ超幾何級数 (double

series)で、

F4(a, b; , c, d;x, y) =
∞∑

n,m=0

1

n!m!

(a)n+m(b)n+m

(c)n(d)m

xnym

と定義される。この関数はGaussの超幾何級数 2F1と

F4(a, b; b, b;x, y) = (1 − x− y)−a
2F1

(
a

2
,
a+ 1

2
; b;

4xy

(1 − x− y)2

)

ように関係しているので、これを使うと

1

B(∆
2
, ∆

2
)2

∫ 1

0
dtds

[t(1 − t)s(1 − s)]
∆
2
−1

(Λ2)∆ 2F1

(
∆

2
,
∆ + 1

2
; ∆̃;

4A2B2

Λ4

)
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と書くことが出来る。最後に tと sのパラメータ積分を、公式∫ 1

0
dt

ta−1(1 − t)b−1

[tα+ (1 − t)β]a+b
=

1

αaβb
B(a, b),

∫ 1

0
ds

sa−1(1 − s)b−1

(1 − sα)c(1 − sβ)d
= B(a, b)F1(a, c, d; a+ b;α, β)

を使って順次行う。ここで、F1は変数を二つ持つ新たな超幾何級数

F1(a, b, c; d;x, y) =
∞∑

n,m=0

1

n!m!

(a)n+m(b)n(c)m

(d)n+m

xnym

で、特別な場合、Gaussの超幾何級数と

F1(a, b, c, b+ c;x, y) = (1 − y)−a
2F1

(
a, b; b+ c;

x− y

1 − y

)

の関係がある。これらを使うと

1

|x13||x24|∆
v′

∆
2

∞∑
n=0

u′n

n!

(
∆
2

)4

n

(∆)2n(∆̃)n
2F1

(
∆

2
+ n,

∆

2
+ n; ∆ + 2n; 1 − v′

)

を得る。ここで、u′ = u/v、 v′ = 1/v である。係数 (∆)2n は関係式

4n(∆
2
)n(∆+1

2
)n = (∆)2nに由来する。

さらに新たな二変数の超幾何級数

G(a, b, c, d;x, y) =
∞∑

n,m=0

(d− a)n(d− b)n

n! (c)n

(a)n+m(b)n+m

m! (d)2n+m

xnym

を導入して g∆,0を書き換える。その際、(∆
2

+n)m = (∆
2
)n+m/(

∆
2
)n、(∆+

2n)m = (∆)2n+m/(∆)2nを使う。四点相関関数は x3 ↔ x4の下で不変であ

る、すなわち g∆,l(u, v) = g∆,l(u
′, v′)であることから、g∆,0を求めた後に

変数を u′と v′から uと vに書き換えると最終的に

g∆,0(u, v) = u
∆
2 G

(
∆

2
,
∆

2
,∆ + 1 − D

2
,∆;u, 1 − v

)
を得る。

偶数次元のときは conformal block g∆,lをGaussの超幾何級数の積で表

すことが出来る。新しい座標変数

u = zz̄, v = (1 − z)(1 − z̄)
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を導入して、公式

G(a, b, c− 1, c; u, 1 − v) =
1

z − z̄

[
z 2F1(a, b; c; z)2F1(a− 1, b− 1; c− 2; z̄)

−z̄ 2F1(a, b; c; z̄)2F1(a− 1, b− 1; c− 2; z)
]

を使う。Gaussの超幾何級数で定義された関数

kβ(x) = x
β
2 2F1

(
β

2
,
β

2
, β;x

)
(2.5)

を導入すると、例えばD = 4では

g∆,0(u, v)|D=4 =
zz̄

z − z̄
[k∆(z)k∆−2(z̄) − (z ↔ z̄)]

と書くことが出来る。

スピンが l ≥ 1の場合も複雑ではあるが同様にOPEから求めることが

出来る。一般の lについての conformal blocksは lについての漸化式を立

てて求めることができる。結果だけを書くと、D = 4の場合、

g∆,l(u, v)|D=4 =
(−1)l

2l

zz̄

z − z̄
[k∆+l(z)k∆−l−2(z̄) − (z ↔ z̄)] (2.6)

で与えられる。また、2次元の場合一般式は

g∆,l(u, v)|D=2 =
(−1)l

2l
[k∆+l(z)k∆−l(z̄) + (z ↔ z̄)] (2.7)

で与えられる。一方、D = 3では lが小さい場合の式は求められている

が、一般式はまだ z = z̄のような特別な場合しか知られていない。

2.6 Casimir演算子とConformal Blocks

この節では、conformal blockが満たす微分方程式をCasimir演算子を

使って求め、その解を調べる。

共形代数 SO(D + 1, 1)の生成子 Jabと交換する２次の Casimir演算子

C2 = 1
2
JabJabを考える。共形変換の生成子を用いて書くと

C2 =
1

2
MµνMµν −D2 − 1

2
(KµPµ + PµKµ)
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となる。プライマリー状態はこの演算子の固有状態である。スピン l、共

形次元∆の場合は

C2|∆, l⟩ = C∆,l|∆, l⟩, C∆,l = ∆(∆ −D) + l(l +D − 2)

となる。

ここでは四つの異なるプライマリースカラー場の相関関数を考える。

|∆, l⟩の第 nデッセンダントを |n; ∆, l⟩と表して、完全形を挟むとそれは

⟨ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3)ϕ4(x4)⟩ =
∑
∆,l,n

⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|n; ∆, l⟩⟨n; ∆, l|ϕ3(x3)ϕ4(x4)|0⟩

と書ける。そこで、関係式

1

2
⟨0|

[
Jab,

[
Jab, ϕ1(x1)ϕ2(x2)

]]
|n; ∆, l⟩ = ⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)C2|n; ∆, l⟩

= C∆,l⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|n; ∆, l⟩

を考えることにする。この時、C2は Pµと交換することから右辺の固有

値は nに依らないことに注意する。スカラー場の共形変換の式を用いて

左辺を書き換えると、左辺は{
(x2

12∂
1
µ∂

2
µ − 2(x12)µ(x12)ν∂

1
µ∂

2
ν − 2∆1(x12)µ∂

2
µ + 2∆2(x12)µ∂

1
µ

+ (∆1 + ∆2) (∆1 + ∆2 −D)
}
⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|n; ∆, l⟩

と書ける。

一方、中間状態がO∆,lで与えられる四点相関関数の conformal blockを

前節と同じように g∆,lと書くと、その部分は∑
n

⟨0|ϕ1(x1)ϕ2(x2)|n; ∆, l⟩⟨n; ∆, l|ϕ3(x3)ϕ4(x4)|0⟩

=

(
x2

24

x2
14

)∆12/2 (
x2

14

x2
13

)∆34/2 f2
∆,lg∆,l(u, v)

(x2
12)

(∆1+∆2)/2(x2
34)

(∆3+∆4)/2

と表される。このことを使うと、最終的に conformal blockが満たす微分

方程式は

Dg∆,l(u, v) =
1

2
C∆,lg∆,l(u, v),
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D = (1 − u+ v)u
∂

∂u

(
u
∂

∂u

)
+
[
(1 − v)2 − u(1 + v)

] ∂
∂v

(
v
∂

∂v

)

−2(1 + u− v)uv
∂2

∂u∂v
−Du

∂

∂u

+
1

2
(∆12 − ∆34)

[
(1 + u− v)

(
u
∂

∂u
+ v

∂

∂v

)
− (1 − u− v)

∂

∂v

]

+
1

4
∆12∆34(1 + u− v)

で与えられる。

さらに、座標変数を zと z̄に変換すると

D = z2(1 − z)
∂2

∂z2
+ z̄2(1 − z̄)

∂2

∂z̄2
+

1

2
(∆12 − ∆34 − 2)

(
z2 ∂

∂z
+ z̄2 ∂

∂z̄

)

+
1

4
∆12∆34(z + z̄) + (D − 2)

zz̄

z − z̄

(
(1 − z)

∂

∂z
− (1 − z̄)

∂

∂z̄

)
と書ける。この微分方程式のD = 4, 2の解はそれぞれ (2.6)と (2.7)で、

関数 (2.5)を

kβ(x) = x
β
2 2F1

(
β

2
− ∆12

2
,
β

2
+

∆34

2
; β;x

)
と置き換えたものになる。

2.7 ユニタリ性バウンドの再考

先に定義した状態を用いて、ユニタリ性の条件 (1.10)について再考す

る。ここでは、具体的にD = 4の場合を考える。

例えば、プライマリーベクトル状態 |µ,∆⟩を考えるてみる。ユニタリ性
からその内積は正定値でなければならない。それを ⟨∆′, µ|ν,∆⟩ = δ∆′∆δµν

と規格化する。ユニタリ性はさらにそのデッセンダントもまた正定値で

あることを要求する。第一デッセンダント状態 |µ; ν,∆⟩ = Pµ|ν,∆⟩を考
えると、その内積は共形代数を使って計算すると

⟨µ;λ,∆′|ν;σ,∆⟩ = ⟨λ,∆′|[Kµ, Pν ]|σ,∆⟩

= ⟨λ,∆′|2i (Dδµν +Mµν) |σ,∆⟩

= 2δ∆′∆ (∆δµνδλσ − δµλδνσ + δνλδµσ)
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となる。ここで、Hermite性 P †
µ = Kµ、プライマリーの条件Kµ|ν,∆⟩ =

⟨ν,∆|Pµ = 0及び ⟨λ,∆|Mµν |σ,∆⟩ = (Σµν)λσを使った。これは、足の組

を a = (µ, λ)、b = (ν, σ)とすると、16 × 16の行列 ⟨a|b⟩と表され、その
固有値は 3種類で、2(∆ − 3)が一つ、2(∆ − 1)が六つ、2(∆ + 1)が九つ

出てくる。これらがすべて正であることから∆ ≥ 3が出てくる。

ここではより一般的に回転群 SO(4)の表現を {r}とし議論を進める。
その表現に属するプライマリー状態を |{r},∆⟩と表すと、プライマリー
の条件は

Mµν |{r},∆⟩ = (Σµν){r′},{r} |{r
′},∆⟩,

iD|{r},∆⟩ = ∆|{r},∆⟩,

Kµ|{r},∆⟩ = 0

と表される。ここで、SO(4)は SU(2) × SU(2)と表されることから左右

の SU(2)のスピンを j1, j2とすると、表現 {r}はその組み合わせ (j1, j2)

で表すことが出来て、その次元は (2j1 + 1)(2j2 + 1)となる。例えば、整

数スピン lのトレースレス対称テンソル場Oµ1···µl
は j1 = j2 = l/2で与え

られる。

プライマリー状態にPµを n回作用させて生成される状態を第 nデッセ

ンダントと呼び、

|µ1 · · ·µn; {r},∆⟩ = Pµ1 · · ·Pµn|{r},∆⟩

と表す。プライマリー状態の内積が正定値で ⟨{r′},∆′|{r},∆⟩ = δ{r′}{r}δ∆′∆

と規格化されているとすると、ユニタリ性はそのデッセンダントもすべ

て正定値であることを要求する。

前と同様に第一デッセンダント状態 |µ; {r},∆⟩ = Pµ|{r},∆⟩の内積を
計算すると

⟨µ; {r′},∆′|ν; {r},∆⟩ = δ∆′∆

(
2∆δ{r′}{r} + 2⟨{r′},∆|iMµν |{r},∆⟩

)
(2.8)
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を得る。ここで、Lorentz生成子が

iMµν = i
1

2
(δµαδνβ − δµβδνα)Mαβ =

1

2
(Σαβ)µν Mαβ

と書けることを使うと、前々式の最後の項は、Σαβ 行列をベクトル状態

|µ⟩を導入して ⟨µ|M{v}
αβ |ν⟩ = (Σαβ)µνと表すと、

2⟨{r′},∆|iMµν |{r},∆⟩ = ⟨µ| ⊗ ⟨{r′},∆|M{v}
αβ ·M{r}

αβ |{r},∆⟩ ⊗ |ν⟩ (2.9)

と書ける。これは、角運動量の合成のときと同じように解くことが出来

る。M
{R}
αβ = M

{v}
αβ +M

{r}
αβ とすると

M
{v}
αβ ·M{r}

αβ =
1

2
M

{R}
αβ ·M{R}

αβ − 1

2
M

{v}
αβ ·M{v}

αβ − 1

2
M

{r}
αβ ·M{r}

αβ

= c2({R}) − c2({v}) − c2({r})

ここで、c2はSO(4)回転群の二次Casimir演算子である。任意の表現 {r}
を SU(2)× SU(2)の表示を使って (j1, j2)と表すと、ベクトル表現 {v}は
(1/2, 1/2)となる。合成された状態の表現 {R}は (J1, J2)で表される。こ

こで、J1,2は j1,2 ± 1/2の値を取る。これより、行列 (2.9)の固有値は二次

Casimirの値をそれぞれ代入すると 2J1(J1 +1)+2J2(J2 +1)−3−2j1(j1 +

1) − 2j2(j2 + 1)となる。この結果を使って第一デッセンダント状態の内

積 (2.8)の固有値を求めることが出来る。

ここで知りたいのは内積 (2.8)の最小の固有値である。それが正である

ことがユニタリ性の条件になる。以下、場合分けしてそれを調べること

にする。j1, j2 ̸= 0の場合、内積 (2.8)は J1 = j1 − 1/2, J2 = j2 − 1/2のと

きに最小の固有値 2∆ − 2(j1 + j2 + 2)をもつ。これより、ユニタリ性の

条件は

∆ ≥ j1 + j2 + 2 for j1, j2 ̸= 0

となる。ここで、j1 = j2 = l/2を代入すると前節で議論したスピン l

対称トレースレスプライマリーテンソル状態の場合のユニタリ性の条件

∆ ≥ l + 2が得られる。j1 = 0, j2 ̸= 0の場合は J1 = 1/2, J2 = j2 − 1/2の
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とき最小値 2∆ − 2(j2 + 1)となる。これより、

∆ ≥ j2 + 1 for j1 = 0, j2 ̸= 0

を得る。j1と j2をひっくり返しても同様である。

j1 = j2 = 0のプライマリースカラー状態の場合は最小固有値が 2∆と

なり、∆ ≥ 0となって前節の結果とは異なる結果を得る。スカラー状態の

場合はさらに第二デッセンダント状態 P µPµ|∆⟩を考える必要がある。そ
の内積を計算すると ⟨∆′|KµKµP

νPν |∆⟩ = 32∆(∆ − 1)δ∆′∆となるので、

これが正であることを要求すると、

∆ ≥ 1 for j1 = j2 = 0

を得る。

2.8 Conformal Bootstrapからの制限

内積の正定値性に由来するユニタリ性バウンドは共形次元の下限しか

与えない。ここでは、四点相関関数に新たなユニタリ性の条件を加えて

共形次元を制限する話を紹介する。

3.5節で議論した同じスカラー場の四点相関関数の場合を考える。交差

関係式 (2.4)より conformal block g∆,lは∑
∆,l

p∆,lFd,∆,l(z, z̄) = 1,

Fd,∆,l(z, z̄) =
vdg∆,l(u, v) − udg∆,l(v, u)

ud − vd
(2.10)

を満たす。ここで、p∆,l = f 2
∆,lである。例えば自由スカラー場 (d = 1)の

場合、lは偶数のみ非ゼロになって、p∆,l = δ∆,l+2δl,2n2l+1(l!)2/(2l)!で与

えられる。

いま実数の場の相関関数を考えているので、物理的に怪しげな事をし

ていなければ、OPE係数 f∆,lは実数になるはずである。すなわち、その

二乗が正であることから

p∆,l ≥ 0
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となる。この正定値条件を新たに課すとOPEの右辺に現れる場の共形次

元に制限が付く。以下、具体的な結果を述べた後、その計算方法を簡単

に紹介する。

例えば、D = 4で共形次元 dのスカラー場同士のOPEϕd × ϕd ∼ 1 +

O∆ + · · ·を考えると、その右辺に現れる最も低い共形次元をもったスカ
ラー場にたいして

∆ ≤ 2 + 0.7(d− 1)1/2 + 2.1(d− 1) + 0.43(d− 1)3/2 + o((d− 1)2)(2.11)

のように上限が求められている。この条件はこの上限より高い共形次元

をもったスカラー場が存在しないといっているのではない。連続的、離

散的に関わらず右辺に現れるスカラー場は幾つあってもよいが、そのう

ちの最低次元をもつスカラー場がこの範囲に入っていなければならない

事を示している。

同様の事をD = 2で行うと、二次元共形場理論の厳密解と無矛盾な結果

が得られる。例えば Ising模型ではϕdはスピン演算子σ、O∆はエネルギー

演算子 εで、それらの厳密な共形次元は離散的で、それぞれd = ∆σ = 1/8

と∆ = ∆ε = 1で与えられる。そこで d = 1/8と置いてOPEの右辺に最

初に現れるスカラー場の共形次元の上限値を調べると∆ ≤ 1の条件が出

てくる。厳密解の値∆ = 1はまさに許される上限値の際に現れる。さら

に、その事実を使ってD = 3の Ising模型の解析を行うと、格子上のモン

テカルロ計算と無矛盾な結果が得られる。

その具体的な解析方法を以下に簡単に紹介する。新しい座標 z = 1/2 +

X + iY を導入して、Xと Y についてのN 次までの微分演算子

Λ[F ] =
∑

m,n=even
2≤m+n≤N

λm,n∂
m
X∂

n
Y F |X=Y =0

を考える。ここで、X = Y = 0 (z = z̄ = 1/2)の点で評価するのは、単

に数値的に計算を実行する際にその点の収束性が良いからである。この

演算子を (2.10)に作用させると∑
∆,l

p∆,lΛ [Fd,∆,l] = 0 (2.12)
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となる。この式は、もしすべての∆、lに対して不等式Λ[Fd,∆,l] ≥ 0が満

たされるなら、正定値の条件 p∆,l ≥ 0に反することを表している。

はじめにOPEの構造が

ϕd × ϕd ∼ 1 +
∑
∆≥f

O∆ +
∑
l>0

l=even

∑
∆≥D−2+l

O∆,l

で与えられる場合を考える。ここで、右辺に現れるのスカラー場O∆の共

形次元にユニタリ性バウンドより強い制限∆ ≥ f を課している。一方、

l > 0のテンソル場に対してはユニタリ性バウンド以上の制限は加えてい

ない。このとき、dと f を固定して、すべての∆ ≥ f (l = 0)とすべての

∆ ≥ D− 2 + l (l > 0)に対する不等式の集合Λ[Fd,∆,l] ≥ 0を考えたとき、

もしこの無限個の不等式系を満たす有限個の解 λm,nが存在するなら、そ

れは p∆,l ≥ 0より
∑

∆,l p∆,lΛ [Fd,∆,l] ̸= 0となって条件式 (2.12)と矛盾す

る。従ってそのような dと f の組み合わせは正定値の条件を満たさない

ため禁止される。もし解がなければ逆にその dと f の組は許される。こ

のようにして値が許される領域を調べて行く。dを固定して f を次第に

大きくしていくとあるところで許容領域から禁止領域に入る。その値を

fc(d)とすると、それが∆の上限となって、ユニタリ性による許容領域が

D/2 − 1 ≤ ∆ ≤ fc(d)となる。

実際の計算では無限個の不等式を有限個にする必要がある。lに上限を

設け、各 lの∆も離散化する。不等式系の解が有るか無いかの判定は線形

計画法 (linear programing method)の応用問題である。ここでは解であ

る λm,nの値そのものに意味はない。このようにして得られた式が (2.11)

である。

さらに、OPEの構造を詳しく見るために、スカラー場O∆の構造を分解

して考える。例えば、∆は連続な値をとるけれども、そのうち一点だけ許

容領域内に飛び地のように選び、残りのスカラー場に対して∆ ≥ f ′ (≥ fc)

の条件を課して同様の計算を行う。すなわち、ギャップの存在を想定して

計算すると、許容領域がさらに制限される。特に、許容領域内の一点と

して臨界値∆ = fcを選ぶと、三次元 Ising模型のモンテカルロ計算と無

矛盾な結果∆σ = 0.5182(3)と∆ε = 1.413(1)を得ることが出来る。高次
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元のスカラー場、テンソル場へと制限を強めていくと、さらに詳しい構

造を調べることが出来る。このようにして、離散的なOPEの構造が三次

元共形場理論の場合にも (準)解析的に見えてきている。

2.9 Wilson-Fisherのイプシロン展開

最後に場の量子論的方法として昔から良く知られている、Wilson-Fisher

のイプシロン展開について簡単に述べる。8 D = 4 − ϵ次元の 4点相互作

用を持つスカラー場理論

S =
∫
dDx

[
1

2
(∂ϕ)2 + λϕ4

]
を考え、次元正則化を用いてベータ関数を計算すると

βλ = −ϵλ+
9λ2

2π2

を得る。これは ϵ ̸= 0のときベータ関数が消える固定点 λ∗ = ϵ2π2/9を持

つ。場の演算子 ϕと複合場 : ϕ2 :の異常次元はそれぞれ γ = 3λ2/16π4と

δ = 3λ/2π2で与えられる。9 これらから固定点上での共形次元を計算す

ると、

∆ϕ =
D − 2

2
+

3λ2
∗

16π4
=
(
1 − ϵ

2

)
+

ϵ2

108

∆ϕ2 = D − 2 +
3λ∗
2π2

= (2 − ϵ) +
ϵ

3

を得る。右辺の第一項は正準次元である。ここで、Ising模型のOPEσ×σ ∼
εと ϕ × ϕ ∼ ϕ2の比較から∆σ = ∆ϕ、∆ε = ∆ϕ2 と同定される。三次元

Ising模型の臨界指数は ϵ→ 1と置くと、それぞれ∆σ = 0.51と∆ε = 1.33

を得る。これは、上記の結果と良く合っている。10

8J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, Oxford Univ.
Press.

9S. Hathrell, Ann. Phys. 139 (1982)136 [複合場のくりこみについての解説は L.
Brown, Ann. Phys. 126 (1980) 135 が良い]。

10計算は o(ϵ5)までなされていて、その結果はさら良く合って ∆σ = 0.5180、∆ε =
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3 共形異常と一般座標不変性

この章では共形異常11 が一般座標不変性を保障するために現れる量で

あることを見る。

3.1 Wess-Zumino積分可能条件

共系不変な作用をもつ場の理論を考えたとき、古典的にはWeyl変分

δgµν = 2ωgµν のもとで不変なのに、量子論的には不変でなくなることを

共形異常と呼ぶ。量子効果を含む有効作用 Γをとすると、

δωΓ =
∫
d4x

√
−gω

{
aC2

µνλσ + bG4 + cR2 + d∇2R + eF 2
µν

}
の右辺に現れる量が共形異常である。ここで、C2

µνλσはWeylテンソルの

二乗、G4は Euler密度で、それぞれ

C2
µνλσ = R2

µνλσ − 2R2
µν +

1

3
R2,

G4 = R2
µνλσ − 4R2

µν +R2 (3.1)

と定義される。係数を無次元なものに限ると、重力場だけで構成される

可能な項は以上の４種類である。最後の F 2
µν はゲージ場の場の強さの二

乗で、Weyl二乗項との比較のために導入した。

ここでは、有効作用としていわゆるWess-Zumino積分可能条件 (Wess-

Zumino integrability condition)[δω1 , δω2 ] = 0を満たすものを考える。12

実際、有効作用 (3.1)をさらに変分すると

[δω1 , δω2 ] Γ = 24c
∫
d4x

√
−gR

(
ω1∇̂2ω2 − ω2∇̂2ω1

)

1.4102となる。ただ、この方法は正しさがどこまで保障されているのか疑問が残る。この
疑問を解消する最近の成果として S. Rychkov and Z. Tan, J. Phys. A48 (2015) 29FT01
と R. Gopkumar et al, Phys. Rev. Lett. 118 (2017) 081601の二つの論文を挙げてお
く。

11M. Duff, Nucl. Phys. B125 (1977) 334.
12L. Bonora, P. Cotta-Ramusino and C. Reina, Phys. Lett. B126 (1983) 305.
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を得る事から c = 0の条件が出てくる。この条件は重力場の共形因子につ

いての経路積分が経路の選び方によらずに厳密に実行できることを保障

するもので、曲がった時空上の場の量子論及び量子重力理論の有効作用

が存在するための条件と考えることができる。

このようにR2以外の共形異常項は積分可能になる。以下では、実際に

重力場の共形因子についての積分を実行して、有効作用を求めることを

考える。

3.2 Riegert-Wess-Zumino作用

時空の計量を共形因子とそれ以外に分解して、

gµν = e2ϕḡµν

と表し、場 ϕについて積分することを考える。

はじめにEuler密度を積分することを考える。ここでは、通常のEuler

密度に全微分項を加えた

E4 = G4 −
2

3
∇2R

を考える。この拡張されたEuler密度E4は関係式
√
−gE4 =

√
−ḡ(4∆̄4ϕ+

Ē4)を満たすことから、すぐに積分が実行できて、

SRWZ(ϕ, ḡ) = − b1
(4π)2

∫
d4x

∫ ϕ

0
dϕ

√
−gE4

= − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−ḡ

(
2ϕ∆̄4ϕ+ Ē4ϕ

)
(3.2)

を得る。13ここで、
√
−g∆4は自己随伴 (self-adjoint)条件

∫
d4x

√
−gA∆4B =∫

d4x
√
−g(∆4A)Bを満たす、スカラー場に対して共形不変な 4階微分演

算子で、

∆4 = ∇4 + 2Rµν∇µ∇ν −
2

3
R∇2 +

1

3
∇µR∇µ

13R. Riegert, Phys. Lett. 134B (1984) 56
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と定義される。この作用のことを Riegert-Wess-Zumino作用と呼ぶ。こ

のことから、以下では共形モード ϕのことを “Riegert場”とも呼ぶことに

する。全体の係数 b1は実際に曲がった時空上量子補正を計算しなければ

決まらない定数である。例えば、重力と共形不変に結合している自由場

として、NX個のスカラー場、NW 個のWeylフェルミオン、NA個のゲー

ジ場を考えると、その値は

b1 =
1

360

(
NX +

11

2
NW + 62NA

)
となる。

積分可能条件についてもう少し詳しく見てみる。曲がった時空上での

共形不変な場 f の作用 IはRiegert場 ϕに依存しないことから、I(f, g) =

I(f, ḡ)(スカラー場の場合は場 f も変換して ϕの依存性を除く)が成り立

つ。そのため、Riegert場 ϕの依存性は経路積分の測度から生じる。すな

わち、計量 gµν(= e2ϕḡµν)上で定義された測度を計量 ḡµν 上の測度に書き

換えたときに生じる Jacobianを考慮して、[df ]g = [df ]ḡe
iS(ϕ,ḡ)と書くと、

有効作用は

eiΓ(g) =
∫

[df ]ge
iI(f,g)

= eiS(ϕ,ḡ)
∫

[df ]ḡe
iI(f,ḡ) = eiS(ϕ,ḡ)eiΓ(ḡ)

と書ける。ここで、計量 gµνを不変に保つ変換

ϕ→ ϕ− ω, ḡµν → e2ωḡµν (3.3)

を上式に適用すると、左辺は不変で、右辺は

eiS(ϕ−ω,e2ω ḡ)eiΓ(e2ω ḡ) = eiS(ϕ−ω,e2ω ḡ)eiS(ω,ḡ)eiΓ(ḡ)

となる。これが元の eiΓ(g)に戻るためには Sは関係式

S(ϕ− ω, e2ωĝ) + S(ω, ĝ) = S(ϕ, ĝ)

を満たさなければならない。この関係式はWess-Zumino積分条件を別の

形で表現したもので、SRWZがこの条件を満たすことは定義式 (3.2)より、

積分領域 [0, ϕ]を [0, ω]と [ω, ϕ]に分解すれば、明らかである。

37



このように、同時シフト変換 (3.3)の下での不変性は一般座標不変性を

保障するものであり、Riegert-Wess-Zumino作用はまさにそれを保障する

ために現れる。

Riegert-Wess-Zumino作用SRWZ自体は一般座標不変な形をしていない。

この作用にRiegert場 ϕに依存しない非局所的な項を加えると一般座標不

変な有効作用を得ることができる。それは有効作用の関係式 (3.3)の中の

Γ(ḡ)に相当する部分を加えることで、ここでは

ΓRiegert(g) = SRWZ(ϕ, ḡ) + ΓRiegert(ḡ)

と表され、一般座標不変な有効作用は

ΓRiegert(g) = − b1
(4π)2

∫
d4x

√
−gE4

1

∆4

E4

で与えられる。

Riegert-Wess-Zumino作用SRWZの重要性は量子論的一般座標不変性を

考えるとさらに明らかになる。Wess-Zumino積分可能条件はRiegert場の

積分が経路の選び方によらずに厳密に実行できることを保障している。

3.3 共形異常と物理的結合定数

次にゲージ場項及びWeyl二乗項について考える。最初にQEDのU(1)

ゲージ場の場合について議論し、それを基にWeyl二乗項の場合について

議論する。

U(1)ゲージ場の共形異常F 2
µνを積分するとWess-Zumino作用SQED(ϕ, ḡ) =

−aϕ
√
−gF 2

µν/4が得られる。すなわち、この作用を ϕで微分すれば共形

異常が出てくる。その係数はすでに計算されていて、ベータ関数に比例

する。ここではそれが一般座標不変性から決まることを見る。

QEDは質量項を無視すれば共形不変なので、その作用は Riegert場 ϕ

に依存しない。ϕ依存性は測度から誘導される SQEDである。一方、有効

作用の ϕに寄らないの部分を ΓQED(ḡ)と書くと、運動量表示で、

ΓQED(ḡ) = −1

4

{
1 − e2

r

12π2
log

(
k2

µ2

)}
√
−gF 2

µν
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と与えられる。ここで、µは繰り込みに伴う任意スケール、k2 = ḡµνkµkν

は計量 ḡµνの空間での運動量の二乗である。ḡµνとしてMinkowski計量を

選ぶと通常のQEDの 1ループの有効作用になる。これよりベータ関数は

βe = e3
r/12π2と決まる。ここで、erは繰り込まれた結合定数を表す。こ

れにWess-Zumino作用を加えると一般座標不変な有効作用が得られる。

有効作用が同時シフト変換 (3.3)の下で不変であることを要求すると、

k2 → e−2ωk2より、Wess-Zumino作用の前の係数はa = e2
r/6πと決まって、

−1

4

{
1 +

e2
r

6π2
ϕ− e2r

12π2
log

(
k2

µ2

)}
√
−gF 2

µν

を得る。ここで、元々の計量 gµν(= e2ϕḡµν)で定義される運動量の二乗

p2 =
k2

e2ϕ
(3.4)

を導入する。これを物理的運動量と呼ぶ。これを用いると、一般座標不

変な有効作用は

ΓQED(g) = −1

4

{
1 − e2

r

12π2
log

(
p2

µ2

)}
√
−gF 2

µν

と書ける。このように、ゲージ場の共形異常は繰り込みスケールµに伴っ

て現れる非局所項を一般座標不変な形に保つために表れる。物理的運動

量 pに対して、主に宇宙論で、kを共動運動量 (comoving momentum)と

呼ぶ。

同様にして、Weyl二乗項の場合について考える。ここでは新しい無次

元の結合定数 tを導入したWeyl作用−(1/t2)
∫
d4x

√
−gC2

µνλσ を考える。

この作用はゲージ場と同様に共形不変であることから、ḡµν だけで書け

る。ここでは曲がった時空上の共形不変な場の量子論を考え、それによ

るWeyl作用への量子補正を計算すると、有効作用は

ΓWeyl(g) = −
{

1

t2r
+ β0 log

(
k2

µ2

)
− 2β0ϕ

}
√
−gC2

µνλσ (3.5)

で与えられる。右辺の第二項は ḡµν上の場の理論として計算した量である。

例えば、トレースレステンソル場 hµνを導入して、計量 ḡµνをMinkowski

39



時空の回りで ḡµν = ηµν + thµν と展開すると、重力場との相互作用は

Iint = t
∫
d4xhµνT

µν/2で与えられる。ここで、T µνは共形不変な場のスト

レステンソルで、トレースレスの条件を満たす。この相互作用を用いて

hµνの 2点相関関数を計算すると第二項が得られる。その係数 β0は
14

β0 =
1

240(4π)2
(NX + 3NW + 12NA)

と計算されている。結合定数 tは、ベータ関数 βt = −β0t
3
rが負となるこ

とから、漸近自由性を示す。

有効作用 (3.5)の第三項がWess-Zumino作用で、同時シフト変換 (3.3)

の下で不変になることを保障している。物理的運動量 pで表されたラン

ニング結合定数

t
2
r(p) =

1

β0 log(p2/Λ2
QG)

(3.6)

を用いて有効作用を書き替えると、

ΓWeyl(g) = − 1

t
2
r(p)

√
−gC2

µνλσ (3.7)

の形にまとめることができる。ここで、ΛQG = µ exp(−1/2β0t
2
r)は新しい

重力の赤外スケールである。

最後に注意すべき点として、量子重力あるいは重力と結合した量子場

理論には必ず共形異常が現れるが、これは一般座標不変性を保障するた

めに必要な項であって、ゲージ理論に於ける「量子異常」とは区別して

考えなければならない。15

量子重力に現れる共形異常は結合定数に依存する部分と依存しない部

分に分けて考える必要がある。先にも述べたように、結合定数 tによらな

い最低次の共形異常 (Riegert作用)はむしろその名に反して共形不変性を

保障するために現れる。一方、結合定数に依存した共形異常は通常の共

形不変性の破れを表す量で、その係数はベータ関数で与えられる。この

14ストレステンソルの 2点相関関数の係数は β0 に比例する。
15また、Adler-Bardeen定理のような 1ループ計算が厳密になるという定理も共形異
常には存在しない。
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ように、tの高次の摂動項は t = 0で与えられる共形場理論からのズレの

度合いを表している。
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A 二点相関関数のPµ1···µl,ν1···νlの構造

ここではEuclid空間で議論する。Minkowski空間での表式は計量を ηµν

に戻して x0 → x0 − iϵと置き換えると得られる。

ここでは共形反転

x′µ = (Rx)µ =
xµ

x2

を使って二点相関関数の形を決めることにする。この変換はΩ(x) = 1/x4

を与える。二回行うと元に戻るので R2 = I である。これより逆変換は

xµ = (Rx′)µと書くことが出来る。

実プライマリースカラー場は共形反転の下で

O′(x′) = Ω(x)−∆/2O(x) = x2∆O(x)

と変換する。16 引数を xに戻すとO′(x) = (1/x2)∆O(Rx)と書くこともで

きる。ここではO′の引数をx′のままで議論することにする。この変換則を

用いて真空が共形不変であるための条件式 ⟨O′(x′)O′(y′)⟩ = ⟨O(x′)O(y′)⟩(1.6)

を書き換えると関係式

(x2y2)∆⟨O(x)O(y)⟩ = ⟨O(Rx)O(Ry)⟩

が得られる。ここで、

1

(Rx−Ry)2
=

x2y2

(x− y)2

に注意すると、この関係式の解は全体の係数は除いて

⟨O(x)O(y)⟩ =
1

(x− y)2∆

で与えられることが分かる。

プライマリーベクトル場は共形反転の下で

O′
µ(x′) = Ω(x)−(∆−1)/2 ∂xν

∂x′µ
Oν(x) = x2∆Iµν(x)Oν(x)

16Euclid空間では共形反転の O′ は Hermite共役 O† と同定されるので、この式は場

が実場であることを表している。
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と変換する。ここで、Iµν(x) = δµν − 2xµxν/x
2である。これより共形不

変性の条件式 ⟨O′
µ(x′)O′

ν(y
′)⟩ = ⟨Oµ(x′)Oν(y

′)⟩は

(x2y2)∆Iµλ(x)Iνσ(y)⟨Oλ(x)Oσ(y)⟩ = ⟨Oµ(Rx)Oν(Ry)⟩

となる。ここで、

Iµλ(x)Iνσ(y)Iλσ(x− y) = Iµν(x− y) + 2
x2 − y2

(x− y)2

(
xµxν

x2
− yµyν

y2

)
= Iµν(Rx−Ry)

に注意すると、解が全体の係数を除いて

⟨Oµ(x)Oν(y)⟩ =
Iµν(x− y)

(x− y)2∆

で与えられることが分かる。これより Pµ,ν = Iµν が求まる。一般のプラ

イマリーテンソル場も場合も同様である。

B Wightman関数のFourier変換

D次元 Euclid空間では共形次元∆を持つスカラー場のWightman2点

関数 ⟨O(x)O(0)⟩及びその Fourier変換は

1

(x2)∆
=

(2π)
D
2 Γ(D

2
− ∆)

4∆−D
4 Γ(∆)

∫ dDk

(2π)D
eik·x

(
k2
)∆−D

2 (B.1)

で与えられる。

これを用いてMinkowski時空でのWightman関数の Fourier変換を求

める。以下ではEuclid空間での積 k ·xはk ·x+kDxDと書き換え、k ·xは
Minkowski時空での積とする。D番目の座標をxD = ix0 + ϵと書き換える

と (B.1)式の左辺はMinkowski時空でのWightman関数 ⟨0|O(x)O(0)|0⟩
になるので、右辺を書き換えること

1

{−(x0 − iϵ)2 + x2}∆
=

(2π)
D
2 Γ(D

2
− ∆)

4∆−D
4 Γ(∆)

∫ dD−1k

(2π)D−1
eik·x

×
∫ dkD

2π
e−kD(x0−iϵ)

{
k2 + (kD)2

}∆−D
2(B.2)
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となる。次に kDの積分路を複素平面に拡大する。位相因子 eiϵkD
があるの

で、kDの虚数部が無限大になる領域はゼロになるため、積分路は複素平面

の上半面に広げることが出来る。kD = ±i|k|に極があって、∆が整数でな

いことから、上半面の kD = i|k|から i∞まで、及び下半面の kD = −i|k|
から−i∞まで、虚軸上にカットが生じる。そのため、−∞ < kD <∞の
積分路はカットを避けた虚軸の上半分の左右をなぞる積分路に変更するこ

とが出来る (自由場∆ = D/2−1の場合は極の留数だけを拾う)。kD = ik0

と書くと∫ ∞

−∞

dkD

2π
e−kD(x0−iϵ)

{
k2 + (kD)2

}∆−D
2

= i
∫ ∞

0

dk0

2π
e−ik0x0−ϵk0)

{[
k2 − (k0 − io)2

]∆−D
2 −

[
k2 − (k0 + io)2

]∆−D
2

}
と書き換えることが出来る。ここで、カットを避けるために新たな正の

無限小 oを導入した。さらに公式

(x+ io)λ − (x− io)λ =

 0 for x > 0

2i|x|λ sinπλ for x < 0

= 2i(−x)λθ(−x) sin πλ

を使って被積分関数を [k2 − (k0 − io)2]∆−D/2 − [k2 − (k0 + io)2]∆−D/2 =

2i(−k2)∆−D/2θ(−k2) sin π(∆−D/2)と変形する。ここで、k2 = k2−(k0)2

である。これより (B.2)式の右辺は

−2 sin
[
π
(
∆ − D

2

)]
(2π)

D
2 Γ(D

2
− ∆)

4∆−D
4 Γ(∆)

∫
dD−1k

(2π)D−1
eik·x

×
∫ ∞

0

dk0

2π
e−ik0x0

(−k2)∆−D
2 θ(−k2)

=
(2π)

D
2

+1

4∆−D
4 Γ(∆)Γ(∆ − D

2
+ 1)

∫ dDk

(2π)D
eik·xθ(k0)θ(−k2)(−k2)∆−D

2

となる。ここで、ガンマ関数の公式Γ(λ)Γ(1−λ) = π/ sinπλとΓ(λ+1) =

λΓ(λ)を使った。これから第二章で導入したスカラー場のFourier変換の

式W (k)が読み取れる。
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C M 4上の自由スカラー場の共形代数

簡単な例として自由スカラー場について共形代数と場の変換則を導出

する。共形不変なスカラー場の作用は

I = −1

2

∫
d4x

√
−ĝ

(
ĝµν∂µX∂νX +

1

6
R̂X2

)
で与えられる。ここで、背景時空計量はMinkowski計量 ĝµν = ηµν とす

る。正準運動量および正準交換関係はPX = ∂ηXと [X(η,x),PX(η,x′)] =

iδ3(x − x′)で与えられる。スカラー場をX = X< +X>、X> = X†
<のよ

うに生成および消滅演算子部分に分けて後者を

X<(x) =
∫ d3k

(2π)3/2

1√
2ω
φ(k)eikµxµ

と展開する。このとき、モード演算子は正準交換関係より [φ(k), φ†(k′)] =

δ3(k−k′)を満たす。2点相関関数 (Wightman関数)は ⟨0|X(x)X(0)|0⟩ =

[X<(x), X>(0)]と表され

⟨0|X(x)X(0)|0⟩ =
∫ d3k

(2π)3

1

2|k|
e−i|k|(η−iϵ)+ik·x =

1

4π2

1

−(η − iϵ)2 + x2

となる。ここで、ϵはUVカットオフである。

ストレステンソルは背景場計量 ĝµνによる作用の変分、T
µν = (2/

√
−ĝ)×

δI/δĝµν、で定義される。変分を実行した後、Minkowski計量に置き換え

ると

Tµν =
2

3
∂µX∂νX − 1

3
X∂µ∂νX − 1

6
ηµν∂

λX∂λX

を得る。このストレステンソルは運動方程式を使うとトレースレスの条

件を満たすことが分かる。これより共形変換の生成子は場の演算子を用

いて

P0 = H =
∫
d3xA, Pj =

∫
d3xBj,

M0j =
∫
d3x (−ηBj − xjA) , Mij =

∫
d3x (xiBj − xjBi) ,

45



D =
∫
d3x

(
ηA + xkBk+ :PXX :

)
,

K0 =
∫
d3x

{(
η2 + x2

)
A + 2ηxkBk + 2η :PXX : +

1

2
:X2 :

}
,

Kj =
∫
d3x

{(
−η2 + x2

)
Bj − 2xjx

kBk − 2ηxjA− 2xj :PXX :
}

と表される。場の変数AとBjはそれぞれエネルギー密度と運動量密度で、

A =
1

2
:P2

X : −1

2
:X |∂2X :, Bj =:PX∂jX :

で与えられる。ここで、 |∂2 = ∂j∂jである。

共形変換の生成子は保存するので、時間に依存しない。そのため、共

形代数は同時刻交換関係を用いて計算することが出来る。

まず初めに場の変数の交換関係を相関関数を用いて表す。同時刻での 2

点相関関数

⟨0|X(x)X(x′)|0⟩ =
1

4π2

1

(x − x′)2 + ϵ2
,

⟨0|X(x)PX(x′)|0⟩ = i
1

2π2

ϵ

[(x − x′)2 + ϵ2]2
,

⟨0|PX(x)PX(x′)|0⟩ = − 1

2π2

(x − x′)2 − 3ϵ2

[(x − x′)2 + ϵ2]3

を用いると、場の変数Xと PX の同時刻交換関係は

[X(η,x),PX(η,x′)] = ⟨0|X(η,x)PX(η,x′)|0⟩ − ⟨0|X(η,x)PX(η,x′)|0⟩†

= i
1

π2

ϵ

[(x − x′)2 + ϵ2]2

と表すことが出来る。また、X や PX 同士の同時刻交換関係は正しく消

えることが分かる。最後の項は正則化された 3次元の δ関数で

δ3(x) =
∫ d3k

(2π)3
eik·x−ϵω =

1

π2

ϵ

(x2 + ϵ2)2

と定義される。

さらに自由場のOPEの公式

[:AB(x) :, :CD(y) :]

= [A(x), C(y)] :B(x)D(y) : + [A(x), D(y)] :B(x)C(y) :

+ [B(x), C(y)] :A(x)D(y) : + [B(x), D(y)] :A(x)C(y) : +QC(x− y)
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を使って共形代数を計算する。最後の項は量子補正で

QC(x− y) = ⟨A(x)C(y)⟩⟨B(x)D(y)⟩ + ⟨A(x)D(y)⟩⟨B(x)C(y)⟩ − H.c.

で与えられる。ここで、H.c.は最初の二つの項のHermite共役を表す。こ

の公式を用いてAと Bjの間の同時刻交換関係を計算すると

[A(x),A(y)] =
1

2
i |∂2

xδ3(x − y) (:PX(x)X(y) : − :X(x)PX(y) :) ,

[Bj(x),Bk(y)] = i∂x
kδ3(x − y) :∂jX(x)PX(y) : +i∂x

j δ3(x − y) :PX(x)∂kX(y) :,

[A(x),Bj(y)] = i∂x
j δ3(x − y) :PX(x)PX(y) : −1

2
iδ3(x − y) : |∂2X∂jX(y) :

−1

2
i |∂2

xδ3(x − y) :X(x)∂jX(y) : −i 2

π2
fj(x − y)

となる。さらに、生成子の中に含まれるその他の場の変数との同時刻交

換関係は

[A(x), :PXX(y) :] = −iδ3(x − x)
(
:P2

X(y) : +
1

2
:X |∂2X(y) :

)
−1

2
i |∂2

xδ3(x − y) :X(x)X(y) : +i
10

π2
f(x − y),

[Bj(x), :PXX(y) :] = −iδ3(x − x)Bj(y) + i∂x
j δ(x − y) :PX(x)X(y) :

で与えられる。ここで、量子補正を表す関数 fjと f は

fj(x) =
1

π2

ϵxj(x
2 − ϵ2)

(x2 + ϵ2)6
f(x) = − 1

40π2

ϵ(5x2 − 3ϵ2)

(x2 + ϵ2)5

で与えられ、fj(x) = ∂jf(x)の関係を満たす。これらの関数の空間積分

は、ϵを有限の値にしたままで、∫
d3xfj(x) = 0,

∫
d3xf(x) = 0,

∫
d3xxjf(x) = 0

を満たす。一方、積分
∫
d3xx2f(x) = −1/160ϵ2は ϵ → 0で発散する。17

これらの交換関係を使って共形代数 (1.4)を計算することが出来る。その

際、量子補正項はすべて消える。

17関数 f は δ 関数を用いて f(x) = (−1/320) × |∂2
(
δ3(x)/x2

)
と表すことが出来る。

このとき、δ関数の異なる式 π2δ3(x) = 4ϵ3/(x2 + ϵ2)3 を使っている。
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次に複合場 :Xn :の変換則を求める。この演算子と生成子の中に現れる

場の変数との同時刻交換関係は

[A(x), :Xn(y) :] = −iδ3(x − y)∂η :Xn(y) :,

[Bj(x), :Xn(y) :] = −iδ3(x − y)∂j :Xn(y) :

+i
1

2π2
n(n− 1)gj(x − y) :Xn−2(y) :,

[:PXX(x) :, :Xn(y) :] = −inδ3(x − y) :Xn(y) :

+i
3

2π2
n(n− 1)g(x − y) :Xn−2(y) :

と計算される。量子補正関数 gjと gは

gj(x) =
1

π2

ϵxj

(x2 + ϵ2)4
g(x) = − 1

6π2

ϵ

(x2 + ϵ2)3

で定義され、gj(x) = ∂jg(x)の関係を満たす。

これらより、演算子 :Xn :の変観測を計算すると、量子補正項はすべて

消えて、

i [Pµ, :X
n(x) :] = ∂µ :Xn(x) :,

i [Mµν , :X
n(x) :] = (xµ∂ν − xν∂µ) :Xn(x) :,

i [D, :Xn(x) :] = (xµ∂µ + n) :Xn(x) :,

i [Kµ, :X
n(x) :] =

(
x2∂µ − 2xµx

ν∂ν − 2xµn
)

:Xn(x) :

のように変換することが示せる。これより、:Xn :は共形次元 nのプライ

マリースカラー場であることが分かる。

D 臨界指数の導出

共形場理論 SCFTに摂動を加えて、種々の臨界指数を導出する。まず初

めに、relevantな演算子 (共形次元が∆ < Dを満たす)の代表であるエネ

ルギー演算子 εによる摂動を考える。それは温度による摂動を表してい
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て、臨界点からのズレを表す無次元の温度パラメータを t = (T − Tc)/Tc

とすると、その系の作用は

St = SCFT − ta∆ε−D
∫
dDxε(x)

で与えられる。ここで、∆εはエネルギー演算子の共形次元である。次元

を補うために導入した aは紫外カットオフ長さで、統計モデルに於ける

格子間隔に相当する。18

相関距離 ξは、次元解析から ta∆ε−D ∼ ξ∆ε−Dが成り立つので、

ξ ∼ at−ν , ν =
1

D − ∆ε

(D.1)

で与えられる。ここで、relevantの条件∆ε < Dより指数 νは正の数にな

るので、ξ → ∞の極限は t→ 0に相当する。

温度の摂動 tを加えたときの演算子Oの相関関数、⟨⟨O⟩⟩t =
∫
Oe−St、は

⟨⟨O⟩⟩t =
∞∑

n=0

1

n!
⟨O

(
ta∆ε−D

∫
dDxε(x)

)n

⟩

で与えられる。ここで、⟨O⟩ =
∫
Oe−SCFT は通常の CFTの相関関数を

表す。

臨界指数を求めるために相関距離 ξが十分に大きい臨界点近傍での振

る舞いを調べる。その極限では、格子間隔に相当するUVカットオフ長さ

は結果に影響しないので、以下では特に必要がない場合は a = 1とする。

統計モデルを指定する演算子として εの他にスピン演算子 σを考える。

それらは Ising模型が満たすOPE構造

σ × σ ∼ I + ε, σ × ε ∼ ε, ε× ε ∼ I

をもつものとする。

18格子模型では、次元を与えるパラメータは格子間隔だけで、温度変数に相当する結

合定数などは無次元量である。そのことに対応して、温度パラメータ tは無次元量で導

入し、次元の不足を aで補っている。このスケールは系を有限にするために必要である

が、以下では次元解析に現れるだけで、相関距離が大きい極限で臨界指数を求める際、

aの値自体は重要ではない。
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はじめに比熱の臨界指数を求める。単位体積当たりの自由エネルギー

を f とすると、比熱は C = −∂2f/∂t2 = ∂⟨⟨ε(0)⟩⟩t/∂tで与えられる。ξ
が大きい (tが小さい)極限で最も寄与する項は、CFTの一点関数 ⟨ε⟩が
消えることから、二点関数

C = ⟨ε(0)
∫
|x|≤ξ

dDxε(x)⟩ =
∫
|x|≤ξ

dDx
1

|x|2∆ε

で与えられる。ここで、一点関数 ⟨⟨ε⟩⟩tは便宜上原点で評価している。積
分は、相関距離が ξであることから、その内側 |x| ≤ ξで評価すると、比

熱は ξの関数として、

C ∼ ξD−2∆ε + const.

で与えられることが分かる。定数項は紫外カットオフからの寄与で、ξが

大きい臨界点近傍では第一項より小さいとして無視する。19 臨界指数 α

はC ∼ t−αで定義されるので、ξ ∼ t−νを使って右辺を tの振る舞いに書

き換えると、

α = ν(D − 2∆ε)

を得る。

次に、スピン演算子の一点関数で与えられる磁化の臨界指数を求める。

CFTでは一点関数 ⟨σ⟩と ⟨ε⟩及びOPE構造から二点関数 ⟨σε⟩が消える
ことから、温度による摂動をかけた場合の磁化の臨界点近傍での振る舞

いは

M = ⟨⟨σ(0)⟩⟩t =
t2

2!

∫
|x|≤ξ

dDx
∫
|y|≤ξ

dDy⟨σ(0)ε(x)ε(y)⟩

で与えられる。積分は次元解析から容易に評価出来て、ξ → ∞ (t → 0)

で最も寄与する項は

M ∼ t2 × ξ2D−∆σ−2∆ε ∼ tν∆σ

19D = 2の Ising模型の場合は指数がゼロになるが、対数発散する。
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となる。ここで、∆σはスピン演算子の共形次元である。これより、M ∼ tβ

で定義される臨界指数は

β = ν∆σ

となる。

磁化率の臨界指数を導出するには、温度だけでなく外部磁場 hによる

摂動を加える必要がある。その作用は

St,h = SCFT − ta∆ε−D
∫
dDxε(x) − ha∆σ−D

∫
dDxσ(x)

で与えられる。磁化率の臨界点近傍での振る舞いを計算すると

χ =
∂

∂h
⟨⟨σ(0)⟩⟩t,h

∣∣∣∣
h=0

=
∫
|x|≤ξ

dDx⟨σ(0)σ(x)⟩ ∼ ξD−2∆σ ∼ t−ν(D−2∆σ)

となる。これより、χ ∼ t−γで定義される磁化率の臨界指数は

γ = ν(D − 2∆σ)

となる。

また、臨界温度 t = 0での磁化の h依存性M ∼ h1/δは、外部磁場 hの

摂動だけを加えた作用

Sh = SCFT − ha∆σ−D
∫
dDxσ(x)

から求められる。この作用から磁化は

M = ⟨⟨σ(0)⟩⟩h = h
∫
|x|≤ξ

dDx⟨σ(0)σ(x)⟩

で与えられる。この系での相関距離は ξ∆σ−D ∼ ha∆σ−Dで表されること

に注意して、ξ → ∞ (h → 0)で最も寄与する項を次元解析から評価す

ると

M ∼ h× ξD−2∆σ ∼ h∆σ/(D−∆σ)

を得る。これより、臨界指数は

δ =
D − ∆σ

∆σ
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となる。

最後によく知られたスケーリング則をまとめておく。まず、新しい指

数 ηを関係式 2∆σ = D − 2 + ηで定義する。この式と (D.1)式を使って

∆σと∆εを消去すると、各臨界指数は

α = 2 − νD [Josephson′slaw],

β =
1

2
ν(D − 2 + η),

γ = ν(2 − η) [Fisher′slaw],

δ =
D + 2 − η

D − 2 + η

と表すことが出来る。また、関係式

α+ 2β + γ = 2 [Rushbrooke′slaw],

γ = β(δ − 1) [Widom′slaw]

を満たす。

具体例として、D = 2の Ising模型では∆ε = 1と∆σ = 1/8より ν = 1

と η = 1/4が得られ、

α = 0, β =
1

8
, γ =

7

4
, δ = 15

となる。
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